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1 Inleiding

In dit proefschrift worden de golffuncties en het energiespectrum van een lading
in een magneetveld berekend. De toestand van de lading wordt beschreven door
ψ(r, t), waarvan de tijdsevolutie gegeven wordt door de Schrödingervergelijking.

ih̄
∂ψ

∂t
= Ĥψ (1)

De lading kan enkel bewegen in een vlak dat samenvalt met het xy-vlak. Dit als ge-
volg van de keuze van het magneetveld langs de z-richting (figuur 1). De afleidingen
zullen gedaan worden voor het 3D-probleem en dan zal er telkens gekeken worden
wat er anders is wanneer de beweging beperkt is tot een vlak.

Figuur 1: Lading (als voorbeeld een elektron, e−) in een magneetveld, B = B0 · ez

Daar de Hamiltoniaan tijdsonafhankelijk is, is de golffunctie scheidbaar in een ruim-
telijk en een tijdsafhankelijk deel zodat:

ψ(r, t) = ψ(r) · f(t) (2)

Invullen in vergelijking (1) levert dan volgende vergelijking.

ih̄

f(t)

∂f(t)

∂t
=
Ĥψ(r)

ψ(r)
= E (3)

Met E een constante aangezien f(t) en ψ(r) onafhankelijk van elkaar kunnen variëren.
Nu geldt:

f(t) = exp

(
−iE

h̄
t

)
(4)

Deze uitdrukking geeft de tijdsevolutie van een eigentoestand weer die gevonden
kan worden met behulp van vergelijking (5). Verder kan men opmerken dat E de
dimensie van energie heeft, wat volgt uit dimensieanalyse. Het ruimte afhankelijk
gedeelte wordt bepaald door:

Ĥψ(r) = Eψ(r) (5)
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Elke lineaire combinatie van deze eigentoestanden ψ(r̄) is echter ook een oplossing
van vergelijking (1), zodat een algemene oplossing er als volgt uitziet:

ψ(r, t) =
∑
n

cn · exp
(
−iEn

h̄
t

)
· |ψn(r)〉 (6)

Het probleem is nu gereduceerd tot het oplossen van vergelijking (5) zodat alle
eigentoestanden kunnen gevonden worden en elke willekeurige toestand kan gecon-
strueerd worden met behulp van (6), waarbij |ψn(r)〉 de gevonden eigentoestanden
zijn met de bijbehorende eigenwaarde En.

2 Klassieke oplossing

Voordat men het kwantummechanische probleem aanpakt is het nuttig om eerst
de klassieke oplossing te bekijken. Dit kan helpen om eventueel latere oplossingen
te interpreteren. Voor dit probleem start men van de wet van Newton waarbij de
kracht gegeven wordt door de magnetische kracht FB.

ṗ = FB = q(v×B) (7)

Splitsen in componenten levert dan:
v̇x = ωcvy
v̇y = −ωcvx
v̇z = 0

(8)

met ωc = qB0

mq
de cyclotronfrequentie. Het probleem is gereduceerd tot het oplossen

van twee gekoppelde vergelijkingen en een ontkoppelde vergelijking. Het gekoppelde
probleem wordt als volgt opgelost:

d

dt
(vx + ivy) = −iωc(vx + ivy) (9)

dus
vx + ivy = a exp(−iωct) (10)

t = 0→ vx + ivy = a ≡ vxy exp(−iα) (11)

zodat: 
vx = vxycos(ωct+ α)
vy = −vxysin(ωct+ α)
vz = constant ≡ vz0

(12)

met {
vxy =

√
v2
x + v2

y

v =
√
v2
z0 + v2

xy

(13)
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Merk op dat α specifieert hoe het deeltje in het xy-vlak bewoog op t=0. Na integratie
vindt men dan de beweginsvergelijkingen:

x = x0 + vxy
ωc
sin(ωct+ α)

y = y0 + vxy
ωc
cos(ωct+ α)

z = z0 + vz0t

(14)

Het is nu duidelijk dat het deeltje met lading q (in het geval van een elektron
q = e < 0 ) een helix beschrijft in het magneetveld. Het deeltje roteert met de
cyclotronfrequentie rond het aangelegde magneetveld. Merk op wanneer het deeltje
geen beginsnelheid langs de z-richting heeft (vz0 = 0) wanneer men het magneetveld
aanschakelt, de helix dan reduceert tot een circulaire beweging rond x0 en y0 op een
bepaalde z-hoogte. In het geval het deeltje beperkt is tot de beweging in een vlak
zal men klassiek dus een circulaire beweging vinden in het xy-vlak. Dit laat toe om
een centrum van cyclotron-beweging te definiëren:{

X ≡ x0 = x+ vy
ωc

Y ≡ y0 = y − vx
ωc

(15)

Merk op dat dit nog steeds geldt wanneer men een beginsnelheid heeft langs het
magneetveld of de beweging niet beperkt is tot een vlak. Het centrum van cyclo-
tronbeweging voert dan een eenparige rechtlijnige beweging uit langs het magneet-
veld. Deze oplossing werd hier besproken omdat dit later het gebruik van cilin-
dercoördinaten (helix) zal rechtvaardigen en ook omdat het concept van centrum
van cyclotronbeweging terug zal komen in de golffuncties.

3 Bepalen van de Hamiltoniaan

3.1 Hamiltoniaan zonder spin

In dit geval wordt de Hamiltoniaan gegeven door:

Ĥ =
1

2mq

(p̂− qÂ)2 (16)

Met mq de massa van het deeltje en q de lading van het deeltje. In het geval van het
elektron is q = e < 0, waarbij e de elementaire lading van het elektron is en mq = me.

p̂ is de impulsoperator en Â de operator die correspondeert met de vectorpotentiaal.
Om deze Hamiltoniaan te vinden start men van de Langragiaan:

L(r, ṙ, t) =
1

2
mqṙ

2 + qṙ ·A (17)

Deze geeft immers na toepassen van de Euler-Lagrange bewegingsvergelijkingen de
gepaste Newtoniaanse bewegingsvergelijkingen terug:

mqr̈ = q(ṙ×B) (18)
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De canonisch toegevoegde impuls is dan gelijk aan:

p = mqv + qA met v = ṙ (19)

Wordt er nu een Legendretransformatie uitgevoerd dan vindt men de Hamiltoniaan
uit vergelijking (16):

H(r,p, t) = ṙ · p− L(r, ṙ, t) (20)

H(r,p, t) =
1

2
mqṙ

2 =
1

2mq

(p− qA)2 (21)

Het correspondentieprincipe van het tweede postulaat zorgt er dan voor dat de
fysische grootheden kunnen vervangen worden door hun corresponderende lineaire
operatoren. Er moet nog opgemerkt worden dat met deze Hamiltoniaan de kinema-
tische impuls P niet meer gelijk is aan de canonische impuls p.

H(r,p, t) = 1
2mq

P2

P = p− qA (22)

Verder geldt er:
B̄ = B0 · ez = ∇×A = (∂xAy − ∂yAx)ez (23)

Hierbij werd de laatste gelijkheid gevonden door de rotor van A uit te werken en
enkel de z-component in rekening te nemen aangezien het magneetveld ook enkel
een z-component heeft. Nu kunnen de componenten van de vectorpotentiaal vrij
gekozen worden, maar wel zodanig dat (23) voldaan is. In dit proefschrift werd
gekozen voor:

Landau-ijk
A = B0(−y, 0, 0) ∨B0(0, x, 0) (24)

Symmetrische-ijk

A =
B0

2
(−y, x, 0) (25)

Wanneer deze componenten dan ingevuld worden in de Hamiltoniaan corresponderen
deze wel met de passende operatoren. Verder kan er opgemerkt worden dat er steeds
een gradiënt bij de vectorpotentiaal kan opgeteld worden, aangezien rot (gradφ) =
0. Deze gradiënt zal echter het verband weergeven tussen de ijken. Voor meer
informatie zie sectie 4.6.
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3.2 Hamiltoniaan met spin

De Hamiltoniaan ziet er nu als volgt uit:

H =
1

2mq

(p− qA)2 − µ ·B (26)

met µ het magnetisch moment. De term −µ · B komt van de energie van een
magnetisch moment in een magneetveld.
Er geldt:

−µ ·B = −γB · S = −γB0Sz (27)

Met γ = g q
2mq

de gyromagnetische verhouding en g de Landé-factor. De Hamiltoniaan

is dus gelijk aan:

Ĥ =
1

2mq

(p̂− qÂ)2 − γB0Ŝz (28)

4 Hamiltoniaan zonder spin

4.1 Landau-ijk in 3D

Het probleem wordt eerst opgelost voor A = B0(−y, 0, 0), waarbij verder voor deze
afleiding verondersteld wordt dat het deeltje met lading q niet beperkt is tot een
beweging in een vlak. Invullen van A in de Hamiltoniaan levert dan:

Ĥ =
1

2mq

[
(p̂x + qB0ŷ)2 + (p̂y)

2 + (p̂z)
2]

=
1

2mq

(p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z + 2qB0p̂xŷ + q2B2

0 ŷ
2)

(29)

Het is nu duidelijk dat p̂x commuteert met de Hamiltoniaan aangezien:[
Ĥ, p̂x

]
=

1

2m
(
[
p̂2
x, p̂x

]
+
[
p̂2
y, p̂x

]
+
[
p̂2
z, p̂x

]
+ 2qB0

[
p̂2
x, ŷ
]

+ q2B2
0 [ŷ, p̂x])

= 0
(30)

En analoog geldt er voor p̂z: [
Ĥ, p̂z

]
= 0 (31)

Beide operatoren hebben nu een verzameling gemeenschappelijke eigentoestanden
met de Hamiltoniaan en de verwachtingswaarde van p̂x en p̂z is constant als gevolg
van de meer algemene vorm van het Ehrenfest theorema.

d

dt
〈ψ| Q̂ |ψ〉 =

−1

ih̄
〈ψ|
[
Ĥ, Q̂

]
|ψ〉+ 〈ψ| ∂Q̂

∂t
|ψ〉 (32)
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Met Q een willekeurige operator zodat:

d

dt
〈ψ| p̂x |ψ〉 = 0 (33)

p̂x |ψ〉 = px |ψ〉 (34)

Met px een constante. Dit is analoog voor p̂z. Als men nu schrijft dat:

ψ(x, y, z) = ψx(x) · ψy(y) · ψz(z) (35)

En men (34) oplost, krijgt men:

ψx = exp

(
−px
ih̄

x

)
≡ 1√

Lx
· exp(ikxx) met (h̄kx = px) (36)

En voor het probleem in de z-richting vindt men:

ψz = exp

(
−pz
ih̄

z

)
≡ 1√

Lz
· exp(ikzz) met (h̄kz = pz) (37)

Hierbij zijn 1√
Lx

en 1√
Lz

normalisatieconstanten.
Merk op dat px en pz zowel negatief als positief kunnen zijn.
Het probleem is nu gereduceerd tot het oplossen van volgende vergelijking:

Ĥ |ψy〉 = E |ψy〉 (38)

Ĥ =
1

2mq

((h̄kx)
2 + (h̄kz)

2 + p̂2
y + 2qB0(h̄kx)ŷ + q2B2

0 ŷ
2) (39)

ψ(x, y, z) = ψy(y) · exp(ikxx) · exp(ikzz) (40)

Vergelijking (39) kan herschreven worden tot:

Ĥ =
1

2mq

(p̂2
y + (h̄kx + qB0ŷ)2) (41)

Waarbij men E herdefinieert als:

Ẽ = E − (h̄kz)
2

2mq

(42)

Nu wordt er een substitutie gemaakt:{
ŷ −→ ŷ′ = ŷ + h̄kx

qB0
≡ ŷ + l2Bkx (zie verder)

p̂y −→ p̂y′ = p̂y
(43)

Zodat de hamiltoniaan herschreven kan worden als:

Ĥ =
p̂2
y′

2mq

+
1

2
mqω

2
c ŷ
′2 (44)
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Met ωc = qB0

mq
de cyclotronfrequentie. Het is duidelijk dat het probleem nu geredu-

ceerd is tot het oplossen van een harmonische oscillator waarvoor de hamiltoniaan
identiek is aan deze in vergelijking (44). Merk op dat dit een verschoven harmo-
nische oscillator betreft waarbij het centrum van cyclotronoscillatie op Y ≡ − h̄kx

qB0

ligt. Wanneer men dit probleem wenst op te lossen kan men dimensieloze eenheden
invoeren door: ŷ′ → ŷd0 ≡ ŷ′

lB
met lB =

√
h̄
qB0

de magnetische lengte.

Ẽ → Ed0 ≡ Ẽ
1
2
h̄ω

(45)

Zodat:

Ĥ =
∂2

∂2yd0
+ ŷ2

d0
(46)

In dit proefschrift zal ervan uit gegaan worden dat de oplossingsmethode voor de
harmonische oscillator gekend is. De reden dat het doorvoeren van dimensieloze
eenheden hier vermeld wordt, is dat het duidelijk is vanwaar de magnetische lengte
komt als deze later gebruikt wordt in formules. Wanneer men nu teruggaat naar
de klassieke definitie van het centrum van de cyclotronbeweging, vergelijking (15).
Dan geldt er:

Y = y − vx
ωc

= y − Px
qB0

(Px = kinematische impuls)

= y − (px − qAx)
qB0

(px = canonische impuls)

= y − px
qB0

− qB0y

qB0

=
−px
qB0

= −l2Bkx

(47)

Het is duidelijk dat dit hetzelfde centrum van cyclotronbeweging oplevert. Merk op
dat kx dit centrum vastlegt voor de ijk A = B0(−y, 0, 0).
Verder geldt er ook dat:

[X̂, Ŷ ] = −il2B (48)

Dit betekent dat men nooit tegelijk de X en Y positie van het centrum van cyclo-
tronbeweging kan vastleggen. Dit volgt uit een algemene vorm van de onzekerheids-
relatie:

∆A ·∆B ≥ 1

2

∣∣∣〈[Â, B̂]〉∣∣∣ (49)

In deze ijk is Y exact gekend aangezien een vrij deeltje (vlakke golf) een sterk
gelokaliseerde impuls (delta-functie in de k-ruimte) heeft. Er geldt dus dat ∆px = 0
en ∆x =∞. Aangezien Y enkel afhangt van px is deze dus exact.
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Men kan echter ook kijken naar de formule voor de X-positie van het centrum van
de cyclotronbeweging in deze ijk. Men krijgt dan:

X = x+
vy
ωc

= x+
Py
qB0

(Py = kinematische impuls)

= x+
(py − qAy)

qB0

(py = canonische impuls)

= x+
py
qB0

(50)

en aangezien ∆x =∞ kan men X niet exact bepalen. Verder geldt er ook voor ∆py =√
mqh̄ωc(n+ 1

2
) en ∆y =

√
h̄

mqωc
(n+ 1

2
). Deze onbepaaldheden kan men halen uit

het probleem van de harmonische oscillator. De oplossing van een harmonische
oscillator is als volgt: ψy′ = 1√

2nn!
·
(

1
πl2B

) 1
4 · exp

(
−y′2
2l2B

)
·Hn

(
y′

lB

)
En ≡ Ẽ = h̄ωc(n+ 1

2
) met (n = 0, 1, 2, ...)

(51)

Hn zijn de Hermiet-veeltermen. De totale oplossing van een lading q in een mag-
neetveld met Landau-ijk Ā = B0(−y, 0, 0) zonder rekening te houden met de spin
levert dus:

ψn,kx,kz(x, y, z) =
1√
LxLz

· exp(ikxx) · exp(ikzz) · 1√
2nn!
·

exp

(
−(y − Y )2

2l2B

)
·
(

1

πl2B

) 1
4

·Hn

(
(y − Y )

lB

)
En,kx,kz = h̄ωc(n+ 1

2
) + (h̄kz)2

2mq
(n = 0, 1, 2, ...)

(52)

De oplossing is een verschoven harmonische oscillator met centrum van oscillatie
rond Y . Er zijn drie kwantumgetallen namelijk kx, kz en n. kx en kz kunnen elk
getal zijn en zijn dus overaftelbaar oneindig. Verder is n een element van de natuur-
lijke getallen en is daardoor aftelbaar oneindig. De energie is overaftelbaar oneindig
ontaard in kx aangezien dit kwantumgetal niet voorkomt in de uitdrukking voor de
energie. De energie is discreet in n, continu in kz en onafhankelijk van kx heeft dus
een discreet energiespectrum in n, kx en kz.

De interpretatie van de kwantumgetallen is als volgt: kx legt het centrum van de
oscillatie vast (namelijk de cyclotronbaan), kz legt de energie vast in de z-richting
van het veld en n bepaald in welke toestand het deeltje zich bevindt. Dat de bij-
drage tot de energie van de z-richting de bijdrage van een vrij deeltje is, is niet
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verwonderlijk. Immers in het klassieke geval is het deeltje ook vrij in de z-richting
(eenparig rechtlijnige beweging). De toestand voor een gegeven n en willekeurige kx
en kz noemt men het n-de Landau-niveau.

De oplossing voor de ijk Ā = B0(0, x, 0) is analoog aan de voorgaande. De ha-
miltoniaan ziet er nu als volgt uit:

Ĥ =
1

2mq

[
(p̂x)

2 + (p̂y − qB0x̂)2 + (p̂z)
2]

=
1

2mq

(p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z − 2qB0p̂yx̂+ q2B2

0 x̂
2)

(53)

Men kan opnieuw aantonen dat: [
Ĥ, p̂y

]
= 0[

Ĥ, p̂z

]
= 0

(54)

En dus:
ψ(x, y, z) = ψx(x) · exp(ikyy) · exp(ikzz) (55)

Verder worden analoge stappen doorlopen als bij de vorige ijk. Echter gebruikt men
hier een andere substitutie. {

x̂ −→ x̂′ = x̂− l2Bky
p̂x −→ p̂x′ = p̂x

(56)

Merk op dat X ≡ l2Bky nu het centrum van cyclotronbeweging is. Dit volgt ook uit
vergelijking (15).

X = x+
vy
ωc

= x+
(py − qAy)

qB0

(py = canonische impuls)

=
py
qB0

= l2Bky

(57)

De totale oplossing van de lading q in een magneetveld met Landau-ijk Ā = B0(0, x, 0)
zonder rekening te houden met de spin levert dus:

ψn,ky ,kz(x, y, z) =
1√
LyLz

· exp(ikyy) · exp(ikzz) · 1√
2nn!
·

exp

(
−(x−X)2

2l2B

)
·
(

1

πl2B

) 1
4

·Hn

(
(x−X)

lB

)
En,ky ,kz = h̄ωc(n+ 1

2
) + (h̄kz)2

2mq
(n = 0, 1, 2, ...)

(58)
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De bespreking van dit resultaat is analoog aan hetgene met Landau-ijk Ā = B0(−y, 0, 0).
Wat men wel moet opmerken is dat de uitdrukking voor de energie in beide proble-
men identiek is. Dit is noodzakelijk aangezien de energie een observabele is en de
golffunctie en zijn waarschijnlijkheidsverdeling niet. De verschillende vorm van de
golffuncties levert geen probleem op aangezien er lokale ijkinvariantie is. Het ener-
giespectrum ziet er dan uit al in figuur 2a. Merk op dat kx ofwel ky en kz oneindig
overaftelbaar zijn en dat daardoor de curven continu doorlopen worden in functie
van kz. Verder zorgt kz voor de parabolische vorm van de curven.

4.2 Landau-ijk in 2D

Wanneer men aanneemt dat de lading enkel kan bewegen in een vlak, dan komt dit
neer op het wegnemen van de p̂2

z term in de Hamiltoniaan. Het enigste wat er dus
verandert aan de golffunctie is dat de fasefactor exp(ikzz) verdwijnt. En de energie
wordt in dit geval gegeven door:

En,kx = h̄ωc(n+
1

2
) (n = 0, 1, 2, ...) (59)

Merk op dat afhankelijk van de ijk de energie nog steeds oneindig overaftelbaar ont-
aard is in kx of ky. Het energiespectrum ziet er dan uit als in figuur 2b. Merk op
dat de parabolische vorm verdwenen is en het spectrum is volledig discreet. Met
ander woorden een elektron bewegend in een 2D ruimte onder de invloed van een
loodrecht magnetisch veld is equivalent met een 1D harmonische oscillator.

Tenslotte staan in figuur 3 de golffuncties ψn,ky ,kz(x, y, z) en waarschijnlijkheids-

dichtheden
∣∣ψn,ky ,kz(x, y, z)

∣∣2 zonder de exponenten met fasefactoren geplot. Dit
zijn de golffuncties en waarschijnlijheidsdichtheden voor een harmonische oscillator.
Voor dit probleem zijn het dus zonder fasefactoren die Merk wel op dat het nulpunt
van de harmonische potentiaal in het centrum van de cyclotronoscillatie ligt. Wat
afhankelijk van de Landau-ijk X of Y is.
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Figuur 2: a) Energiespectrum van een geladen deeltje in een magneetveld met
Landau-ijk Ā = B0(0, x, 0) in 3D. Het cirkeltje met een bolletje erin wijst op de
ky- as die uit het vlak van het blad komt. b) Energiespectrum van een geladen
deeltje in een magneetveld met Landau-ijk Ā = B0(0, x, 0) in 2D.
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Figuur 3: a) Golffuncties van de harmonische oscillator, b) Waarschijnlijkheidsdicht-
heden van de eigenstoestanden van de harmonische oscillator.
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4.3 Toestandsdichtheid voor de Landau-ijken

De toestandsdichtheid (DOS) zegt hoeveel beschikbare toestanden er zijn voor een
gegeven waarde van de energie. Deze is als volgt gedefinieerd:

D(E) =
∑
n

∑
kx of ky

δ(E −H) (60)

Waarbij H vervangen moet worden door zijn eigenwaarden En,ky = h̄ωc(n+ 1
2
) ≡ En,

waarbij de Landau-ijk Ā = B0(0, x, 0) gebruikt werd. De som over ky kan als volgt
vervangen worden: ∑

ky

→
∫ ∞

0

g(ky)dky (61)

g(ky) is de dichtheidsfunctie van het aantal ky-punten. Immers voor een willekeurige
functie f(ky): ∑

ky

f(ky) = lim
∆ ky→0

∑
1

(G(ky + ∆ky)−G(ky)) f(ky)
2

=

∫ ∞
0

f(ky)dG(ky)

(62)

g(ky) = lim
∆ ky→0

G(ky + ∆ky)−G(ky)

∆ky
=
dG(ky)

dky
(63)

Dus:

g(ky) =
d

dky

(
ky
π
Ly

)
=
Ly
π

(64)

Hiervoor werd aangenomen dat het systeem in de y-richting is opgesloten in een
oneindig diepe potentiaalput zodat ky = nyπ

Ly
met ny = 0,±1,±2, .... Zodat G(ky) =

ky
π
Ly

want het beschikbare volume van een ky-punt is dan immers π
Ly

.

Er geldt nu dat:

D(E) =
∑
n

Ly
2π

∫ ∞
−∞

dkyδ(E − En) (65)

Nu wordt er gebruik gemaakt van vergelijking 57:

ky =
X

l2B
(66)

Dit levert:

D(E) =
∑
n

Ly
2πl2B

∫ Lx
2

−Lx
2

dXδ(E − En) (67)

1De sommatie loopt over schillen met een breedte ∆ky
2(G(ky + ∆ky)−G(ky)) is het aantal toestanden in een schil ∆ky.
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Hierbij werd verondersteld dat het systeem ook beperkt is in de x-richting tot −Lx
2

en Lx
2

met een breedte van Lx.
Men kan dus opmerken dat het geladen deeltje beperkt is in zijn beweging tot een
vlak met oppervlakte A = LxLy. Er geldt nu dat:

D(E) =
∑
n

A

2πl2B
δ(E − En) (68)

Men kan nu besluiten dat door het opsluiten van het geladen deeltje in een 2D-doos,
men de oneindige ontaarding per Landau niveau verliest. Men heeft met andere
woorden een eindig aantal mogelijke toestanden per niveau. Voor verduidelijking
zie figuur 4. De DOS is hetzelfde voor beide Landau-ijken en het zal blijken dat deze
ook identiek is voor de symmeterische ijk (sectie 4.7). Dit is wat men verwachtte
aangezien de DOS een observable is omdat het gerelateerd is met de energie. De
energie is immers ijkinvariant (sectie 4.6)

Nmax ≡
A

2πl2B
(69)

Figuur 4: Toestandsdichtheid (DOS) voor een 2D deeltje in een loodrecht magneet-
veld.
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Nu bepaalt men de DOS in 3D voor de Landau-ijk Ā = B0(0, x, 0). Men veron-
derstelt dat het deeltje nu ook in de z-richting opgesloten is in een oneindig diepe
potentiaalput, zodat kz = nzπ

Lz
met nz = 0,±1,±2, .... Men heeft dan:

D(E) =
∑
n

∑
ky

∑
kz

δ(E − En,ky ,kz) (70)

Met:

En,ky ,kz = h̄ωc(n+
1

2
) +

h̄2k2
z

2mq

≡ En,ky +
h̄2k2

z

2mq

(71)

Er geldt nu:

D(E) =
∑
n

LyLz
2π2l2B

∫ Lx
2

−Lx
2

dX

∫ ∞
0

dkz δ(E − En,ky −
h̄2k2

z

2mq

) (72)

Men doet nu volgende substitutie:

ε2 =
h̄2k2

z

2mq

(73)

En dus:

D(E) =
∑
n

V

2π2l2B

(√
2mq

h̄2

) ∫ ∞
0

dε δ(E − En,ky − ε2) (74)

Met V = LxLyLz. Voer nu volgende substitutie door:

α = E − En,ky − ε2 (75)

Dan geldt er:

D(E) =
∑
n

V

2π2l2B

(√
2mq

h̄2

) ∫ −∞
E−En,ky

dα
δ(α)

−2
√
α + E − En,ky

(76)

Er geldt dat:
dH(α)

dα
= δ(α) (77)

Met H(α) de heaviside stapfunctie. En dus:

D(E) =
∑
n

V

2π2l2B

(√
2mq

h̄2

) [
H(α)

2
√
α + E − En,ky

]E−En,ky
−∞

(78)

En dus kan men besluiten dat:

D(E) =
∑
n

V

4π2l2B

(√
mq

h̄2

)(
H(E − En,ky)√
E − En,ky

)
(79)
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Deze DOS wordt gëıllustreerd in figuur 5. Merk op dat men nu geen eindig aantal
toestanden meer heeft per Landau-niveau. Hierin ligt dus het verschil tussen de
DOS in 2D en 3D.

Figuur 5: Toestandsdichtheid (DOS) voor een 3D deeltje in een magneetveld.
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4.4 Symmetrische-ijk in 3D

Wanneer de symmetrische-ijk Ā = B0

2
(−y, x, 0) gebruikt wordt ziet de hamiltoniaan

er als volgt uit:

Ĥ =
1

2mq

[(
p̂x +

qB0ŷ

2

)2

+

(
p̂y −

qB0x̂

2

)2

+ p̂2
z

]
(80)

Dit kan herschreven worden in volgende vorm:

Ĥ =
1

2mq

(
p̂2
x +

1

4
m2
qω

2
c x̂

2

)
+

1

2mq

(
p̂2
y +

1

4
m2
qω

2
c ŷ

2

)
−ωc

2
(x̂p̂y − ŷp̂x)+

1

2mq

p̂2
z (81)

Uit de theorie van angulair moment geldt:

L̂z ≡ x̂p̂y − ŷp̂x (82)

Er geldt dat: [
Ĥ, p̂z

]
= 0 (83)

en [
Ĥ, L̂z

]
=

1

2mq

(
[
p̂2
x, L̂z

]
+
[
p̂2
y, L̂z

]
) +

1

8
mqω

2
c (
[
x̂2, L̂z

]
+
[
ŷ2, L̂z

]
) = 0 (84)

Er geldt nu:

Ĥ =
−h̄2

2mq

∆ +
1

8
mqω

2
c (x̂

2 + ŷ2)− ωc
2

(L̂z) (85)

Men kan nu overgaan op cilindercoördinaten. Cilinder omdat dit de symmetrie van
het probleem was bij de klassieke oplossing.

∆→ 1
ρ
∂ρ(ρ∂φ) + 1

ρ2
∂2
φ + ∂2

z

x̂2 + ŷ2 → ρ̂2

L̂z → −ih̄∂φ
(86)

De totale vergelijking die nu opgelost moet worden is dan de volgende:

−h̄2

2mq

[
1

ρ
∂ρ((ρ∂ρ)ψ) +

1

ρ2
∂2
φψ + ∂2

zψ

]
+

1

8
mqω

2
cρ

2ψ +
ωc
2
ih̄∂φψ = Eψ (87)

Nu kan men de golffunctie scheiden in variabelen, wat mogelijk is aangezien p̂z en
L̂z commuteren met Ĥ.

ψ(ρ, φ, z) = P (ρ)Φ(φ)Z(z) (88)

Wanneer dit ingevuld wordt in vergelijking (87) en er gedeeld wordt door de golf-
functie dan krijgt men:

−h̄2

2mq

[
1

ρP (ρ)
∂ρ((ρ∂ρ)P (ρ)) +

1

ρ2Φ(φ)
∂2
φΦ(φ) +

1

Z(z)
∂2
zZ(z)

]
+

1

8
mqω

2
cρ

2 +
ωc
2

ih̄

Φ(φ)
∂φΦ(φ) = E

(89)
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Nu geldt er voor het Z-probleem dat:

1

Z(z)

∂2

∂z2
Z(z) = α ≡ −k2

z (90)

Met α een constante, aangezien voor elke z-waarde vergelijking (89) moet gelden.
Men defineert α als een negatief getal aangezien anders het Z-probleem oplossingen
zou hebben die divergeren op oneindig. De oplossing van dit probleem wordt dan
gegeven door:

Z(z) = exp(ikzz) (91)

kz kan zowel negatief als positief zijn. Merk op dat deze oplossing ook een eigen-

toestand is van p̂z zoals vereist door de commutatierelatie
[
Ĥ, p̂z

]
= 0. Er geldt nu

ook dat de eigenwaarde pz = h̄kz zoals in vergelijking (37).

Verder geldt dat Ĥ en L̂z een gemeenschappelijk stel eigentoestanden hebben, omdat
beide operatoren commuteren. Er geldt:

−ih̄∂φΦ(φ) = lzΦ(φ) (92)

De oplossing van het Φ(φ)-probleem wordt nu dus gegeven door:

Φ(φ) = exp

(
i
lz
h̄
z

)
(93)

Omdat er gewerkt wordt in cilindercoördinaten moet er gelden dat

Φ(0) = Φ(2π) (94)

dit leidt tot

lz =h̄m met m = 0,±1, ...

Φ(φ) = exp(imφ)
(95)

Wanneer de oplossing van het Z- en Φ - probleem nu ingevuld wordt in vergelijking
89 dan krijgt men:

−h̄2

2mq

[
1

ρP
(ρP ′′ + P ′)− m2

ρ2

]
+

1

8
mqω

2
cρ

2 = Eρ (96)

met

Eρ ≡ E − h̄2k2
z

2mq

+
ωc
2
h̄m (97)

Het is nu duidelijk dat de oplossing van deze vergelijking de oplossing van het P -
probleem is. Verder werden afgeleiden naar ρ genoteerd met een accent aangezien ρ
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de enige variabele is in vergelijking (96). Nu vermenigvuldigt men met P en voert
men volgende substitutie door:

x ≡ 1

2

mqωc
h̄

ρ2 =
ρ2

2l2B

α ≡ Eρ
h̄ωc

(98)

Deze substitutie verandert ook de afgeleiden:

P (ρ) = P (x)

P ′(ρ) =
ρ

l2B
P ′(x)

P ′′(ρ) =
ρ

l2B
ρP ′(x) + (

ρ2

l4B
)P ′′(x)

(99)

Zodat

xP ′′ + P ′ +

(
α− x

4
− m2

4x

)
P = 0 (100)

Wanneer men verder veronderstelt dat P (x) van de volgende vorm is:

P (x) ≡ R(x)√
x

(101)

Dan geldt er dat

xP ′′ + P ′ =
√
xR′′ +

1

4
√
x3
R (102)

En verder:

R′′ +

(
α

x
− 1

4
+

1−m2

4x2

)
R = 0 (103)

Nu onderzoekt men eerst het gedrag als x → +∞. Dus men bepaalt de oplossing
van volgende vergelijking:

R′′ − 1

4
R = 0 (104)

Dit levert
R(x→ +∞) = exp

(
±x

2

)
(105)

Men kan echter de oplossing met de plus achterwege laten aangezien deze divergeert
op +∞ wat niet normeerbaar is. Dus:

R(x) = exp
(
−x

2

)
Q(x) (106)

Merk op dat −∞ niet onderzocht moest worden aangezien er gewerkt wordt in
cilindercoördinaten (ρ ∈ [0,+∞[). Invullen in (103) geeft dan:

Q′′ −Q′ +
(
α

x
+

1−m2

4x2

)
Q = 0 (107)
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Wanneer deze vergelijking voldoet aan Fuch’s theorema is deze oplosbaar met de
methode van Fröbenius. Dit theorema houdt in dat men het soort singulariteit
onderzoekt in x = 0, aangezien de methode van Fröbenius gebruik maakt van een
reeksontwikkeling rond de oorsprong. De uitwerking hiervan zal niet worden gege-
ven, maar de vergelijking voldoet aan het theorema, zodat de methode van Fröbenius
kan gebruikt worden. Stel:

Q =
∞∑
n=0

anx
n+s met a0 6= 0 (108)

Wanneer men dit invult in (107) en alle gelijke machten van x samen zet, dan moet
iedere voorfactor apart gelijk zijn aan 0. Dit leidt tot volgende vergelijkingen:

s(s− 1) +
(1−m2)

4
= 0 (109)

an+1 =
(n+ s)− α

(n+ s+ 1)(n+ s) + (1−m2)
4

an (110)

De oplossingen van vergelijking (109) worden gegeven door:

s1 =
1 + |m|

2
, s2 =

1− |m|
2

(111)

Wanneer deze oplossingen telkens ingevuld worden in vergelijking (110). Dan ver-
krijgt men volgende uitdrukkingen:

a1,n+1 =
(n+ s1)− α

(n+ 1)(n+ 1 + |m|)
an

a2,n+1 =
(n+ s2)− α

(n+ 1)(n+ 1− |m|)
an

(112)

Men ziet nu in het tweede geval dat de noemer nul wordt wanneer n = |m| − 1 (n
= 0,1,2,... en m = 0,± 1, ± 2,...). Dit betekent dus dat a2,|m| oneindig groot zou
worden. Wat ervoor zou zorgen dat de golffunctie niet meer normeerbaar zou zijn.
Hierdoor wordt de oplossing gegeven door:

s =
1 + |m|

2

an+1 =
(n+ s)− α

(n+ 1)(n+ 1 + |m|)
an

(113)

Men heeft nu nog steeds een oneindige reeks, die men afbreekt bij een bepaalde n.
Dit omdat wederom de golffunctie niet normeerbaar zou zijn. Er geldt dus voor een
n:

(n+ s)− α = 0 (114)



23

Men vindt dus dat:

α = n+
1 + |m|

2
(115)

Samen met

α =
Eρ
h̄ωc

(116)

en

Eρ = E − h̄2k2
z

2mq

+
ωc
2
h̄m (117)

levert dit voor E:

En,m,kz = h̄ωc

(
n+

1

2
+
|m|
2
− m

2

)
+
h̄2k2

z

2mq

(118)

Er geldt nu ook dat:

Q = x
1+|m|

2

α−s∑
n=0

anx
n met a0 6= 0

an+1 =
(n+ s)− α

(n+ 1)(n+ 1 + |m|)
an

(119)

Men kan de sommatie herschrijven in functie van Laguerre polynomen. Om dit in
te zien wordt vergelijking (107) herschreven met volgende substitutie:

Q ≡ x
1+|m|

2 F (x) (120)

Zodat

xF ′′ + (|m|+ 1− x)F ′ +

(
α− |m|+ 1

2

)
F = 0 (121)

Dit is een vergelijking van de volgende vorm:

xF ′′ + (b− x)F ′ − aF = 0 (122)

Deze vergelijking is gekend als de confluent hypergeometrische differentële vergelij-
king. Waarbij de oplossing gegeven wordt door 1F1(a; b;x) de confluent hypergeo-
metrische functie.
De oplossing van vergelijking (121) is dus 1F1

(
−
(
α− |m|+1

2

)
; |m|+ 1;x

)
. De eerste

term kan men herschrijven als −n omdat men de reeks afgebroken had. Zodat:

1F1(−n; |m|+ 1;x) =
|m|!n!

(|m|+ n)!
L|m|n (x) (123)

Hierbij zijn Lmn (x) de geassocieerde Laguerre polynomen. De volledige golffunctie
kan nu als volgt geschreven worden:

ψn,m,kz(x, φ, z) = A ·exp(ikzz) ·exp(imφ) ·exp
(
−x
2

)
·x
|m|
2 · |m|!n!

(|m|+ n)!
L|m|n (x) (124)
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Hierbij is A een normalisatiefactor die als volgt bepaald wordt:∫ ∞
−∞

dz

∫ 2π

0

dφ

∫ ∞
0

ρdρ |ψn,m,kz(ρ, φ, z)|2 = 1 (125)

De extra ρ komt van de metriek in cilindercoördinaten. De integraal over ρ kan men
herschrijven naar een integraal over x als volgt:

l2Bdx = ρdρ (126)

Men heeft dus: ∫ ∞
0

2πl2BLzdx |ψ|2 = 1 (127)

Lz is voor de normalisatie van het z-probleem.

|A|22πl2BLz

(
|m|!n!

(|m|+ n)!

)2 ∫ ∞
0

dx exp(−x)x|m|L|m|n (x)L|m|n (x) = 1 (128)

Er geldt dat 3 ∫ ∞
0

dx exp(−x)x|m|L|m|n (x)L
|m|
k (x) =

(n+ |m|)!
n!

δnk (129)

Dit omwille van de orthogonaliteit van geassocieerde Laguerre polynomen over het
interval [0,∞[. De totale oplossing van een lading in een magneetveld met een
symmetrische ijk wordt dus gegeven door:

ψn,m,kz (ρ, φ, z) =
1√
Lz
· exp (ikzz) ·

[
n!

2πl2B2|m|(n+ |m|)!

] 1
2

· exp (imφ) ·

exp

(
−1

4

(
ρ

lB

)2
)
·
(
ρ

lB

)|m|
· L|m|n

(
1

2

(
ρ

lB

)2
)

En,m,kz = h̄ωc

(
n+ 1

2
+ |m|

2
− m

2

)
+ h̄2k2z

2mq

(130)

In analogie met de energie gevonden met een Landau-ijk kan men in dit geval een
Landau-kwantumgetal invoeren als volgt:

ns ≡ n+
|m|
2
− m

2
(131)

m ≥ 0
Er geldt dat ns = n, men vindt dan de energie terug zoals gevonden met een Landau-
ijk. Er is dan een oneindige aftelbare ontaarding in m. Terwijl er bij een Landau-ijk
een oneindige overaftelbare ontaarding was in kx ofwel ky afhankelijk van de gekozen
ijk.

3Deze formule werd gevonden in referentie [17] via http://functions.wolfram.com/05.08.

21.0008.01
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m < 0
Er geldt dat ns = n + |m| men vindt dus dat de energie groter is dan wanneer
m ≥ 0. Dit kan men verklaren door de golffunctie in rekening te brengen. Men ziet
dat m zonder absolute waarde enkel voorkomt in exp(imφ). Dus wanneer men de
substitutie φ→ −φ doorvoert verkrijgt men dezelfde golffunctie als in het geval dat
m ≥ 0. Dit betekent dus dat voor m < 0 de lading in tegenstelde zin aan het roteren
is dan wanneer m ≥ 0. Bovendien blijkt het dat dit energetisch minder voordelig
is (hogere energie). Men zou dit kunnen interpreteren door de Lorentz-kracht in
beschouwing te nemen. Deze kracht impliceert een bepaalde zin van rotatie die cor-
respondeert met minimale energie. De toestanden voor m < 0 zijn dan diegene die
men kan exciteren door energie aan het systeem toe te voegen. Merk ook op dat er
geen directe relatie bestaat tussen de energie gevonden met een Landau-ijk en een
symmetrische ijk.

Tenslotte staan in figuren 6, 7, 8 enkele waarschijnlijkheidsdichteden getekend. Merk
op dat deze dezelfde zijn voor m ≥ 0 als m < 0, immers exp(imφ) impliceert slechts
een fasefactor die wegvalt in de waarschijnlijkheidsdichteid.

Men kan nu 〈ρ2〉 berekenen:

〈
ρ2
〉

=

∫ ∞
0

ρ3dρ

∫ ∞
−∞

dz

∫ 2π

0

dφ
1

Lz
·
[

n!

2πl2B2|m|(n+ |m|)!

]
·

exp

(
−1

2

(
ρ

lB

)2
)
·
(
ρ

lB

)2|m|

·

[
L|m|n

(
1

2

(
ρ

lB

)2
)]2 (132)

Deze integraal kan herschreven worden mits de substitutie x = ρ2

2l2B
zodat:

〈
ρ2
〉

= 2 l2B

∫ ∞
0

dx

[
n!

(n+ |m|)!

]
· exp (−x) · x|m|+1 ·

[
L|m|n (x)

]2
(133)

Er geldt 4:∫ ∞
0

dx exp (−x) · x|m|+1 ·
[
L|m|n (x)

]2
=

(n+ |m|)!
n!

(2n+ |m|+ 1) (134)

Zodat: 〈
ρ2
〉

= 2 l2B(2n+ |m|+ 1) (135)

Voor een vaste n hangt 〈ρ2〉 dus nog enkel af van het kwantumgetal |m|. Dit betekent
dus dat m de grootte van de cyclotronbaan bepaald. Dit ziet men ook in figuren
6, 7, 8. Verder is

√
〈ρ2〉 een maat voor de uitgebreidheid van de golffunctie. De

breedte wordt immers gegeven door
√
〈ρ2〉 − 〈ρ〉2.

4Deze formule werd gevonden in referentie [20] nummer (13).
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Figuur 6: Waarschijnlijheidsdichtheden |ψn,m,kz (ρ, φ, z|2 voor n=0 met |m| = 0, 1, 2, 3.
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Figuur 7: Waarschijnlijheidsdichtheden |ψn,m,kz (ρ, φ, z|2 voor n=1 met |m| = 0, 1, 2, 3.
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Figuur 8: Waarschijnlijheidsdichtheden |ψn,m,kz (ρ, φ, z|2 voor n=2 met |m| = 0, 1, 2, 3.
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4.5 Symmetrische-ijk in 2D

Wanneer men wederom aanneemt dat de lading enkel kan bewegen in een vlak,
dan komt dit neer op het wegnemen van de p̂2

z term in de Hamiltoniaan. Het
enigste wat er dus verandert aan de golffunctie is dat de fasefactor exp(ikzz)
ook hier verdwijnt. Dus de waarschijnlijkheidsdichtheden zoals in figuren 6, 7,
8 blijven hetzelfde voor het 2D-probleem. Verder wordt de energie in dit geval
gegeven door:

En,m = h̄ωc

(
n+

1

2
+
|m|
2
− m

2

)
(136)

Merk op dat dezelfde conclusies voor de energie als bij de symmetrische-ijk in
3D nog steeds gelden.

4.6 Verband tussen de ijken

Voor een duidelijk begrip worden eerst de drie verschillende Hamiltonianen her-
haald:

A = B0(−y, 0, 0)

Ĥ =
1

2mq

[
(p̂x + qB0ŷ)2 + (p̂y)

2 + (p̂z)
2]

A = B0(0, x, 0)

Ĥ =
1

2mq

[
(p̂x)

2 + (p̂y − qB0x̂)2 + (p̂z)
2]

A =
B0

2
(−y, x, 0)

Ĥ =
1

2mq

[(
p̂x +

qB0ŷ

2

)2

+

(
p̂y −

qB0x̂

2

)2

+ p̂2
z

]
(137)

Zoals eerder vermeld kan bij de vectorpotentiaal A steeds een gradiënt φ opgeteld
worden, immers rot (gradφ) = 0. Als:

A→ A +∇rφ(r) (138)

dan geldt:

ψ(r, t)→ exp
(
i
q

h̄
φ(r)

)
ψ(r, t) ≡ Û ψ(r, t) (139)

Merk op dat de verwachtingswaarden (=energie) van de Hamiltoniaan ook de-
zelfde moeten blijven, aangezien men hetzelfde probleem behandelt.

〈ψ|Û †ĤÛ |ψ〉 = 〈ψ|Ĥ|ψ〉 = E (140)
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Dit geldt omdat:

exp
(
−i q
h̄
φ(r)

)
(p− q (A +∇rφ(r))) exp

(
i
q

h̄
φ(r)

)
= p− qA (141)

Hierbij geldt:

exp
(
−i q
h̄
φ(r)

)
p exp

(
i
q

h̄
φ(r)

)
= exp

(
−i q
h̄
φ(r)

) [
p, exp

(
i
q

h̄
φ(r)

)]
+ p

= p + q∇rφ(r)

(142)

Waarbij men gebruik maakte van:

[p, G(r)] = −ih̄∇rG(r) (143)

En

exp
(
−i q
h̄
φ(r)

)
A exp

(
i
q

h̄
φ(r)

)
= A

exp
(
−i q
h̄
φ(r)

)
∇rφ(r) exp

(
i
q

h̄
φ(r)

)
= ∇rφ(r)

(144)

Immers
[r, G(r)] = 0 (145)

Dat de verwachtingswaarde voor de energie dezelfde blijft werd eerder al beves-
tigd door de gevonden uitdrukkingen voor de energie. Afhankelijk van de ijk die
men gebruikt zal men andere kwantumgetallen vinden of extra interpretaties,
zoals L̂z. Of afhankelijk van de gekozen ijk zal deze een probleem vereenvou-
dingen. Bijvoorbeeld bij sectie 6, magneetveldbarrière, zal men gebruik maken
van de Landau-ijk Ā = B0(0, x, 0) en niet Ā = B0(−y, 0, 0), juist omdat dit
eenvoudigere uitdrukkingen zal opleveren voor de continüıteitseisen.

4.7 Toestandsdichtheid voor de symmetrische-ijk

De DOS voor het 2D-probleem wordt nu berekend. Om dit probleem op te lossen
veronderstelt men dat het elektron beperkt wordt tot een vlak met oppervlakte
A = LxLy. De moeilijkheid zit hem hier dat men het aantal states voor m moet
kunnen tellen voor dat beperkte oppervlak

D(E) =
∑
n

∑
m

δ(E − En,m) (146)
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Hierbij is En,m = h̄ωc

(
n+ 1

2
+ |m|

2
− m

2

)
. Men heeft:

D(E) =
∞∑
n=0

∞∑
m=−∞

δ(E − En,m)

=
∞∑
n=0

(
0∑

m=−∞

δ(E − En,m) +
∞∑
m=1

δ(E − En,m)

)

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

δ

(
E − h̄ωc

(
n+

1

2
+ |m|

))
+
∞∑
n=0

∞∑
m=1

δ

(
E − h̄ωc

(
n+

1

2

))
(147)

In de tweede term van de som staat geen m meer. Nu veronderstelt men dat er
een maximaal aantal toestanden mmax voor een n in het oppervlakte A passen.
Voor de eerste term voert men dan de substitutie n+m = l door. Zodat:

D(E) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

δ

(
E − h̄ωc

(
1

2
+ l

))
+
∞∑
n=0

mmaxδ

(
E − h̄ωc

(
n+

1

2

))
(148)

Voor de linkse term ziet men dat deze wederom niet meer van m afhangt en dus:

D(E) =
∞∑
l=0

(2l + 1)δ

(
E − h̄ωc

(
1

2
+ l

))
+
∞∑
n=0

mmaxδ

(
E − h̄ωc

(
n+

1

2

))
(149)

Aangezien l nu een dummy-variabele geworden is kan men stellen dat l → n en
dus:

D(E) =
∞∑
n=0

(2n+mmax + 1)δ

(
E − h̄ωc

(
n+

1

2

))
(150)

Nu weet men uit eerdere afleidingen dat (vergelijking 135):〈
ρ2
〉

= 2 l2B(2n+ |m|+ 1) (151)√
〈ρ2〉 was een maat voor de uitgebreidheid van de golffunctie. Dus de grootte

van het oppervlak van een toestand wordt gegeven door:

A = 2πl2B(2n+ |m|+ 1) (152)

Dit werd gevonden via de formule voor de oppervlakte van een cirkel want elk
elektron voert immers een rotatie uit. Dit geldt dus ook voor mmax en dus kan
er besloten worden dat:

D(E) =
∑
n

A

2πl2B
δ(E − En) (153)
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Met En = h̄ωc(n + 1
2
). Deze uitdrukking is dezelfde als gevonden voor de toe-

standsdichtheid in 2D bij de Landau-ijken (vergelijking 68). Men kan dus be-
sluiten dat de DOS inderdaad ijkinvariant is. De DOS voor het 3D probleem
vindt men dan op een analoge wijze als bij sectie 4.3.

4.8 Andere oplossingsmethoden

Voor deze methoden wordt het 2D-probleem beschouwd.

4.8.1 Oplossing met operatoren

Voor een Hamiltoniaan van de vorm:

Ĥ =
1

2mq

(p̂− qÂ)2 (154)

kan men volgende operatoren definiëren:
â = 1√

2mqh̄ωc

(
P̂x + iP̂y

)
â† = 1√

2mqh̄ωc

(
P̂x − iP̂y

) (155)

Hierbij geldt:

P̂x = (p̂x − qÂx)
P̂y = (p̂y − qÂy)

(156)

Dit zijn dus zoals eerder gedefinieerd de kinematische impulsen. Men kan aan-

tonen dat
[
P̂x, P̂y

]
= ih̄mqωc. Men kan de Hamiltoniaan dan als volgt noteren:

Ĥ = h̄ωc(â
†â+

1

2
) (157)

Er geldt dat: [
â, â†

]
= 1 (158)

En nog: [
Ĥ, â†

]
= h̄ωcâ

†[
Ĥ, â

]
= −h̄ωcâ

(159)
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Dit betekent dat wanneer â† of â inwerken op de golffunctie deze de energie
respectievelijk met h̄ωc omhoog of omlaag doen. Met als eigentoestanden res-
pectievelijk â†ψ of âψ Aangezien de grondtoestand de laagst mogelijke energie
heeft kan deze als volgt berekend worden:

âψ0 = 0 (160)

De grondtoestand wordt berekend voor de Landau-ijk A = B0(−y, 0, 0) 5 en
voor de symmetrische-ijk A = B0

2
(−y, x, 0).

Landau-ijk
[(h̄∂y +mqωcy)− ih̄∂x]ψ0 = 0 (161)

Scheiden van variabelen,

ψ0(x, y) = ψ0(x) · ψ0(y) (162)

levert dan:
[(h̄∂y +mqωcy) + h̄kx]ψ0(y) = 0 (163)

Met:

ψkx(x, y) =
1√
Lx
· exp(ikxx) · ψ0(y) (164)

Met 1√
Lx

, de normalistatieconstante van het x-probleem. Het y-probleem zal dan
leiden tot een tweede kwantumgetal.

[h̄∂y′ +mqωcy
′]ψ0(y′) = 0 (165)

Hierbij gebruikte men de substitutie:{
ŷ −→ ŷ′ = ŷ + l2Bkx = ŷ − Y
p̂y −→ ∂y′ = ∂y

(166)

Men vindt dan voor de grondtoestand van het y-probleem:

ψ0(y) =

(
1

πl2B

) 1
4

· exp
(
−(y − Y )2

2l2B

)
(167)

Met
(

1
πl2B

) 1
4

de normalisaticonstante van het y-probleem. En dus:

ψkx,0(x, y) =
1√
Lx
· exp(ikxx) ·

(
1

πl2B

) 1
4

· exp
(
−(y − Y )2

2l2B

)
(168)

5Voor de ijk A = B0(0, x, 0) is het een analoge berekening.
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De corresponderende energie E0 is dan:

h̄ωc(â
†â+

1

2
)ψ0 = E0ψ0 ⇒ E0 =

h̄ωc
2

(169)

Men vindt dus: {
ψn,kx(x, y) = 1√

n!
(â†)nψ0,kx(x, y)

En = h̄ωc(n+ 1
2
) (n = 0, 1, 2, ...)

(170)

Dezelfde golffunctie en energiën als eerder berekend in sectie 4.1 worden dus
gevonden. Merk ook hier de overaftelbare oneindige ontaarding van de energie
in kx op.

Symmetrische-ijk[(
h̄∂y +

mqωc
2

y
)
− i
(
h̄∂x +

mqωc
2

x
)]
ψ0 = 0 (171)

Dit kan opgelost worden door het invoeren van een complexe variabele:{
z = y − ix
∂z = ∂y − i∂x

(172)

(h̄∂z +
mqωc

2
z)ψ0 = 0 (173)

De oplossing hiervan is:

ψ0(x, y) = Aexp(
−mqωc

4h̄
(z2)) = Aexp(

−mqωc
4h̄

(x2 + y2)) (174)

Met A een normalisatiefactor zodat de grondtoestand na normalisatie gelijk is
aan:

ψ0(x, y) =
1√

2πlB
exp(
−mqωc

4h̄
(x2 + y2)) (175)

De corresponderende energie E0 is dan:

h̄ωc(â
†â+

1

2
)ψ0 = E0ψ0 ⇒ E0 =

h̄ωc
2

(176)

Algemeen geldt er dus:{
ψn(x, y) = 1√

n!
(â†)nψ0(x, y)

En = h̄ωc(n+ 1
2
) (n = 0, 1, 2, ...)

(177)

Met 1√
n!

een normalisatieconstante voor het herhaaldelijk inwerken van â† op de
golffunctie. De afleiding hiervoor wordt achterwege gelaten.
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Merk op dat men nog een kwantumgetal mankeert aangezien het probleem in 2D
is. Maar voor de symmetrische ijk weet men echter nog uit de vorige afleidingen
dat: [

Ĥ, L̂z

]
= 0 (178)

Dit betekent dus dat de golffuncties ook eigentoestanden van L̂z moeten zijn.
Merk op dat dit enkel het geval is voor de symmetrische ijk. Voor de Landau-ijk
A = B0(−y, 0, 0) heeft men bijvoorbeeld:[

Ĥ, L̂z

]
= 2mqωc(−x̂p̂x + ŷp̂y − x̂ŷ) (179)

Hierdoor is de volgende uitleg enkel geldig voor de symmetrische ijk. Hiervoor
definieert men twee nieuwe operatoren: b̂ = 1√

2lB

(
X̂ − iŶ

)
b̂† = 1√

2lB

(
X̂ + iŶ

) (180)

Hierbij geldt:

X̂ = x̂+
P̂y
mqωc

Ŷ = ŷ − P̂x
mqωc

(181)

Herinner dat:
[X̂, Ŷ ] = −il2B (182)

En dus: [
b̂, b̂†

]
= 1 (183)

En nog: [
L̂z, b̂

†
]

= h̄b̂†[
L̂z, b̂

]
= −h̄b̂

(184)

Dit betekent dat wanneer b̂† of b̂ inwerken op de golffunctie deze het draaimoment
respectievelijk met h̄ omhoog of omlaag doen. Bijvoorbeeld:

L̂z b̂
†ψ =

(
b̂†L̂z + h̄b̂†

)
ψ

= (h̄m+ h̄) b̂†ψ
(185)
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Met als eigentoestanden respectievelijk b̂†ψ of b̂ψ. Aangezien de grondtoestand
de laagst mogelijke energie en draaimoment heeft kan deze als volgt berekend
worden:

b̂ψ0 = 0 (186)

Wanneer men deze vergelijking uitschrijft krijgt men:[(x
2
− iy

2

)
+

h̄

mqωc
(∂x − i∂y)

]
ψ0 = 0 (187)

Merk op dat deze vergelijking dezelfde is als (171) en men dus dezelfde grondtoe-
stand vindt als voor de a-operator. Men kan dus schrijven voor de grondtoestand
(n = 0,m = 0) dat:

ψ0,0(x, y) =
1√

2πlB
exp(
−mqωc

4h̄
(x2 + y2)) (188)

Dit is dezelfde grondtoestand zoals eerder gevonden in sectie 4.4 en gëıllustreerd
in figuur 6. Men kan aantonen dat de a en a† - operatoren commuteren met
de b en b† - operatoren. Dit betekent dat het niet uitmaakt hoe men op de
ladder klimt naar een gegeven toestand met kwantumgetallen n en m. Om deze
commutatierelaties aan te tonen werd gebruik gemaakt van volgende relatie:[

P̂x, P̂y

]
= ih̄mqωc (189)

Er geldt nog dat:

L̂z = h̄(b̂†b̂− â†â)

b̂ψn,m =
√
n+mψn,m−1

b̂†ψn,m =
√

1 + n+mψn,m+1

(190)

Dit kan gebruikt worden om de energie te berekenen:

L̂zψn,m = h̄mψn,m

= h̄(b̂†b̂− â†â)ψn,m

= h̄

(
(n+m)− Ĥ

h̄ωc
+

1

2

)
ψn,m

(191)

En dus:

Ĥψn,m = En,mψn,m

= h̄ωc

(
(n+m)−m+

1

2

)
ψn,m

(192)
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Algemeen kan men dan noteren:{
ψn,m = 1√

(n+m)!

1√
n!

(b̂†)m(â†)nψ0,0

En,m = h̄ωc
(
n+ 1

2

)
(n = 0, 1, 2, ...)

(193)

De golffuncties die men vindt met deze uitwerking zullen dezelfde zijn als diegene
in sectie 4.4 als men het 2D-probleem beschouwt.

4.8.2 Oplossing met bewegingsvergelijkingen

Herinner dat de klassieke oplossing van een geladen deeltje in een magneetveld
een helix beweging was. Wat een rotatie in het vlak wordt wanneer men het
2D-probleem beschouwd. Men kan dus voor een symmetrische ijk overgaan op
een roterend assenstelsel. Dit geldt voor de symmetrische ijk omdat men op deze
manier het draaimoment Lz zal kunnen elimineren. In vergelijking 85 vond men
voor de symmetrische ijk dat:

Ĥ =
−h̄2

2mq

∆ +
1

8
mqω

2
c (x̂

2 + ŷ2)− ωc
2

(L̂z) (194)

De volledige Schrödinger-vergelijking ziet er dan als volgt uit:

ih̄
∂ψ

∂t
=
−h̄2

2mq

∆ψ +
1

2
mqω

2
l (x̂

2 + ŷ2)ψ − ωl(L̂z)ψ (195)

Waarbij men de Larmor-frequentie ωl = ωc
2

heeft ingevoerd. Men kan de overgang
naar een roterend assenstelsel rond het centrum van de cyclotronbeweging als
volgt definiëren: 

x′ = (y − Y )sin(ωlt) + (x−X)cos(ωlt)
y′ = (y − Y )cos(ωlt)− (x−X)sin(ωlt)
t′ = t

(196)

Merk op dat men het stelsel laat roteren met de Larmor-frequentie.
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Figuur 9: Illustratie van de overgang naar een roterend assenstelsel

Men heeft dan:

∆ = ∆′

∂

∂t
=

∂

∂t′
+ ωl(y

′ ∂

∂x′
− x′ ∂

∂y′
)

(197)

Zodat men krijgt:

ih̄
∂ψ

∂t′
=
−h̄2

2mq

∆′ψ +
1

2
mqω

2
l (x̂
′2 + ŷ′2)ψ (198)

Dit is de Schrödingervergelijking voor een twee-dimensionale isotropische har-
monische oscillator. Dit kan men oplossen door Ĥ = Ĥx + Ĥy. Voor de energie
geldt dan:

E = Ex + Ey = h̄ωl(nx + ny + 1) (199)

Men heeft dus twee kwantumgetallen nx en ny zoals vereist voor 2D. Merk verder
op dat het geladen deeltje dus wel degelijk roteert met ωc. Immers het assen-
stelsel draagt een fractie ωl bij en de harmonische oscillator ook. De golffunctie
is het product van twee harmonische oscillatoren:

ψnx,ny = ψxψy =
1√
nx!

(â†x)
nx

1√
ny!

(â†y)
nyψ0,0 (200)

Tenslotte moet men nog rekening houden met het feit dat de x̂′ en ŷ′ nog variëren
in de tijd en deze als volgt inwerken op de golffunctie:

x̂′(t) = (
ŷ

2
− ih̄

mqωc

∂

∂x
)sin(ωlt) + (

x̂

2
+

ih̄

mqωc

∂

∂y
)cos(ωlt)

ŷ′(t) = (
ŷ

2
− ih̄

mqωc

∂

∂x
)cos(ωlt)− (

x̂

2
+

ih̄

mqωc

∂

∂y
)sin(ωlt)

(201)
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4.9 Concrete gevallen

Veronderstel dat men een elektron heeft dat enkel in een vlak kan bewegen en
veronderstel dat dit vlak loodrecht op de veldlijnen in het aardmagnetisch-veld
geplaatst zou worden. Dan kan men de grondtoestandsenergie berekenen.

E0 =
h̄ωc
2

met ωc =
qB0

mq

(202)

Veronderstel voor de grootte van het aardmagnetisch veld dat B0 van de orde
van 10−5T is. Verder is:

h̄ = 6.582 · 10−16eV · s
me = 9.10953 · 10−31kg

e = 1.6022 · 10−19C

(203)

Men kan berekenen dat het elektron dan rotaties uitvoert met een frequentie
van:

ωc ≈ 1.76MHz (204)

Er kan ook berekend worden hoe groot de straal van de rotatie ongeveer is. Er
geldt dat: 〈ρ2〉 = 2 l2B(2n + |m| + 1) (vergelijking 135), wat een maat voor de
uitgebreidheid van de golffunctie was. Dus in goede benadering wordt de straal
van de rotatie van de grondtoestand gegeven door

√
2lB.

√
2lB =

√
2h̄

qB0

≈ 11.4µm (205)

De grondtoestands-energie is dan gelijk aan

E0 ≈ 0.57neV (206)

Met de huidige halfgeleider technologie is het ook mogelijk om een 2D halfgeleider
te maken. Hiervoor kunnen dan dezelfde berekeningen uitgevoerd worden. Een
belangrijk punt is hier echter dat mq vervangen moet worden door de effectieve
massa m∗. Voor de halfgeleiders GaAs en InSb heeft men voor een elektron in
een magneetveld van 10T:

GaAs :
m∗

me

= 0.066

InSb :
m∗

me

= 0.013

(207)
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ωc(THz)
√

2lB(Å) E0(meV )
Vacuüm 1.7 114 0.57

GaAs 26 114 8.7
InSb 135 114 44.5

Tabel 1: Resultaten voor een elektron in een magneetveld van B=10T.

Merk op dat de straal van de rotatie veel kleiner is voor een magneetveld van
10T in vergelijking met 10−5T . Dit is wat men verwacht omdat voor een sterker
magneetveld de Lorentz-kracht ook groter is en dus het elektron sterker wordt
afgebogen.

5 Hamiltoniaan met spin

In vergelijking (28) werd volgende Hamiltoniaan gevonden:

Ĥ =
1

2mq

(p̂− qÂ)2 − γB0Ŝz (208)

Het is duidelijk dat de Hamiltoniaan scheidbaar is in een ruimte-en spin-afhankelijk
deel. Zodat: (

Ĥr + Ĥspin

)
Ψ = EΨ

= (Er + Espin) Ψ
(209)

Wanneer men dan stelt:
Ψ = ψ(r) · χ (210)

Daardoor is het probleem dat nu opgelost moet worden het volgende:

−γB0Ŝzχ = Espinχ (211)

Voor de operator Ŝz geldt er dat:

Ŝz |s,m〉 = h̄m |s,m〉 (212)

Aangezien elektronen fermionen zijn en dus halftallige spin hebben zijn er slechts
twee eigentoestanden namelijk:

Ŝz

∣∣∣∣12 , −1

2

〉
=
−h̄
2

∣∣∣∣12 , −1

2

〉
≡ −h̄

2
χ↓

Ŝz

∣∣∣∣12 , 1

2

〉
=
h̄

2

∣∣∣∣12 , 1

2

〉
≡ h̄

2
χ↑

(213)
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Er geldt nu dat:

−γB0Ŝzχ↑ =
−h̄
2
γB0χ↑ = E↑χ↑

−γB0Ŝzχ↓ =
h̄

2
γB0χ↓ = E↓χ↓

(214)

De gyromagnetische verhouding is als volgt gedefineerd:

γ =
g q

2mq

(215)

De Landé-factor g is verschillend naargelang welk draaimoment J men beschouwd
en van het medium waarin het deeltje zich bevindt. Voor een elektron in vacuüm
heeft men voor het orbitaal draaimoment g = 1, en voor de spin g ≈ 2. Er geldt
ook dat:

ωl = γB0 =
g q B0

2mq

(216)

Met ωl de Larmor-frequentie. Men merkt op dat voor de rotatie van het elektron
in het magneetveld men dus g = 1 heeft (zie Landau-ijk en symmetrische-ijk).
Verder heeft men nog het Bohr-magneton:

µB =
q h̄

2mq

(217)

Nu geldt er:

E↑ =
h̄

2
ωl = µBB0

E↓ =
−h̄
2
ωl = −µBB0

(218)

De tekenwissel in bovenstaande eigenwaarden komt omdat voor een elektron
q = −e, met e de elementaire lading van een elektron. De laatste gelijkheid
voldoet in het geval van g = 2.
Men heeft voor de energie:

E = Er + Espin (219)

Er zijn in dit geval de energieniveaus die men terugvond bij het probleem met
Landau-ijk of symmetrische-ijk. Men kan dus opmerken dat elk energieniveau
is opgesplitst in 2 energieniveaus, namelijk één waarbij de energie verminderd is
met µBB0 en één waarbij het vermeerderd is met een zelfde hoeveelheid. Voor
verduidelijking zie figuur 11. Er kan voor een elektron besloten worden dat
de spin-up toestand in een hogere energietoestand zal zijn dan de spin-down
toestand. Alhoewel dit laatste niet altijd geldig is, de Landé-factor in GaAs is
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immers -0.391 [15]. Hierdoor zal de spin-down toestand in een hogere energietoe-
stand zijn (figuur 10). Merk verder op dat als me gelijk is aan de vrije elektron
massa m0. Dat dit betekent dat in vacuüm geldt:

E↑ = E(n+1)↓ (220)

Dit omdat g = 2 voor een elekron in vacuüm en er dan geldt dat:

E↑ =
h̄

2
ωl =

h̄

2
ωc = −E↓ (221)

Dit wordt gëıllustreerd in figuur 10a. In figuur 10b staat dan zoals eerder vermeld
de opslitsing voor een elektron in GaAs waarbij g = −0.391 en m∗

me
= 0.066. Merk

op dat er nu niet meer geldt dat ωc = ωl en dat de spins van de verschillende
niveaus dus niet meer samenvallen.

Figuur 10: Opsplitsing van de energieniveaus van het ruimtelijk deel (Er =
h̄ωc(n + 1

2
)) als gevolg van de spin. Deze afbeelding is voor een elektron in een

magneetveld. a) Opsplitsing voor een elektron in vacuüm, g = 2, de groene
bollen verbinden de spins van eenzelfde n. b) Opsplitsing voor een elektron in
GaAs, g = −0.391.
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Figuur 11: Opsplitsing van de energieniveaus van het ruimtelijk deel (Er) als
gevolg van de spin. Deze afbeelding is voor een elektron in een magneetveld.
De reden dat er in de afbeelding ± h̄

2
ωl staat en niet µBB0 is dat de opsplitsing

afhangt van de Landé-factor.

In vergelijking (6) werd de tijdsevolutie gevonden voor de golffunctie dit geldt
ook voor het spin-afhankelijke deel:

χ = a exp

(
−iE↑

h̄
t

)
χ↑ + b exp

(
−iE↓

h̄
t

)
χ↓ (222)

Normalisatie eist dat:
|a|2 + |b|2 = 1 (223)

Men stelt nu:
a = cos

(α
2

)
, b = sin

(α
2

)
(224)

Men kan nu de verwachtingswaarden uitrekenen voor de hermitische operatoren
Ŝx, Ŝy, Ŝz. Zo vindt men:

〈Sx〉 =
h̄

2
sin(α)cos(ωlt)

〈Sy〉 =
−h̄
2
sin(α)sin(ωlt)

〈Sz〉 =
h̄

2
cos(α)

(225)



44

De verwachtingswaarde 〈S〉 voert dus een precessie met een hoek α uit rond het
magneetveld in de z-richting. Dit kan men verduidelijken met de Bloch-sfeer zie
figuur 12. De frequentie waarmee de rotatie uitgevoerd wordt is gelijk aan de
Larmor-frequentie. Algemeen kan men dus besluiten dat het elektron roteert
rond de veldlijnen van het B-veld maar dat zijn spin ook een precessie uitvoert
rond diezelfde veldlijnen.

Figuur 12: Illustratie van de Bloch-sfeer ter verduidelijking van de precessie van
〈S〉.

De totale golffunctie wordt dus gegeven door:

ψ(r, t) · χ =

ψ(r, t) ·
(
cos
(α

2

)
exp

(
−iE↑

h̄
t

)
χ↑ + sin

(α
2

)
exp

(
−iE↓

h̄
t

)
χ↓

)
(226)

ψ(r, t) vindt ment terug wanneer men het probleem van het elektron zonder spin
in een magneetveld met Landau-ijk of symmetrische-ijk oplost.
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6 Magnetische stap

In dit deel van het proefschrift wordt een elektron in een inhomogeen magneet-
veld beschouwd, namelijk de magnetische stap. Het probleem wordt opgelost
voor een lading in een vlak (2D) en de magnetische stap ligt in de x-richting met
het magneetveld langs de z-richting. Hiervoor geldt dat Bz(x) = B0H(x) met
H(x) de heaviside-stapfunctie:

H(x) =

{
0 voor x < 0
1 voor x ≥ 0

(227)

De vectorpotentiaal die men kiest om dit probleem op te lossen is een Landau-
ijk van de vorm A = B0(0, Ay(x), 0) omdat het probleem dan gereduceerd kan
worden tot een 1D probleem. Men kiest de ijk dus zodanig dat men er optimaal
gebruik van kan maken. Er geldt:

Bz = (∂xAy − ∂yAx) (228)

Dus:

Bz(x) =
d

dx
Ay(x) (229)

En voor het probleem van de magnetische stap is Ay(x) = B0H(x). Het probleem
wordt gëıllustreerd in figuur 13.

Figuur 13: Inhomogeen magneetveld: de magnetische stap B(x) en de corres-
ponderend vector-potentiaal A(x) in de Landau-ijk.
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De Hamiltoniaan wordt dan gegeven door:

H =
1

2me

(p + eA)2

=
1

2me

(
p2
x + (py + eAy(x))2) (230)

Merk op dat [Ĥ, p̂y] = 0 voor een ijk van de vorm A = (0, Ay(x), 0) en dus in
analogie met de afleiding van sectie 4.1 voert men een scheiding van variabelen
door:

ψ(x, y) = exp(ikyy) · ψ(x) met h̄ky = py (231)

En dus:
1

2me

(
−h̄2∂2

x + (h̄ky + eAy(x))2)ψ(x) = Eψ(x) (232)

In analogie met een algemeen 1D-probleem:[
−h̄2

2m
∂2
x + V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) (233)

kan men voor de Landau-ijk A = B0(0, x, 0) een effectieve potentiaal definiëren:

Veff (x) =

{
h̄2k2y
2me

voor x ≤ 0
h̄2

2me

(
ky + eB0

h̄
x
)2

voor x > 0
(234)

Aan de hand van figuur 14 kan men inzien dat men twee verschillende gevallen
moet onderscheiden:

ky < 0: In dit geval is de potentiaal een kwantumput voor x > 0. Zo’n put
kan een gebonden toestand hebben als −V (x) < E < 0, omdat de kinetische
energie steeds positief moet zijn. In dit geval heeft men een gebonden toestand

als E <
k2y
2

en een verstrooide toestand als E >
k2y
2

.

ky > 0 In dit geval is de potentiaal een barrière voor x > 0, er kunnen dus
enkel verstrooide toestanden bestaan.
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Figuur 14: Effectieve potentiaal voor ky < 0 en ky > 0. Afhankelijk of ky < 0 of
ky > 0 krijgt men voor x ≥ 0 respectievelijk een kwantumput of een barrière.

Voor vergelijking (232) kan men overgaan op dimensieloze eenheden door vol-
gende substituties door te voeren:

x −→ lBx
y −→ lBy
v −→ lBωcv
Ay(x) −→ B0lBAy(x)

ky −→ ky
lB

Veff −→ Veff
h̄ωc

E −→ h̄ωcE

(235)

Men krijgt dan: [
∂2

∂x2
− (ky + Ay(x))2 + 2E

]
ψ(x) = 0 (236)

Merk op dat de fase in de y-richting invariant blijft:

exp(ikyy) −→ exp(ikyy) (237)

En dat de effectieve potentiaal nu gegeven wordt door:

Veff (x) =

{
1
2
k2
y voor x ≤ 0

1
2

(x+ ky)
2 voor x > 0

(238)
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Men kan nu een substitutie doorvoeren:

z ≡
√

2(x+ ky)

p ≡ E − 0.5
(239)

Dan geldt: [
∂2

∂z2
− z2

4
+ p+

1

2

]
ψ(z) = 0 (240)

Deze vergelijking is gekend als de Weber differentiaal vergelijking. De oplossin-
gen hiervan zijn de parabolisch cilindrische functies genoteerd als Dp(z)6. Dp(z)
ziet kan geschreven worden in functie van confluent hypergeometrische functies

1F1(a; b;x) en gamma-functies Γ(x) 7:

Dp(z) = 2
p
2
√
πexp

(
−z2

4

)[
1

Γ
(

1−p
2

) 1F1

(
−p
2

;
1

2
;
z2

2

)
−
√

2z

Γ
(−p

2

) 1F1

(
1− p

2
;
3

2
;
z2

2

)]

Men heeft dus als oplossingen:

x > 0

ψ(x) ∼ DE−0.5

(√
2(x+ ky)

)
(241)

x < 0
Hiervoor lost men dan volgende vergelijking op:[

∂2

∂x2
− (ky)

2 + 2E

]
ψ(x) = 0 (242)

Dit levert:

ψ(x) ∼ exp(x
√
k2
y − 2E) voor E ≤ k2y

2

ψ(x) ∼ exp(ix
√

2 |E| − k2
y) ∼ sin(x

√
2 |E| − k2

y + θ) voor E >
k2y
2

(243)

6Deze uitkomst werd gesuggereerd in referentie [3] en gecontroleerd met behulp van refe-
rentie [19] via http://functions.wolfram.com/07.41.13.0001.01

7Deze formule werd gevonden in referentie [19] via http://functions.wolfram.com/07.

41.02.0001.01
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6.1 Oplossing voor ky < 0 met E ≤ k2y
2

De golffuncties en hun afgeleiden moeten continu zijn voor x=0. Zodat: DE−0.5

(√
2(x+ ky)

) ∣∣∣
x=0

= 1√
k2
y − 2E = d

dx
DE−0.5

(√
2(x+ ky)

) ∣∣∣
x=0

(244)

En dus moet volgende vergelijking opgelost worden:√
k2
y − 2E =

d

dx
ln
(
DE−0.5

(√
2(x+ ky)

)) ∣∣∣
x=0

(245)

Dit gebeurde numeriek met behulp van Mathematica. Hiervoor bracht men beide
termen naar hetzelfde lid en definiëerde de functie Fky, E):

F (ky, E) =
√
k2
y − 2E − d

dx
ln
(
DE−0.5

(√
2(x+ ky)

)) ∣∣∣
x=0

(246)

Vervolgens zocht men een nulpunt voor een vaste ky en herhaalde men dit itera-
tief. Zo bekomt men dan E(ky).
De oplossingen (zwarte lijnen) ziet men in figuur 15, dit zijn gebonden toestan-
den. Men krijgt dan als eigenwaarden van de energie En(ky) met golffunctie
ψn,ky(x). De toestand is dus gebonden in de x-richting maar kan vrij bewegen
in de y-richting.
Om dit resultaat beter te kunnen interpreteren wordt nog een uitdrukking ge-
zocht voor de gemiddelde elektronsnelheid en -positie van de gebonden toestand.

Gemiddelde elektronsnelheid Hiervoor differentieërt men vergelijking (236)
naar ∂

∂ky
en vermenigvuldigt deze langs links met ψn,ky(x) en integreert over x.

Zodat:∫ +∞

−∞
dx ψn,ky(x) − 2

(
Ay(x) + ky +

d

dky
En(ky)

)
ψn,ky(x) +∫ +∞

−∞
dx ψn,ky(x)

(
d2

dx2
− (Ay(x) + ky)

2 + 2En(ky)

)
∂

∂ky
ψn,ky(x) = 0

(247)

Het tweede deel van deze uitdrukking is nul omdat het de Schrödinger vergelij-
king bevat. Er geldt verder:

vn(ky) ≡
∫ +∞

−∞
dx ψ2

n,ky(x) (ky + Ay(x)) =
d

dky
En(ky) (248)
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Men stelt dit gelijk aan vn omdat voor de operator v̂ in dimensieloze eenheden
geldt:

v̂ = −i ∂
∂x

+ ky + Ay(x) (249)

Wanneer men de gemiddelde elektronsnelheid wilt bepalen met behulp van voor-
gaande operator door 〈ψ|v̂|ψ〉 dan ziet men dat −i ∂

∂x
wegvalt bij integratie over

x. Men krijgt dan immers voor de eerste term:∫ +∞

−∞
(−i)ψ(x)dψ(x) = (−i)

[
1

2
ψ(x)2

]+∞

−∞
= 0 (250)

Dit is nul omdat de golffunctie nul verondersteld wordt op ∞, omdat ψ(x) ver-
bonden is met de waarschijnlijkheid en dus kan men aannemen dat dit nul is voor
onbereikbare plaatsen voor het deeltje. En dus is vergelijking (248) inderdaad
gelijk aan vn(ky). De oplossingen hiervan ziet men in figuur 16 als volle lijnen.

Gemiddelde elektronpositie Wanneer men begint van vergelijking (248) en
gebruik maakt van A = B0(0, x, 0) dan kan men deze herschrijven als:

vn(ky) =

∫ +∞

−∞
dx ψ2

n,ky(x) (ky + Ay(x))

=

∫ 0

−∞
dx ψ2

n,ky(x)ky +

∫ +∞

0

dx ψ2
n,ky(x) (ky + x)

= ky +

∫ +∞

0

dx xψ2
n,ky(x)

(251)

Xn(ky) =

∫ +∞

−∞
dx xψ2

n,ky(x) =

∫ 0

−∞
dx x exp(2x

√
k2
y − 2En(ky)) +

∫ +∞

0

dx xψ2
n,ky(x)

= vn(ky)− ky −
1

4
(
k2
y − 2En(ky)

)
(252)

Voor de laatste stap werd volgende berekening uitgevoerd:∫ 0

−∞
dx exp(2x

√
k2
y − 2En(ky)) =

1

2
√
k2
y − 2En

(253)

En afleiden naar ky levert dan de oplossing. De oplossingenXn(ky) ziet men in
figuur 16 als gestippelde lijnen.
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Bespreking De gebonden toestanden (figuur 15) starten allen met een kriti-
sche waarde ky(n), dit zijn de groene bollen in de figuur. Wanneer ky > ky(n)

worden er geen gebonden toestanden gevonden. Deze kritische waarden wer-
den in Mathematica berekend en ik vond ky(0) = −0.76826, ky(1) = −1.62333,
ky(2) = −2.15525 en ky(3) = −2.57892. Op deze punten is de elektronenergie ge-

lijk aan
h̄2k2y
2me

de energie van een vrij deeltje, de snelheid vn = ωcky en Xn = −∞.
Deze laatste twee waarden worden gëıllustreerd in figuur 16.

In het energiespectrum ziet men ook dat voor ky → −∞ de energie gelijk wordt
aan diegene gevonden voor een lading in een magneetveld met een Landau-ijk,
namelijk E = h̄ωc(n + 1

2
). Men ziet dat Xn = +∞ en vn = 0 wat betekent dat

het elektron zich volledig in het magneetveld bevindt en niet bëınvloed wordt
door de x < 0 -regio.

Wanneer men ky nu laat toenemen vanaf −∞ dan zal het elektron steeds meer en
meer de magnetische stap beginnen voelen. Hierdoor neemt de energie van het
elektron af omdat het een kleinere kinetische energie heeft in het gebied zonder
magneetveld. De gemiddelde positie Xn van het elektron is ook niet meer gelijk
aan ky deze is kleiner dan |ky| omdat de golffunctie deels in het x < 0 gebied
’gezogen’ wordt. Ter illustratie kan men in figuren 18, 19, 20 en 21 respec-
tievelijk de grondtoestanden ψ0,ky(x) en de eerste drie aangeslagen toestanden
terugvinden voor variërende ky. De gemiddelde snelheid vn van het elektron
neemt toe (negatief omdat het naar de x < 0 richting beweegt) voor stijgende
ky en het elektron passeert de magnetische stap totdat het een vrij deeltje wordt
bij de kristische waarden. Merk op dat dit slechts in één dimensie zo is. Dit is
zo voor deze kwantummechanische toestanden en hebben geen klassiek analogon.

In figuur 17 staan de afwijkingen van de energie van de gebonden toestanden
En(ky) ten opzichte van de energie van de Landau-niveaus in een homogeen mag-
neetveld h̄ωc

2
(n+ 1

2
). Hieruit kan men besluiten dat deze afwijking afneemt voor

stijgende n, wat de interpolatie van de randpunten ky(n) verduidelijkt.

Merk nog op dat voor stijgende ky de golffuncties steeds meer de golffuncties
benaderen van een harmonische oscillator (figuren 18 en 19), 20 en 21. Voor
verduidelijking kan men terugkijken naar figuur 3a. Deze gelijkenis was te ver-
wachten aangezien de energie voor ky →∞ terug de Landau-niveaus worden.
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Figuur 15: Energiespectrum van de gebonden toestanden En(ky) (zwarte lijnen).

Figuur 16: Gemiddelde elektronsnelheid vn(ky) en de gemiddelde elektronpositie
Xn(ky) van een elektron in een inhomogeen magneetveld met een magnetische
stap.
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Figuur 17: Afwijking van de energie van de gebonden toestanden En(ky) ten
opzichte van de energie van de Landau-niveaus in een homogeen magneetveld
h̄ωc

2
(n+ 1

2
).

Figuur 18: Grondtoestand ψ0,ky(x), voor variërende ky van een elektron in een
inhomogeen magneetveld met een magnetische stap.
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Figuur 19: Eerste aangeslagen toestand ψ1,ky(x), voor variërende ky van een
elektron in een inhomogeen magneetveld met een magnetische stap.

Figuur 20: Tweede aangeslagen toestand ψ2,ky(x), voor variërende ky van een
elektron in een inhomogeen magneetveld met een magnetische stap.
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Figuur 21: Derde aangeslagen toestand ψ3,ky(x), voor variërende ky van een
elektron in een inhomogeen magneetveld met een magnetische stap.

6.2 Oplosssing voor ky > 0 en ky < 0 met E >
k2y
2

Merk eerst op dat ky < 0 en E >
ky2

2
geen oplossingen heeft aangezien er geen

gebonden toestanden voor bestaan, men kan de golffucties en hun afgeleiden
voor x < 0 en x > 0 in x = 0 dan niet continu maken. De oplossingen die hierop
volgen zijn allemaal verstrooide toestanden.
De golffuncties zien er nu als volgt uit:

x > 0 ψ(x) ∼ DE−0.5

(√
2(x+ ky

)
x < 0 ψ(x) ∼ sin(x

√
2 |E| − k2

y + θ)

Deze golffuncties en hun afgeleiden moeten continu gemaakt worden in x = 0

voor elke energie E >
k2y
2

. Dit gebeurde in Mathematica door de golffunctie in
x < 0 te vermenigvuldigen met een passende factor en θ zo te kiezen dat de
continüıteitseis voldaan was. De oplossingen voor ky = −0.5, E = 1 en ky = 0.5,
E = 1 worden getoond in figuren 22a en 23a. Merk op dat de penetratie-diepte
van de golffunctie voor beide gevallen verschillend is. Om dit te verklaren kan
men de klassieke oplossing van een elektron in een 2D-magneetveld beschouwen:

FB = −e(v×B) (254)
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De oplossing van de positie, wordt dan in dimensieloze eenheden gegeven door
(voor de afleiding kan men terugkijken naar sectie 2):{

x(t) = x0 + vxysin(t+ α)
y(t) = y0 − vxycos(t+ α)

(255)

En voor de componenten van de snelheid:{
vx(t) = vxycos(t+ α)
vy(t) = vxysin(t+ α)

(256)

Hierbij is α de hoek waarbij het deeltje in het magneetveld bewoog op t=0. In dit
geval is dit dus de hoek waaronder het elektron de magnetische stap penetreert.
vxy kan nog herschreven worden als

√
2E en als men nu veronderstelt dat het

elektron de magnetische stap penetreert op de positie (0,0) met beginsnelheid
(vx(0), vy(0)). Men vindt dan voor het centrum van cyclotronbeweging (x0, y0) =
(−vy(0), vx(0)). Herinner dat h̄ky = py en dus geldt in dimensieloze eenheden
dat ky = vy en dus ky = vy(0).vx(0) kan dan gevonden worden uit

√
2E =√

vx(0)2 + k2
y. Op deze manier kan men dan een figuur voor de circulatie van

het elektron in de magnetische stap maken. Deze zijn gëıllustreerd voor de
corresponderende golffuncties in figuren 22b en 23b. Hierin ziet men de klassieke
beweging van het elektron in het vlak, waarbij de magnetische stap zich op
x = 0 bevindt. Men ziet dat voor een negatieve ky het elektron een grotere
cirkelvormige beweging in het magneetveld maakt dan voor een positieve ky.
Dit komt omdat voor positieve ky het centrum van de cyclotron beweging op
(−ky, vx(0)) ligt en voor negatieve op (ky, vx(0)). De tijd dat het elektron in het
magneetveld doorbrengt kan men als volgt berekenen:

tm = π − 2 arctan

(
vy(0)

vx(0)

)
(257)

Deze zal inderdaad groter zijn voor ky < 0. Merk tenslotte nog op dat het
elektron na zijn passage door het magneetveld verschoven is over 2vx(0) in de
y-richting. En dat de x-component van de snelheid met 2vx(0) veranderd is. Dit
laatste kan men ook afleiden uit figuur 24 men ziet daar immers dat θout=−θin
en dus arctan(

vy(0)
vx(0)

) = − arctan(
vy(out)
vx(out)

) en omdat de zin van vy onveranderd blijft

bij in-en uitgang geldt er dat vx(0) = vx(out). Met behulp van dit klassiek beeld
kan men ook nog verklaren waarom er gebonden toestanden zijn voor ky < 0 en

E <
k2y
2

. Het centrum van rotatie ligt in dit geval in het magneetveld en omdat

E <
k2y
2

geldt er dat de straal van de rotatie volledig binnen het magneetveld
valt en men dus een gebonden toestand krijgt.
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Figuur 22: a) Golffunctie van de verstrooide toestand voor E=1 en ky=-0.5 met
potentiaal V (x). b) Klassieke beweging van het elektron die correspondeert met
de kwantumtoestand in a). Voor θin = -0.36rad en θout = 0.36rad
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Figuur 23: a) Golffunctie van de verstrooide toestand voor E=1 en ky=0.5 met
potentiaal V (x). b) Klassieke beweging van het elektron die correspondeert met
de kwantumtoestand in a). Voor θin = 0.36rad en θout = -0.36rad
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Figuur 24: a) vx(0) in functie van ky berekend aan de hand van
√

2E =√
vx(0) + ky voor verschillende waarden van de energie. b) De uitgaande hoek

uit de magnetische stap in functie van de ingaande hoek horende bij a). Merk
op dat deze onafhankelijk is van E.
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7 Abstract (English)

In this thesis the wavefunctions and energies of a charge in a homogeneous mag-
netic field are derived. This problem is first solved for a spinless electron and
then for the case of an electron with spin. Different methods for solving this
problem are discussed and we present results for different gauges. We find that
the wavefunctions are gauge dependent whereas the energy spectrum is gauge
independent.

Also the problem of an electron in an inhomogeneous magnetic field, in particu-
lar a magnetic step, is studied and the states and energy-spectrum are discussed.
A magnetic step results in electron states that move along the step in only one
direction. These states are pure quantum mechanical and do not have a classical
analogon.
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