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Abstract (English)

Graphene is a two-dimensional (2D) layer of carbon atoms with a hexagonal lattice structure. Since it
has been realized experimentally for the first time by A. Geim en K. Novoselov in 2004, there has been
much research on this material. That is because this material has many interesting mechanical, thermal
and electrical properties. The property that is of main interest in this thesis, is that the behaviour of
the free electrons in graphene is governed by the Dirac-Weyl equation. In the first part of this thesis
we repeat how this Hamiltonian can be derived by using the tight-binding model and then taking the
continuum limit. After that, we find a stationary basis of free waves for the system with an effective
mass. We also find a basis of stationary spherical waves, in preparation of the rest of this thesis.

Next we study Atomic Collapse. This phenomenon has been predicted first in the case of relativistic
Hydrogen-like atoms. When there is a large nuclear charge, the energy of the 1s orbital dives into the
valence band and the atom becomes unstable. The graphene system is also described using a Dirac
Hamiltonian. Therefore Atomic Collapse appears in this system as well. In graphene, the effective fine-
structure constant is larger then in the relativistic Hydrogen atom, which makes this phenomenon even
more clearly observable. Therefore, in the second part of this thesis we study de wavefunctions in a
system of graphene in which a charge has been induced. For this, we base ourselves on the work of D. S.
Novikov. After this we study the same problem in graphene nanoribbons. In this material, the particles
are confined in two directions, which makes this a one dimensional (1D) system. The wavefunction of
this problem has already been found by C. A. Downing and M. E. Portnoi.

In the third part of this thesis we study systems of graphene and graphene nanoribbons in which two
subcritical charges have been induced. We can consider the combination of these two charges to be a
molecule. We study these molecules by using a Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO) which
are solutions to the problem with a single charge. The system with two equal charges in graphene have
already been studied by R. A. Adams and C. Essex. The system with two unequal charges and the
1D system have to our knowledge not been studied previously. We find in the limit where the distance
between the charges becomes infinite for both the 1D and the 2D system that the ground state energy is
equal to that in a system with only the largest charge. In the limit where the charges lie on top of each
other, we find for the 2D case where the combined charges are still subcritical, that the ground state
energy is equal to the energy of a system with a single charge which is the sum of the two charges in the
system. If the combination of the charges is supercritical, we find that at some distance between them,
the energy dives in the valence band. In this case we have ‘Molecular Collapse’. In the 1D system we
find that the energy always dives into the valence band for some distance, even if the charges together
are still subcritical.



Abstract (Nederlands)

Grafeen is een enkele tweedimensionele (2D) laag koolstof atomen met een hexagonale roosterstructuur.
Sinds het voor de eerte keer experimenteel gerealiseerd werd door A. Geim en K. Novoselov in 2004, is er
nog zeer veel onderzoek naar gedaan. Dit materiaal heeft namelijk verschillende interessante mechanische,
themische en elektrische eigenschappen. De eigenschap waar we in deze thesis vooral in geinteresseerd
zijn, is dat de vrije elektronen in grafeen beschreven worden door de Dirac-Weyl vergelijking. In het eerste
deel van deze thesis wordt herhaald hoe deze Hamiltoniaan afgeleid kan worden door gebruik te maken
van het tight-binding model en vervolgens de continuum limiet te beschouwen. We bepalen vervolgens
een stationaire basis van vrije golven voor het systeem met een effectieve massa. We bepalen ook een
basis van stationaire sferische golven, als voorbereiding op de rest van de thesis.

Vervolgens bestuderen we de atomaire instabiliteit. Dit fenomeen werd voor het eerst voorspeld voor
relativistische waterstofachtige atomen. In het geval van een grote kernlading, duikt de energie van het
1s orbitaal in de valentiecband en wordt het atoom instabiel. Aangezien het systeem van grafeen ook door
een Dirac-Hamiltoniaan beschreven wordt, treed de atomaire instabiliteit ook hier op. In grafeen is de
effectieve fijnstructuurconstante groter dan bij het relativistische waterstofatoom, waardoor dit fenomeen
hier zelfs beter opserveerbaar is. In het tweede deel van deze thesis bestuderen we dan ook de golffuncties
van een systeem van grafeen, waarin we een lading induceren. Hiervoor baseren we ons op het werk van
D. S. Novikov. Vervolgens bestuderen we hetzelfde probleem in grafeen nanoribbons. In dit materiaal
zijn de deeltjes in twee richtingen begrensd, waardoor het een 1 dimensioneel (1D) systeem wordt. Voor
dit probleem was de golffunctie reeds bepaald door C. A. Downing en M. E. Portnoi.

In het derde deel van deze thesis bestuderen we systemen van grafeen en grafeen nanoribbons, waarin
twee subkritische ladingen in geinduceerd zijn. We kunnen deze ladingen dan samen beschouwen als
een molecule. We bestuderen deze moleculen door gebruik te maken van een Lineaire Combinatie van
Atomaire Orbitalen (LCAO) die oplossingen zijn van de problemen met één lading. Het systeem van
twee gelijke ladingen in grafeen werd al onderzocht door R. A. Adams en C. Essex. Het systeem met
twee verschillende ladingen en het 1D systeem zijn voor zover we weten nog niet eerder onderzocht. We
vinden in de limiet dat de ladingen oneindig ver van elkaar zitten zowel in het 1D systeem als in het
2D systeem dat de energie van de grondtoestand gelijk is aan die in een systeem met enkel de grootste
lading. In de limiet dat de ladingen op elkaar liggen vinden we in het 2D geval bij ladingen die samen nog
steeds subkritisch zijn dat de grondtoestandsenergie gelijk is aan de energie van een systeem met slechts
één lading die de som is van de twee ladingen van het systeem. Als de ladingen samen superkritisch zijn,
dan vinden we dat de energie bij een bepaalde afstand tussen de ladingen in de valentieband duikt. We
spreken dan van de Moleculaire Instabiliteit. In het 1D systeem vinden we dat de energie altijd in de
valentiebandduikt bij een bepaalde afstand, zelfs als de ladingen samen nog subkritisch zijn.



Hoofdstuk 1

Inleiding

1.1 Motivatie van de thesis

Grafiet is de kristallijne vorm van koolstof die het langst bekend is. Dit kristal bestaat uit verschillende
lagen koolstofatomen in een honinggraad structuur. Eén zo een laag wordt grafeen genoemd. Gra-
feen heeft zeer interessante eigenschappen: het is slechts twee dimensionaal (2D), het is het sterkste
en stijfste gekende materiaal, maar toch het meest uitrekbare kristal. Daarnaast heeft het een enorme
thermische conductiviteit en de grootste gekende intrinsieke mobiliteit en stroomdichtheid bij kamertem-
peratuur. .. [1]. Deze eigenschappen worden echter onderdrukt in bulk grafiet. [2]

Grafeen werd voor het eerst bestudeerd in 1946, door P. R. Wallace, hoewel het daar enkel bestudeerd
werd als tussenstap bij het bepalen van de bandstructuur van grafiet. [3] Grafeen is dan ook het startpunt
van de berekeningen voor grafiet, koolstof nanobuizen en fullerenen. Hierdoor is het uitvoerig theoretisch
bestudeerd. Er werd echter lang geloofd dat grafeen als puur 2D kristal niet kon bestaan. [4] In 2004
waren Nosovelov et al er echter in geslaagd om een enkele laag grafeen te isoleren aan de hand van de
‘Scotch-tape’-methode. Hierbij worden de lagen van grafiet uit elkaar gehaald. [5]

Door de vele interessante eigenschappen van grafeen, kan dit gebruikt worden in vele toepassingen, zoals
flexiebele elektronische toestellen, opto-elektronica.... Maar de mogelijkheden zijn niet enkel elektro-
nisch, grafeen kan ook gebruikt worden voor biosensoren, waterzuivering, het afleveren van medicijnen in
het lichaam... [1,6,7]

Door ladingen in grafeen te induceren, creéren we het analoog van een 2D waterstofachtig atoom. Door
deze lading voldoende groot te maken, is het mogelijk om de atomaire instabiliteit te induceren. Door
de grotere effectieve fijnstructuur constante dan bij echte atomen, is grafeen ideaal om dit fenomeen
experimenteel te observeren. Dit is gelukt in 2013 door meerdere ladingen in grafeen in elkaars buurt te
brengen. Dit is de motivatie van deze thesis om de atomaire instabiliteit te bestuderen in de buurt van
meerdere ladingen.

1.2 Structuur van de thesis

Deze thesis is als volgt opgebouwd:

In hoofdstuk 2 bestuderen we een laag uniform grafeen. We bepalen de energie van een enkele la-
ding aan de hand van het tight-binding model. Vervolgens leiden we hieruit de continuum limiet af die
de Dirac-Weyl vergelijking geeft.

In hoofdstuk 3 bestuderen we grafeen met een bandkloof. We bepalen zowel een basis van vrije golven
en een basis van sferische golven voor dit probleem.

In hoofdstuk 4 bespreken we de atomaire instabiliteit in relativistische atomen. We bespreken ook
de verschillen met de systemen gebaseerd op grafeen.

In hoofdstuk 5 bestuderen we een systeem van grafeen met een centrale potentiaal. We bestuderen
zowel systemen met een potentiaal die sterker divergeert dan de Coulomb potentiaal en systemen met de
Coulomb potentiaal.



In hoofdstuk 6 bestuderen we een systeem een koolstof nanoribbon waarin we een lading geinduceerd
hebben.

In hoofdstuk 7 gebruiken we een lineaire combinatie van atomaire orbitalen om een formule voor de
energie van systemen met twee ladingen te vinden. Zowel als de ladingen gelijk zijn en als ze verschillen.

In hoofdstuk 8 berekenen we de variabelen uit hoofdstuk 7 voor het grafeen systeem. We bereke-
nen zowel de bindings- en de anti-bindingsenergie en bepalen de afstand tussen de ladingen waarbij de
moleculaire instabiliteit optreedt.

In hoofdstuk 9 berekenen we de variabelen uit hoofdstuk 7 voor het systeem van grafeen nanoribbons.
We berekenen hier enkel de bindings- en de anti-bindingsenergie van het systeem.



Hoofdstuk 2

Grafeen

2.1 De structuur van grafeen

Grafeen is een twee dimensionaal materiaal dat volledig opgebouwd is uit koolstofatomen. Deze bevatten
elk zes elektronen. In grafeen en verwante stoffen zoals grafeen nanoribbons en carbon-nanotubes, hebben
de koolstofatomen een sp? hybridisatie. Deze sp? orbitalen worden gecreéerd als de buitenste s-schil
hybridiseert met twee p schillen. Hierdoor kunnen de atomen 3 ¢ bindingen vormen en ontstaat er een
hexagonale structuur zoals weergegeven in figuur 2.1. Er blijft dan 1 ongehybridiseert p,-orbitaal over,
dat een gedelokaliseerd elektron bevat.

Een hexagonaal rooster is geen Bravais rooster. Om deze honinggraadstructuur te beschrijven, is een
driehoekige eenheidscel met twee atomen nodig. Het hexagonale rooster is dus opgebouwd uit twee
subroosters, die horen bij twee naburige atomen. De afstand tussen deze atomen is a = 0.142 nm.
De eenheidsvectoren van het Bravais rooster worden genoteerd als d; en do en worden weergegeven in
figuur 2.1. Deze vectoren worden gegeven door de formules:

3 3 3 3
“\Tf@ + an en = —“T:e + gy (2.1)

a, =

met & en g eenheidsvectoren volgens respectievelijk de x- en y-as. De vectoren 61, d2 en d3, die van een
atoom in het A subrooster naar zijn drie nabije buren wijzen worden gegeven door de formules:

. 3 2 3 z
1= %—m + gy 0z = —%_53 + gy en 03 = —ay. (22)

=9

Als we de oorsprong in één van de atomen van het A subrooster kiezen, dan kunnen we de posities van
de atomen in het A en B subrooster noteren als respectievelijk:

—

R;‘ =R; en R;B = R; + 03 met R; = ndy + mds.

We kunnen het systeem ook beschouwen in de (reciproke) impuls ruimte door een Fourier transformatie
uit te voeren. Aangezien de positie ruimte opgespannen wordt door twee basisvectoren, hebben we ook
twee reciproke roostervectoren, die genoteerd worden als by en bs. Deze worden gegeven door de formules:
2T -~ 2T - = 21 - 27 -

—ky+ —k en bo = ——ky + —ky.

\/ga, v 3a Y 2 \/ga e 3a Y

Deze vectoren worden weergegeven in figuur 2.1b. De reciproke roostervectoren zijn gerelateerd aan de
basisvectoren van het reéle rooster door de relatie:

b —

@ -b; =278, met i=12enj=1,2

De eenheidscel van de reciproke ruimte is de eerste Brillouin zone. Deze is wel een zeshoek zoals weerge-
geven in figuur 2.1b. Zoals we in de volgende subsectie zullen zien, hebben de hoekpunten van deze cel
belangrijke eigenschappen. Deze punten kunnen onderverdeeld worden in twee groepen van inequivalente
hoekpunten: ze kunnen niet op elkaar gelegd worden door een transatie volgens de inverse roostervec-
toren. Als om de rand van de Brillouin zone heen gegaan wordt, wissellen de inequivalente hoekpunten
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Figuur 2.1: (a) De hexagonale structuur van het grafeen. De atomen A en B genereren de subroosters
weergegeven in respectievelijk het blauw en het rood door translatie volgens de roostervectoren ay en as.
De subroosters worden met ekaar verbonden door 51, 52 en 5’3‘ Let op: de x-as wijst hier omhoog en de
y-as naar rechts.

(b) De eerste Brioullin zone (groen) in het reciproke rooster, met de twee reciproke roostervectoren by en
by. De inequivalente punten zijn aangeduid door K en K'. Figuren afkomstig uit [8]

elkaar af. Deze punten worden aangeduid door:

47 . - 4
—k en K =—k,.
3\/§a ‘ ‘

Merk op dat dit punten zijn die tegenoverelkaar liggen. De equivalente punten kunnen gevonden worden
door een rotatie over 2m/3.

KL:

2.2 Het tight-binding model

2.2.1 Bepaling van de energie

Zoals vermeld in de subsectie 2.1, hebben de koolstofatomen allemaal een ongehybridiseert p,-orbitaal
dat een vrij elektron bevat. Doordat de elektronen in deze orbitalen gedelokaliseerd zijn, zullen zij de
elektronische eigenschappen van het grafeen bepalen.

Om de Hamiltoniaan van het systeem te bepalen gebruiken we het tight-binding formalisme. Deze
gebruikt de p, orbitalen van de afzonderlijke atomen om de Hamiltoniaan en golffunctie van het systeem
op te stellen, door ze te beschouwen als een lineaire combinatie van deze p, orbitalen. Aangezien we hier
werken met twee subroosters, kunnen we de golffunctie van het totale systeem schrijven als een golfvector
die de golffuncties |1p4) en |¢)p) die overeenkomen met subroosters A en B respectievelijk bevat:

(W a)
U) = .
%) ( |¥5)
De energie van het systeem wordt bepaald door het eigenwaardeprobleem H |1) = E|ib) op te lossen.

Als we deze langs links vermenigvuldigen met (1| en het rechterlid overbrengen naar het linkerlid, dan
krijgen we:

0= (U|H|T) — E(U|D).
Als we nu de vectorvoorstelling van |¢) invullen, dan krijgen we:

Hyn—ESaxa Hap—ESap '\ _ 0 (2.3)
Hpa —ESpa Hpp — ESBB ’ '

In deze matrixvergelijking hebben we Hag = (Ua|H|U,), Hap = (VA|H|Ug) = Hi,, Hpp =
<lIlB|I;T|\IJB), Saa = (Ua|Ua), Sap = (Pa|¥p) = S5, en Spp = (Up|Up) gedefiniéerd. In sec-
tie 3 zullen we een systeem waarin de twee subroosters A en B niet equivalent zijn bestuderen. Hier
zijn ze echter wel equivalent, waardoor geldt dat Haa = Hpp en Saa = Spp. Volgens bovenstaande



matrixvergelijking is nul een eigenwaarde van de matrix in het linkerlid. Dit betekent dat de determinant
van de matrix nul is. Dit geeft de tweede orde vergelijking voor de energie:

0= (Han— ESaa)(Han — ESan)— (Hyp —ES)g)(Hap — ESaB)
= H3, —2HAaESss+ E*San — |Hap|® + EHapS% 5 + EH% 5S4 — E*|Sap|?
= (Sfm - |SAB|2) E® + (~2HaaSaa + HapShp + HipSap) E+ His — |Hapl|’
= H3E? + (—2Hy + H,) E + H,.
We hebben deze vergelijking vereenvoudigd met de definities:
Ho = HaaSpaA,  Hy=HapShp+ HipSap,  Hy=H3i,—|Hap|> en Hs=5%,—|San".

De energie van het systeem wordt dus gegeven door:

2o HE V/(—2Ho + H,)? — AH, H,
B 2H, ’

Om nu de matrix elementen te bepalen maken we gebruik van het Bloch theorema. Als een systeem
met een periodische structuur beschouwd wordt, dan kan volgens het Bloch theorema de golffunctie
¥(7) geschreven worden als e ™u(7), met u(7) een functie met dezelfde periodiciteit als de beschouwde
structuur en e**™ een vlakke golf.

In het tight-binding formalisme nemen we aan dat de p, orbitalen gelokaliseerd zijn op de atoomposities.
De orbitalen van atomen j in het A en B subrooster worden aangeduid door respectievelijk |’l/)34> en \’(/1}9 ).

In de ruimtebasis kunnen we deze orbitalen schrijven als (7,[13-4/ B|f’> = (F - ﬁ;‘/ B), met (7) een p,
orbitaal in de oorsprong en ]:3}4/ B een vector die naar het atoom wijst. We nemen aan dat de orbitalen

niet sterk interageren en ze elkaar niet vervormen, zodat de totale golffunctie een lineaire combinatie
hiervan is:

1 ik- (- R B
Wa/B) = ﬁ;‘? ( ! ) |¢}4/B>~

Hierin is N het aantal eenheidscellen in het kristallen. Deze factor is toegevoegd voor de normalisatie.
Hierdoor krijgen we dat de overlapintegralen gegeven worden door:

, 1 AppAy L
bAA:]T[;<1/}j |’(/)j>=NN=1.

Hierbij hebben we aangenomen dat er geen overlap is tussen de p,-orbitalen van verschillende atomen.
We kunnen deze golffuncties nu invullen in de formule voor H4. Dan vinden we dat dit gegeven wordt
door:

1 ik (R4 —R2 2
Har =~ 33 F B0 (i fjyst)
Jj 7

Het matrixelement (1/13-4|I-:T |¢;§> is evenredig met <1/134\7,b3‘§>, maar we nemen aan dat we de overlap tussen
de orbitalen van verschillende atomen in hetzelfde subrooster kunnen verwaarlozen. Daardoor geldt:
<z/)34|H|¢;}> ~ d; 4. Als we dit invullen, dan vinden we:

Has = 3 WA = o
J

Toen dit experimenteel bepaald werd, werd ¢g = 0 gevonden [9], maar we gaan deze term toch niet
verwaarlozen. Analoog vinden we als we de golffuncties in de formule voor H4p invullen:

1 ik-(RB—R2) 1 Al £71.,B
HABZN%:;Ez (%] ’)<"/’j |H|1/’j'>-



Analoog aan H 44 is hier het matrixelement (1,/)JA|I§T |7,Z)J]§ ) evenredig met <z/134|zbﬁ ). We nemen aan dat de
p. orbitalen enkel overlappen met hun 3 naaste buren op het andere subrooster. Hierdoor moeten we per
atoom van het B subrooster enkel over deze drie atomen sommeren in plaats van over alle atomen van
het A subrooster. We kunnen gebruik maken van de vectoren uit subsectie 2.1 die van het ene subrooster
naar het andere wijzen om ﬁ;‘ te herschrijven als ﬁf + 8;, met ¢ = 1,2 of 3. Als we dit toepassen, dan
vinden we:

3
1 _iEE S
Hap = 0 055 (o o).
j =1

Hierin is | 342> de orbitaal van het atoom op plaats ﬁjB + Oﬁ, in het A subrooster. De p, orbitalen
zijn allemaal rotatiesymmetrisch rond de as door hun atoom die loodrecht op het grafeenvlak staat.
Omwille van de symmetrie van het rooster, zullen alle matrix elementen dus gelijk zijn. We noteren
> ( fi|ﬁ|wf) = €;. Hierdoor krijgen we:

Hap(k) = e (67“;'51 e ko y 672-1‘5.53) .

Analoog vinden we dat de overlap tussen de golffuncties van de verschillende subroosters gegeven wordt
door:

SaB = s1 (67““;1 +e 0 4 efik'dg) ; met s = Z< vy -

J

Experimenteel werd gevonden dat €; tussen -3 eV en -2.5 eV ligt, terwijl s; kleiner dan 0.1 is [9]. Daarom
kunnen we s; verder verwaarlozen. In de meeste bronnen wordt in plaats van de negatieve €; gebruik
gemaakt van de positieve ‘hopping’-parameter ¢t = —e; om de interactie tussen de orbitalen van naburige
atomen aan te duiden.

Als we nu de gevonden formules voor Haa, Hap, Saa en Syp invullen in de formules die we hebben
geintroduceert om de formule voor de energie te vereenvoudigen, dan krijgen we:

H() = €q, H] = 0, H2 = 6% - f2f(];:) en H3 =1.

Als we deze nu invullen in de formule voor de energie, dan vinden we:

—2¢p +0+ ,\/(—250 +0)*—4 (68 - 1f2f(1_5))2

E(k) = 5 = —eo £ t\/ f(K).

Hier komt € enkel voor als term die bij de energie opgeteld wordt. Aangezien we het nulpunt van de
energie vrij kunnen kiezen, stellen we nu toch ¢¢ = 0. Daarnaast hebben we hierin de functie f(k)

geintroduceerd. Deze is gedefiniéerd zodat HapHp = t2f (E) Dit geeft:

F(E) = (e—z‘E.& 1 etk +€—iE~§3) (ez‘E~51 1 ¢iR-52 +€711?~§3)

= 34 ek (51=02) 4 =ik (81-82) | ik (81=8s) | =ik (81-03) 4 oik(82-83) | =ik (52=0s)

We kunnen hier nu de definities van de 0;’s invullen. Dan krijgen we:

f(l;’:) = 34 cikavBi | —ikaVBi | ik $(VBE+39) | =ik g (VBE+3D) | oikg(—VBa+39) | —ik-$(—V3a+39)

=3+ 2cos (a\/gkz) + 4 cos (aT\/gk:m> cos (%k‘y) .

Als we dit invullen, dan vinden we dat de energie gegeven wordt door:

E(k) = £t |3+ 2cos (ax/gkx) + 4 cos (%gl%) cos <3§ky> (2.4)

Deze energiedispersie wordt weergegeven in figuur 2.2. Hier komt de positieve oplossing overeen met de
conductieband en de negatieve oplossing met de valentieband. Aangezien de cosinus een even functie is,
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Figuur 2.2: De energiedispersie relatie van grafeen die gevonden werd met het tight-binding model. De
energie wordt nul op de hoeken van de Brillouin zone. Figuur afkomstig uit [10]

is de energie symmetrisch onder de transformatie k — —k. Als we de overlap tussen de orbitalen van
de verschillende atomen s; niet verwaarloosd zouden hebben, dan zouden we zoals in [9] vinden dat de
energie gegeven wordt door:

E(k) = iel—f(];).

1= s0\/ f(F)

Hierin hebben we ¢y wel verwaarloosd. In dit geval hebben we nog steeds de symmetrie als k — —E,
maar de symmetrie tussen de valentie en de conductieband is verbroken.

We zouden ook de interactie met verder liggende atomen in rekening kunnen brengen. Maar de afstand tot
de tweede en derde meest dichte atomen is bijna hetzelfde zoals te zien is in figuur 2.3. Daarom moeten we
meteen ook deze derde dichtste atomen in rekening brengen. Om deze interacties in rekening te brengen
worden hopping parameters voor de tweede en derde dichtste buren geintroduceerd. Experimenteel werd
gevonden dat deze hopping parameters slechts 0.68 eV en 0.30 eV bedragen. Aangezien dit veel kleiner
is dan de 3 eV die de hopping parameter van de dichtste buren bedraagt, is de dichtste buren benadering
meestal voldoende.

2.2.2 De nulpunten van de energie

We zullen nu de nulpunten van de energie die gegeven is door formule 2.4 en bekomen werd door het
tight-binding formalisme met de dichtste buren benadering. Deze energie wordt nul als f(k) nul wordt.
Uit de manier waarop we f(k) gedefinieerd hebben, vinden we dat de energie nul wordt als geldt:

. . —ia
Als we de formules van de verplaatsingsvectoren invullen en een factor e~*2%s naar voor brengen, dan

krijgen we:
e_i%ky (e_iaT\/gkm + ei%ﬁkm + ei%ak'y) = 0.

We hebben f (E) als het kwadraat van de modulus hiervan, dus de factor voor de haakjes kan geschrapt
worden. We kunnen nu de eerste twee termen combineren tot een cosinus en de laatste term schrijven
volgens de formule van Euler. Dan vinden we dat de energie nul wordt als geldt:

3 3 3
2 cos (%_kw> + cos <7aky> + 4 sin <7aky) =0.
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Figuur 2.3: FEen grafeen rooster met cirkels gecentreerd op een atoom die door zijn eerste, tweede en
derde meest nabije buren gaan. De tweede en derde meest nabije buren liggen op ongeveer dezelfde afstand.
Figuur afkomstig uit [11].

Aangezien dit een complexe functie is, moeten zowel het reéle als het imaginaire deel tegelijk nul worden.
Het imaginaire deel is gewoon een sinusfunctie, dus we vinden:

2

—_—, met n=0,+1,£2....
3a

3a 3
sin(%kll):() — Eak:y:mr = ky=n

We kunnen dit resultaat nu invullen in het reéle deel. Dan vinden we de relatie:

3 3 1 3 2
0 =2cos (%k‘m> +1 = cos (%kg,) =3 = %kx = :i:%—}—mﬂ'

4 2
T + m—ﬂ-, met m=0,+1,£2....

3\/§a a3

We vinden dus dat de energie nul wordt in de punten:

47 2T 2
K= (ks ky)=|+t———+m——,n— | .

Deze punten worden de ‘Dirac punten’ genoemd. Merk op dat als we m = n = 0 invullen, we de inequi-
valente hoekpunten K en K’ terugvinden. De andere hoekpunten van de Brillouin zone zijn equivalent
met K of K’, dus daarop is de energie ook nul.

— k, ==+

2.2.3 De tight-binding Hamiltoniaan in tweede kwantisatie

We kunnen de Hamiltoniaan voorstellen door gebruik te maken van tweede kwantisatie. Hiervoor de-
finieren we de operatoren a;, en aj‘yg die op atoom i van het A subrooster respectievelijk een elektron

met spin o =T, creéren en annihileren. Analoog definiéren we de operatoren b; , en bz , voor het B
subrooster. Dan kunnen we de Hamiltoniaan voor het naaste buren model schrijven als:

a--—t Y (aj’gbj.c, n a;[,b},g) .
<i,j>,0="1,]
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2.3 De continuum limiet en Dirac vergelijking

2.3.1 De laag-energetische benadering

In deze sectie zullen we de lage energie limiet beschouwen. Deze wordt de continuum limiet genoemd.
Hier zijn enkel de excitaties in de buurt van het Fermi-niveau van belang. In de vorige sectie hebben
we gezien dat de energie nul wordt op de hoeken van de Brillouin zone. We kunnen nu dus de energie
expanderen in de buurt van deze Dirac punten door de k-vectoren te schrijven als:

—

B, L1
F=+K+q§ met |q'1<<‘K‘~E, (2.5)

met K en —K = K’ de inequivalente hoekpunten van de Brillouin zone en ¢ de vector ten opzichte van
deze punten. De andere Dirac punten zijn equivalent aan één van deze twee. We beschouwen in deze thesis
enkel dynamica waarbij we verstrooiing van het ene Dirac punt naar het andere kunnen verwaarlozen.
Als we terug kijken naar het eigenwaarde probleem in formule 2.3 en opmerken dat H4 4 = 0, dan kunnen
we de effectieve Hamiltoniaan schrijven als volgt:

o 0  Hap(k)
Heff(k)—<HZB(E) Aﬁ )

—

met Hap(k) zoals in sectie 2.2.1, maar vermenigvuldigd met een factor e
formule nu de formule van k rond +K invullen. Dit geeft:

—ik03  We kunnen in deze

Hap(q) = —t (e:Fil?-ale—id'~61 | (FiR @y —iqdy 1)

Q

(T (1L —ig- ) + e (1 - i @) + 1)

. . o 3 3 om 3 3
AR (ﬁﬂs (qu + _a(Iy> e (qu + ))

2 2 2 o I

=2 cos(%’)+1=0

B

a3

it qum (ej”%’r — et

“

2 2
it [:Fia\/ng sin (%) + 3agy cos <%>} =t

3at

=5 (£¢r —iqy) -

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van het feit dat |g] klein is, zodat we de exponentiéle functie konden
ontwikkellen in een Taylorreeks tot de eerste orde. Als we dit nu invullen in de formule voor de effectieve
Hamiltoniaan, dan krijgen we:

3at 0 —q n=1 in de buurt van K,
Hsp () = = ( M ) met {

1
ia\/gqx§ + 3aqy <—§>]

NGs + 1qy 0 n=—1 in de buurt van K'.
Hierin is n = +1 de vallei-isospin die weergeeft in de buurt van welk Dirac punt we ons bevinden. We
kunnen nu gebruik maken van het feit dat de Fermi snelheid gegeven wordt door:

_ 3at
TR

¢/300. Als we nu gebruik maken van de Pauli-matrices,

(a (2.6)

Q

In grafeen bedraagt deze ongeveer 10° m/s
dan kunnen we dit schrijven als:

H (@) = Twr (14204 + qy0y) - (2.7)

We kunnen de energie in de continuum limiet bepalen door formule 2.5 in te vullen in formule 2.4 die de
dispersierelatie van de energie volgens het tight-binding model geeft. We kunnen de cosinus van een som
schrijven als:

cos (a + B) = cosacos B — sin asin 3.
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Dit geeft voor de eerste cosinus in formule 2.4:
o7 27 (2T .
cos (\/gakx) = cos j:? +V3agy | = cos - ) cos (\/gaqw) Fsin | —- | sin (\/§an>
1 3 1 3 3
= —3 cos (\/gaqm) F % sin (\/gaqx) ~ —3 F §aqz + Za2qi.

Hier hebben we gebruikt dat |g] klein is, zodat we de oplossing kunnen benaderen met een Taylorreeks
tot tweede orde. Voor de tweede cosinus vinden we analoog:

cos (@k& cos (ig + @Qm) = cos (%) cos (@%) F sin (%) sin (@qm)

1 V3a V3 3a 1 3 3 5
—cos| —q; | F—sin| —q. | = B —agy — —a°q;.
Voor de derde cosinus vinden we:

2 2 2 2
3 3 3a 9
cos <§ksy) = coS (77 + any) = —cos <7aqy> ~ -1+ gazqs.

Hier hebben we gebruikt dat cos(a+ ) = —cosa. Als we deze resultaten invullen in de formule voor de
energie die we via de tight-binding methode hebben gevonden, dan krijgen we:

3 3
E(4z: ay) = it\/?’ —17F 3agz + §a2qi — 2+ 3ag, + Za2q§ +...

3 3 9
= i75\/3 — 1 F 3aq; + 5a°q3 — 2+ 3aq, + Ja%q3 + Jatqg + ..

4 4
9 3at
197 (@ + ) =+—\/ad + 45

We kunnen nu de factor voor de wortel nu weer herschrijven als fivyp en de wortel zelf als |¢]. We vinden
dus dat in de continuum limiet de energie gegevan wordt door:

B(q) = +hvp |ql. (2.8)

We vinden dus één van de speciale maar zeer belangrijke eigenschappen van elektronen in grafeen: bij lage
energieén hebben de elektronen en gaten een lineair spectrum in plaats van een parabolisch spectrum zoals
bij vrije elektronen, bijvoorbeeld in vacuum. Deze deeltjes gedragen zich dus relativistisch, alleen bewegen
ze slechts met de Fermi-snelheid vp. Deze snelheid is ongeveer 300 keer kleiner dan de lichtsnelheid en is
onafhankelijk van de impuls en energie van het deeltje. Dit is verschillend van de Fermi-snelheid bij een

vrij elektron, die gegeven wordt door:
_ \/ﬁ _
Vpwrij = A\ = = —.
m m

2.3.2 De Dirac Hamiltoniaan en de eigentoestanden

In de relativistische kwantummechanica, wordt de Dirac Hamiltoniaan voor spin 1/2 deeltjes gegeven
door:

Hbiree = cd@ - p+ pme?. (2.9)

Hiering is ¢ de lichtsneheid, ;3' de impulsoperator, m de massa van het deeltje en zijn @ en  de Dirac
matrices. Deze Hamiltoniaan werkt in op een golffunctie met vier componenten die gerelateerd zijn aan
de spin en het deeltjes en anti-deeltjes karakter van de deeltjes. In 2D kan deze Hamiltoniaan gereduceerd
worden tot:

HPirae — 3. p+ o.mc® = ¢ (04pp + oyby) + o.mc?. (2.10)
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In plaats van de 4D Dirac matrices hebben we hier nu de 2D Pauli matrices ¢ = (04, 0y) en o, staan.
Hierdoor werkt deze Hamiltoniaan in op een golffunctie met nog maar twee componenten. Deze compo-
nenten zijn nu enkel nog gerelateerd aan de spin van de deeltjes, niet meer aan hun deeltjes en anti-deeltjes
karakter.

De 2D relativistische Dirac Hamiltoniaan lijkt sterk op de effectieve Hamiltoniaan in de continuum limiet
bij grafeen. De enige verschillen zijn dat daar de Fermi-snelheid staat in plaats van de lichtsnelheid en
daar de massaterm ontbreekt. Het relativistische gedrag van laag energetische deeltjes in grafeen wordt
dus ook weergegeven in de Hamiltoniaan, niet enkel in de dispersierelatie. Als we de impulsoperatoren
gebruiken zoals bij de relativistische Dirac Hamiltoniaan, dan krijgen we voor de Dirac Hamiltoniaan in
grafeen:

HYp, o = vr (1200 + Pyoy) - (2.11)

Het subscript ‘2D, 0’ duidt op het feit dat dit grafeen is zonder addities. Net zoals bij de relativistische
Dirac Hamiltoniaan, hebben de golffuncties in grafeen dus ook twee componenten:

v=(%)

De normalisatie en de verwachtingswaarde van een operator A worden gedefiniéerd als volgt:

e as = [ (1w + 1) as =1,
(W[ AJ) - /S (we v )4 (1 >dS.

Hierin is S het oppervlak waarover geintegreerd wordt. We kunnen nu de eigentoestanden van de Dirac
Hamiltoniaan in grafeen vinden door het eigenwaardeprobleem H, 7V = EV¥ op te lossen, met Hepp
de effectieve Hamiltoniaan die gegeven wordt door formule 2.7 en E de energie die gegeven wordt door
formule 2.8. Dit geeft in de buurt van het K-punt de vergelijkingen:

N9z qu'l/’
bs
]

an + ZQy

|l

hvp (77%: - iQy) Yy = Thop |‘ﬂ Yy = Yo ==L

hwp (1g: + iQy) VYo = Fhop g1y = Yy = £—=—1q.

We kunnen nu deze breuken herschrijven door de hock 6 = tan™! (g—y) in te voeren. Dit is de hoek die

de vector ¢ met de x-as maakt. Dan vinden we dat de vectoren aan elkaar gerelateerd zijn volgens:
Vo = £0e” "y = gy = 20e .

Opdat g, en g, zinvol zijn, moeten de golffuncties eigenfuncties van de impuloperatoren met deze ei-
genwaarden zijn. Dit zijn vlakke golven van de vorm: e‘?”. Als we normeren over een eenheidsvolume,
vinden we dat de golffuncties in de buurt van de Dirac punten gegeven worden door:
e 1 elar 1
e (ate) v TE(sbe)
Het bovenste teken komt hier overeen met de oplossing voor de elektronen en de onderste met die voor
de gaten.

2.3.3 Pseudospin en heliciteit

Zoals we hebben gezien in de afleiding van de tight-binding Hamiltoniaan in sectie 2.2.1, zijn de com-
ponenten van de golffunctie in grafeen niet meer gerelateerd aan de spin van de deeltjes, maar aan de
subroosters in grafeen. Hier moet rekening mee gehouden worden als de spin van de deeltjes belang-
rijk wordt. Om het verschil met een gewone spinor te benadrukken, wordt de golfvector in grafeen een
pseudo-spinor genoemd.

Aangezien de spin een behouden grootheid is, is het aannemelijk dat er een gelijkaardige behouden groot-
heid in grafeen is. In het Heisenbergbeeld van de kwantummechanica wordt de tijdsafgeleide van een
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operator gegeven door de commutator van die operator met de Hamiltoniaan, met een factor —i. In het
bijzonder geldt voor de snelheid in de x-richting:

R 1. ~ 1 . ] . .
T ~ {m,H;’ff] =-3 [z, hvpnq,64] = —ﬁhvpnaw [, qz] = vENG4.

Hierin hebben we gebruik gemaakt van de commutatierelaties [Z, ¢,] = i en [, ¢,] = 0. Analoog vinden we
voor de snelheid in de y-richting: 9, = vrpoy. Dit toont aan dat de snelheid van de deeltjes gerelateerd is
aan de Pauli-matrices, die op hun beurt gerelateerd zijn aan de pseudospin van de subroosters. We hebben
dus gevonden dat de snelheid gerelateerd is aan deze pseudospin. We kunnen nu de tijdsafhankelijkheid
van deze snelheden onderzoeken als volgt:

0 . i - i i

50 =7 [anax,Hfo} = =3 vrn oz, hupayoy] = —gvpnhvpgy [0, 0y = 201714, .
Hier hebben we gebruik gemaakt van de commutatierelaties van de Pauli-matrices: [0,,0,] = 0 en
[04,04] = 2i0,. Analoog vinden we voor de snelheid in de y-richting %ﬁy = —2i0,. Het behoud van

snelheid in de x-richting is dus gerelateerd aan de impuls in de y-richting en omgekeerd. Voor een deeltje
dat enkel in de x-richting of y-richting beweegt is de snelheid dus constant. Aangezien deze gerelateerd
is aan de pseudospin, is de pseudospin in dat geval dus ook een behouden grootheid.

We vermelden hier ook nog de heliciteit h, van de elektronen. Meestal is dit gedefiniéerd als de projectie
van de spin op de bewegingsrichting. In grafeen wordt de pseudospin gebruikt in plaats van de spin. De
pseudospin wordt dan gegeven door:

—

q.
hg = .
td

Deze heeft eigenwaarden +1 en —1 voor respectievelijk paralelle en anti-parallele configuraties. De waarde
hiervan is gerelateerd aan bij welk Dirac punt we ons bevinden en de deeltjes die we beschouwen. Er
geldt namelijk: h, = 7 voor elektronen en h, = —n voor gaten.

I

(2.12)
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Hoofdstuk 3

Grafeen met een bandkloof

3.1 Introductie van de bandkloof

In het vorige hoofdstuk hebben we gezien dat de Dirac Hamiltoniaan in grafeen zeer sterk lijkt op de
relativistische Dirac Hamiltoniaan, maar dan zonder massa term. Deze term is afwezig in grafeen omdat
de atomen op de twee subroosters fysisch identiek zijn.

We kunnen een bandkloof introduceren door een fysisch verschil te creéren tussen de atomen van de twee
subroosters. Eén mogelijkheid is om een dubbellaag grafeen te beschouwen en een potentiaal verschil te
creéren tussen de twee vlakken grafeen [12]. Dubbeellaag grafeen heeft echter een parabolische dispersie-
relatie in de buurt van de diracpunten en kan hier dus niet gebruikt worden.

Een andere optie is om de grafeenlaag op een substraat te leggen dat de subroosters zelf inequivalent
maakt door de interactie ermee. Een goede keuze hiervoor is hexagonaal Boor-Nitride (h-BN). Dit heeft
een gelijkaardige structuur als grafeen, met een rooster mismatch van slechts twee procent, maar twee
chemisch inequivalente atomen in de eenheidscel. Er zijn drie manieren om het grafeen en h-BN te sta-
pelen zodat de hexagonale structuren overeenkomen. Bij de stabielste wordt 1 koolstofatoom boven een
booratoom en 1 koolstofatoom boven het midden van de zeshoek. Bij deze configuratie ontstaat er een
bandkloof van 53 meV. [13] Merk op dat het ook mogelijk is om de lagen zo ten opzichte van elkaar
roteren, dat er geen bandkloof ontstaat, maar er nieuwe Dirac-punten ontstaan. [14]

De introductie van een bandkloof zorgt ervoor dat de Hamiltoniaan gegeven wordt door:

HQD,M = vF (kpz0s +ﬁy0y) + Ao,. (3.1)

Deze formule introduceert de bandkloof 2A, zodat de ondergrens van de conductieband en de bovengrens
van de valentieband energie £ = +£A hebben. De bandkloof is gerelateerd aan een effectieve Dirac massa
M volgens: A = Mwv%. Aangezien we aannemen dat er geen extern magnetisch veld is, mogen we in
het algemeen aannemen dat M positief is. Als er wel een magnetisch veld zou zijn, dan zou het teken
van M wel een invloed kunnen hebben. [15,16] De M in het subscript van de Hamiltoniaan duidt op de
toevoeging van deze massaterm.

In hetgeen volgt gebruiken we de eenheiden i = vp = 1. Bijgevolg wordt het eigenwaarde probleem

Hop vy = B
M Dz — Py v\ ®
<ﬁx+iﬁy -M ><X>_E<X>' (32)

3.2 Oplossing met vlakke golffuncties

De vlakkegolffuncties (L,DX)T = uE’ﬁeiﬁ‘F vormen een eigenbasis van de impuls-operatoren. Hierdoor
vinden we:
. E—M
MLP_‘_(pI_Zpy)X:E(p? — X: Pm—ipy(p’
(P2 +ipy) ¢ — Mx = Ex. (Pe +1py) ¢ — MpP=i-0 = Epi=i .

De tweede vergelijking is geldig voor elke ¢, dus we vinden:

0=(E+M)(E—M)—p2—p2=E>—(M>+p2+p2).
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We vinden dus als dispersierelatie voor de energie:

E=+yM?+p? met  p=./pZ+Dpl (3.3)

Het plusteken komt overeen met de elektronen en het minteken met de gaten. We vinden dat de compo-
nenten van de golffunctie aan elkaar gerelateerd zijn volgens:

E-M E-M V(E—-M)(E—-M) |E— M| it
X= Y= e = ——p = 7. (3.4)
Pz — ipy VE? — M?2e=5 V(E = M)(E + M)e=0 |E+M|°

Hierin is —05; = — arg(py — ipy) = arg(ps + ipy) de fasefactor die de richting van p' weergeeft en hebben
we het minteken gekozen zodat die wegviel toen we de exponentiéle naar de teller brachten. Het plus
en minteken in de laatste formule komen weer overeen met de elektronen en gaten respectievelijk. We
hebben hier de absolute waarde genomen onder de wortel, omdat de wortel reéel moet zijn. De vlakke
golffuncties convergeren niet naar nul op oneindig, dus ze moeten genormeerd worden over een volume
V. Dit geeft:

9 . . o -
1:/ dxdy |P(z,y)| :/ drdy up ;1" up 51"+ up goe” P up e
14

* —ipT, |E M —0~ * |E M 605 ipT
:/vdxdy“Evﬁvle Tun e+ \ 1B+ (¢ T Eran© e

E-M E+ M E-M 2|E|V
(0 )y p NP M, 2

= |upp1

|E + M| E+ M| _|E+M|| wpal’

Als we als volume waarover we normaliseren het eenheidsvolume nemen dan vinden we voor de normali-
satie constante:

UB. 5 =

M(i 1 >_ (L)

2|E| E—]L[le 7 - /2|E| |E_M|ei977

|E+M)|
Hierin hebben we nog een fase w = €'®. Dit is de ‘niet-relativistische’ golffunctie van het deeltje in het
inertiaalstelsel waar £ = M.

3.3 Oplossing met sferische golffuncties

3.3.1 Intermezzo: Oplossing van de Schrodinger vergelijking met sferische
golffuncties

We kunnen de Dirac vergelijking voor een 2D systeem met een massa ook oplossen in een basis van
radiaal-symmetrische golffuncties. Alvorens we de sferische eigenbasis van de 2D Dirac Hamiltoniaan
met massa oplossen, herhalen we hoe we de sferische oplossingen van een de 2D Schrodinger vergelijking
van een vrij deeltje vinden.

Om te beginnen merken we op dat de tijdsathankelijke en tijdsonafhankelijke Schrodinger vergelijkingen
voor een vrij deeltje gegeven worden door: [17]

9 P i
ih—1 = —1 —1p = E.
ot v 2m v 2m v v
Hieruit is onmiddelijk te zien dat de impuls p commuteert met de Hamiltoniaan. We kunnen dus de
totale impuls p = |p] gebruiken om de toestanden te beschrijven. Anderzijds commuteert de z-component
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van de draalimpuls ook met de Hamiltoniaan. Als we de commutator uitwerken, dan vinden we namelijk:

. PR 1 /. . q -
Lz»% =%( [:rpy—ypz,p] + [xpy—ypx,p] p)
| 2N S U U NS S BN I S IR RS IS

:% (p[ 7p} Dy +D [pyvp] -p [y»p] Pz —PY [pzap] + {.’L‘,p] Dyp+ T {py’p]p

1 NS N A B a8
=om (fzh,pezpy + ihpeypy — iheypyp + zheypxp)
1 A . e n g A A
:% (_th:rpy + thypx - thyp:r + th:cpy) =0.

We kunnen de eigenwaarden m van de z-component van de draaiimpuls dus als tweede kwantumgetal
gebruiken om de golffuncties te labelen. We kunnen de golffunctie 1/, nu opsplitsen in een radieel en
een angulair deel als volgt:

'(/}pm (F) = R;Dm (r)@m (6> .

Aangezien p = —h2V? = —V2, wordt de tijdsonafhankelijke Schrodinger vergelijking in poolcotrdinaten
gegeven door:

1 (9% 100 10%\ p? r2 9%R(r) r OR(r) 1 9°0(0) 5,
ﬂ(a_ T or ﬁ@)EwW’:‘ Ry o R or  em e
r2 9%R(r) r OR(r) 5 5 1 9%0(0)
R o T R@) o TP T 6@ e C

Hierin is C een constante aangezien de eerste uitdrukking waar C' aan gelijk is onafhankelijk is van 6 en
de tweede onafhankelijk is van r. We vinden dus als differentiaalvergeijking voor het angulaire deel van
de golffunctie:

d20(6)
62

+CO9) = 0.

We zijn hier overgeschakeld van partiéle naar gewone afgeleiden, omdat 6 hier de enige variabele is. Dit is
een ordinaire lineaire tweede orde differentiaalvergelijking. Meer bepaald is dit de differentiaalvergelijking
voor vrije oscillaties. De oplossingen hiervan zijn:

o) = AetVCO en o(9) = Be—1V00 — 0() = AetiVCO

We hebben als randvoorwaarde de periodiciteit van het angulaire deel. Hierdoor moeten © en zijn
afgeleide beiden ongewijzigd zijn na een transformatie 8 — 6 4 2w. We krijgen dus:

A= Ae:I:Qz'\/aw
LiVOA = Lin/CAeF2VOT,

De tweede vergelijking kunnen we delen door +iv/C om de eerste vergelijking te bekomen. Als we de
variabele A wegdelen uit de vergelijking, dan krijgen we:

eE2VOT 1 o 1/ =0,1,2....

We merken op dat de factor +1/C overeenkomt met het kwantumgetal van de z-component van de
draaiimpuls m. De operator voor de draaiimpuls rond de z-as is in poolcodrdinaten namelijk gegeven
door: [ = —i0y. Als we deze toepassen op een golffunctie met een willekeurige radiéle component R, (7),
dan vinden we namelijk:

Iz (Bym (1)Om(6)(r)) = ~i0 (R (1) (6)(r)) = ~i Ry (r) 9O (6) = ~i Ry (r) A=V (1i/C)
= :I:\/ER,,,”(T)@,,”(Q) (7).
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We vinden dus dat het angulaire deel van de golffunctie gegeven wordt door:

e'mo met m=0,+1,+2.... (3.5)

Hierbij is de voorfactor gekozen zoals in ref. [18]. Deze keuze is willekeurig, aangezien de totale golffunctie,
met de radiéle component genormeerd moet worden.
Voor het radi€le deel van de golffunctie vinden we dus de differentiaalvergelijking:

d’R(r)  dR(r)
2
[ T dr

+72p’R(r) — m2R(r) = 0.

Als we nu overschakelen van variabele r naar p = pr, dan krijgen we voor de afgeleiden:
d dpd d N 2 d[(d\ d dy\ 5 d?
dr  drdp _pdp dr2  dr \dr _pdp pdp T dp?

Als we dit nu invullen in de differentiaalvergelijking, dan krijgen we:

d*R dR
22 R(p) | ) (p)
dp? dp

p +(p* = m?) R(p) = 0.

Dit is de Bessel differentiaalvergelijking. Deze heeft de Besselfuncties J,,(p) en de Neumannfuncties
Y (p). We hebben als randvoorwaarde dat de functie eindig blijft. De Neumannfuncties divergeren
echter in de limiet pr — 0, dus de Besselfuncties zijn de enige toegelaten oplossingen.

Aangezien het product van het angulaire deel van de golffunctie met haar complex toegevoegde een factor
1/2m geeft, vinden we als normalisatie van het radiéle deel van de golffunctie [18]:

00 oo 2
a
21 = / R (r) Ry (r)rdr = |amp|2/ I (pr) I (pr)rdr = —l ";p| = amp = \/27p.
0 0

We vinden dus dat de sferische golffuncties die oplossingen van de Schrodinger vergelijking voor een vrij
deeltje zijn gegeven worden door:

Ymn (7:‘) = %)Jm(pr)eime'

3.3.2 Oplossing van de Dirac Hamiltoniaan met sferische golven

De sferische golffuncties van de 2D Dirac vergelijking kunnen we niet meer karakteriseren aan de hand van
de draaiimpuls [ = —i0p = —i(z0y — y0,), aangezien deze niet langer commuteert met de Hamiltoniaan.
We kunnen dit zien door de commutator toe te passen op een willekeurige golffunctie 1):

{[z, ﬁzD,M] W =l. Hap vt — Hap it

= — i(x0y — YOy) (—i0,04 — 10yoy + A0,) Y + (—i0,0, — 100y + Ac) i(x0y — YOy )V

= — (20y — y0z) (02051 + 0y Oyt + iAo 1) + (005 + Oyoy + iA02) (x0yth — yOu1))

= — (zax()m(’)y@/) + may(?;w + imA(fz(?yz/)) + (g/(fx(’)gz/) + Yoy Oy 0yth + iyA(fz(?ﬂ/))
+ (o—xayqp + 20,0,04v + xayﬁzw +ixAc, 0yt — yamagz/) + Yoy 0ph — Yoy 0, 0p
+iyAo,0y1))
= 0,0y 4+ Yoy 0p1) = i (—i0,0y — 1Yoy 0p) b =i (02py — Oypz) =1 (5 X P), .

Als we kijken naar de isospin %& die verschijnt door de golffunctie op te splitsen in twee componenten,

dan zien we dat deze ook niet commuteert met de Hamiltoniaan. Voor de commutator van de isospin
operator maken we gebruik van de commutatierelaties van de Paulimatrices:

+1 als(ivjvk) = (%Z/:Z)’ (Z/:Z»fﬂ) of (Zv'xay)7
04, 05] = 2iijnon, met  egp =4 —1 als(i,j k) = (2,9,2), (y,2,2) of (z,2,y),
0 anders.
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Hierin is € het Levi-Civita symbool. Als we dit toepassen op de commutator van de isospinoperator met
de Hamiltoniaan, dan vinden we:

1. 1 y y i o i . A
{502, HQD’M:| = {502, —10,05 — 10yoy + Ao, | = —3 [02,04]) Op — 5 [02,04] Oy + 5 [02,0:]

i, i A . ) . -
=— 527/0'2/(()3r + 527/(%(()2/ + 50 = —i(0yi0y — 04i0y) = —i(—oypy + 0gpy) = —i(F X P), .

Uit de gevonden commutatierelaties kunnen we zien dat de som van de isospin en de draaiimpulsoperator
wel commuteren met de Hamiltoniaan. Deze behouden grootheid wordt de ‘Isospin-orbitaal’-impuls
genoemd en is gedefinieerd als j = [, + 0. [18].

Een tweede behouden grootheid is de pariteit van de toestand. Een inversie 7 — —# van het systeem
komt overeen met een transformatie §# — 6 + 7 en ¢ — %) = o,4. De spinorcomponenten van de
golffunctie transformeren dus als ¢(¥) — ¢(—7) en x(7) = —x(—7). [18]. We kunnen het eigenwaarde
probleem in formule 3.2 uitschrijven om de relatie tussen de spinorcomponenten te vinden:

M‘P""(ﬁw_iﬁy)X:ESOa — @:ﬁ(ﬁw_iﬁy)X»
(Bz +iby) ¢ — Mx = Ex. X = g7 (Bx + iby) .

We kunnen de formule voor y nu invullen in die voor ¢ en omgekeerde. Dit geeft de volgende tweede
orde differentiaalvergelijkingen:

1 1 72

g1 P =P g e )Y = G B R) ¢ = g

PN 1 2 . v
= g P i) g P P)X = g (e R X = g

Hier is ﬁ de impulsoperator in 2D. We vinden dus dezelfde differentiaalvergelijking voor de twee compo-
nenten. Daarom zullen we voor het moment enkel met ¢ werken. We merken op dat we uit formule 3.3
vinden dat de noemer in het rechterlid gelijk is aan p?. Als we deze overbrengen, dan wordt deze verge-
lijking in poolcodrdinaten:

or2  ror 12002
We vinden dus voor de componenten van de golffunctie dezelfde differentiaalvergelijking als voor de
golffunctie in het niet-relativistische geval. We kunnen deze dan ook analoog oplossen. Opdat de Isospin-
orbitaal-impuls behouden blijft moeten componenten van de draaiimpuls van de twee componenten [, = m
en [, = m+ 1 zijn. De pariteit van de toestand is dan (—1)™. Dit geeft voor de golffvector:

_( EmOm®) N _( ARum(r)Om(6)
Yom = ( prm(r)@m+1(6) ) N ( iBRp,m-H(T)em-i-l(e) ) : (3.6)

De factor i is hier toegevoegd omdat deze later nuttig zal zijn. Om de waarden van A en B te bepalen,
nemen we de limiet pr — oo. Daar is de golffunctie bij benadering een vlakke golf in de richting van 7
Dit betekent dat de relatie tussen de componenten van de golffunctie gegeven wordt door formule 3.4,
met 07 = 07 Anderzijds wordt het assymptotisch gedrag van de radiéle component van de sferische
golffuncties gegeven door:

. . . 2 mn 7
lim Ry, (r) = lim +/27pJy(pr) = lim 7 cos (pr - — —)

pr—o00 PT—00 Pr—0o0 /T 2 4
: . . 2 (m+1)mr =
p}lgéo Rpmt1(r) = p}ll_}loc V2mp Ty (pr) = p}lj}éo N <p7° - Z)
T 2 . ( mm 77)
= lim —sin(pr— ———).
pr—oo \/7_“ P 2 4

We kunnen dit invullen in de componenten van de golffunctie. Als we gebruik maken van het feit dat p’
in dezelfde richting als 7 wijst, dan krijgen we:

\E—-~M| ;. . B mT T\ e
N\ ET M —plliﬂoozta“(p?”—T‘z)e
B "\ |[E-M|
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We moeten deze golffunctie nu nog normeren. Dit is analoog aan de beschrijving met vlakke golven, maar
nu moeten we niet meer normeren over een volume, omdat de radiéle stukken van de componenten van
de golffunctie al genormeerd zijn over de hele ruimte. Daarnaast normeren we nu op 2x. Dit geeft:

27 [e'e)
o1 = / / % (7, 0)|* rdrdd

27
/ / (A2R (1) O5(0) Ry (1) B (8) + BER 41 (1)0 11 (6) By 1(r) @ 1(6)) rdrdf
271
9 2 ( | M|
_A/ / <27er pr) |E—|—M|27Tp e pr2 ) rdrdf
— M| |E—M|
= 2mpA? / J? d+| d) ( )A2
™. (0 = (pr)rdr B+ M| J, +1p'r’rr B+ M|
_|BE+M+E-M|,,_ 2B
|E + M| |E+ M|

We vinden dus dezelfde normalisatiefactoren als die bij de vlakke golven. Als we dit invullen, dan vinden
we dat de sferische golfvector gegeven wordt door:

" 1 ( VIE + MRy (r)0,( ) (3.7)
pm = ,/2|E :|:Z\/|E MRpm+1 m+1(9)
1

met Ry =/ 21pIppr en O (0) = \/Q_eime. (3.8)
™

Deze golfvector is een eigenvector van de isospin-orbitaal impuls, met eigenwaarde j = m + %
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Hoofdstuk 4

De Atomaire Instabiliteit

In dit hoofdstuk beschouwen we het probleem van de atomaire instabiliteit bij relativistische atomen in
3D. Dit fenomeen kunnen we daarna in de volgende hoofdstukken onderzoeken in grafeen.

4.1 De relativistische Dirac vergelijking

In subsectie 2.3.2 hebben we gezien dat het gedrag van de elektronen in grafeen bepaald wordt door de
Dirac-Weyl Hamiltoniaan en dat deze zeer sterk lijkt op de 2D relativistisch Dirac Hamiltoniaan. Nu zijn
we geinteresseerd in de 3D relativistische Dirac Hamiltoniaan:

HYirae — cq - P+ Bmc + Vi, (4.1)

Hierin zijn m de massa van het relativistische deeltje, @ en 8 de Dirac matrices, V' de potentiaal en I,4
de vierdimensionele eenheidsmatrix. De Dirac matrices zijn gegeven door:

_ 0 o _ 12952 0
w0 §) @ o= (% 5.)

met o; de Pauli matrices en Io,5 de tweedimensionele eenheidsmatrix.

In het geval van een vrij elektron is V' = 0. We krijgen dan een continu spectrum van toestanden met
energie groter dan F = mc? en een continu spectrum van toestanden met energie kleiner dan E = —mc?
met een bandkloof ertussen, zoals weergegeven in figuur 4.1. De positieve energietoestanden komen over-
een met hetgeen experimenteel gevonden wordt. Al deze toestanden moeten echter beschouwd worden
om een volledige basis in de Hillbertruimte te hebben. [19] Aangezien er nu geen laagste energieniveau is,
zou alle materie niet stabiel zijn, aangezien uiteindelijk alle positieve energie toestanden naar negatieve
energie toestanden zouden vervallen. Dirac loste dit probleem op in 1930 met zijn gatentheorie. Volgens
deze theorie zijn alle negatieve energieniveaus volledig bezet. Door het Pauli-uitsluitingsprinciepe kunnen
de positieve energietoestanden dan niet vervallen naar negatieve energie toestanden. [20]

m

}
—_—ﬂ states of
— li positive enengy

[~

LA

2

Q)
I

:

i states of
\J, negative energy

Figuur 4.1: De positicve en negatiecve energieniveaus die gevonden worden door de Dirac Hamiltoniaan.
Door de aanwezigheid van de potentiaal zijn er energieniveaus in de bandgap van het spectrum van het
vrije deeltje. Figuur afkomstig uit [21]

Dit vacuum kan geéxciteerd worden door een elektron in een negatieve energietoestand te promoveren
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naar één met een positieve energie. In dat geval blijft er een positief geladen holte achter. Het weghalen
van een deeltje met negatieve energie uit de vacuumtoestand komt dus overeen met het creéren van een
anti-deeltje. [19]

In de aanwezigheid van een zwakke elektrostatische potentiaal zoals een Coulomb potentiaal of een ruimte-
lijk inhomogeen elektrisch veld, ontstaan er gebonden toestanden met energie in het gebied 0 < E < mc?.
Deze toestanden zijn ruimtelijk gelokaliseerd en gebonden aan de potentiaal. [22]

Als de potentiaal toeneemt, dan zakken de energieniveaus. Wanneer de energie tot in het gebied
—mc?> < E < 0 zakt, dan betekent dit dat de bindingsenergie groter is dan de rustmassa van het
elektron. Als in dit geval spontaan cen elektron gecreéerd zou worden, dan zou de energie dus afnemen.
Dit is echter onmogelijk door de behoudswetten voor lading en leptongetal. [21]

Bij nog sterkere potentialen zakken de energieniveaus tot in de bandgap. In dit geval is het energetisch
voordeliger om een elektron-positron paar te vormen. Dit is niet verboden, aangezien het elektron van de
top van de valentieband kan vervallen naar het vrije energieniveau dat nu een lagere energie heeft. Het
elektron wordt dus gevangen in de elektrostatische potentiaal terwijl het positron ontsnapt.

4.2 Atomic collapse in waterstofachtige atomen

We zullen nu beschrijven wat er gebeurd bij een concreet systeem: een waterstofachtig atoom met atoom-
nummer Z. De energie van dit systeem wordt gegeven door de bekende fijn-structuur formule:

1/2
E,; = mc? 1+< Za )2 (4.2)
" - n— |k| + VK% — Z%2a2 ' '

Hierin is n = 1,2... het principi€éle kwantumgetal, o = 47715(, ;—i de fijn-structuur constantante, j het totale

angulaire kwantumgetal en en x een grootheid die hieraan gerelateerd is. De totale angulaire draaiimpuls
j is geralateerd aan de angulaire draaiimpuls [ volgens 7 =1 + % Het kwantumgetal x is gedefinieérd
als: [22]

(Y alsj =1+ 3,
Ry alsj =1— 1.

In de fijn-structuur formule is te zien dat de energie complex wordt als Za > |k|. Voor de laagste toestand,
de 1s toestand, is Kk = 1, zodat de energie complex wordt als de kernlading Z = 137 elektronladingen
bedraagt. Om te begrijpen wat er hier gebeurt, beschouwen we de golffunctie in de limiet » — 0, met r
de afstand tot de atoomkern. In deze limiet gedraagt de golffunctie zich als:

lim 9 (7) ~ PVRE=Z707 _ In(r)VrP=Z%a?
0

r—

Als de lading dus groter wordt dan de kritieke lading, dan vinden we dat de exponent imaginair wordt en
de golffunctie een oscillerende functie wordt, waarvan de frequentie toeneemt als de kern benaderd wordt.
Deze golffunctie is dan niet meer normeerbaar in de oorsprong. Klassiek kan dit als volgt beschouwd
worden: wanneer de lading groter wordt dan een kritieke lading voor een bepaalde energietoestand, dan
wordt die toestand instabiel en spiraleert het elektron neer tot in de kern. Dit fenomeen wordt de atomaire
instabiliteit genoemd. [22] In deze behandeling van de waterstogachtige atomen verdwijnt de toestand als
Za > |k|, aangezien we dan geen oplossing voor de energie meer vinden.

Het beschouwde systeem is echter niet fysisch aangezien om formule 4.2 af te leiden werd aangenomen dat
de kern een puntlading is. Als we de eindige grootte van de kern in rekening brengen, dan verdwijnt de
atomaire instabiliteit echter niet. Er werd in 1969 gevonden dat de energietoestand nu in de valentieband
duikt bij een kernlading Z = 173. De preciese waarde hangt af van aannames die gemaakt worden over
de potentiaal in de buurt van de kern, zoals bijvoorbeeld de grootte ervan. In figuur 4.2 wordt het
energieniespectrum van deze waterstofachtige atomen weergegeven in functie van de kernlading. Hierin
is te zien hoe de energieniveaus in het negatieve continuum duiken.

In de vorige sectie hebben we gezien dat als de energie toestand in de valentieband duikt ze instabiel
wordt en dat dit leidt tot de uitzending van een positron. Als de energietoestand in de valentieband duikt
dan wordt dit een quasi-gebonden toestand (een resonantie). In resonanties zijn de deeltjes instabiel en
hebben ze slechts een eindige levensduur. [22] Deze toestanden krijgen een bepaalde breedte en worden
uitgesmeerd over het negatieve continuum, zoals weergegeven in figuur 4.2. [21]
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Figuur 4.2: De laagste energieniveaus voor relativistische waterstofachtige atomen met kernlading Z.
De oplossingen van de fiynstructuur vergelijking worden weergegeven in stippellijn. De wvolle lijnen zijn
de oplossingen voor atomen met een eindige grootte. De toestanden krijgen een bepaalde breedte in het
negatieve continuum die weergegeven is door de wverticale balkjes (die vergroot zijn met een factor 10).
Figuur afkomstig uit [21].

4.3 De atomaire instabiliteit in grafeen

Aangezien de deeltjes in grafeen beschreven worden door een 2D Dirac Hamiltoniaan, kunnen we ons
afvragen of er iets gelijkaardigs aan de atomaire instabiliteit optreed in grafeen. Om deze vraag te
beantwoorden beschouwen we eerst de verschillen tussen het relativistische systeem dat we hier beschouwd
hebben en een systeem in grafeen: [22]

1. Het beschouwde relativistische geval is 3D, grafeen is slechts 2D en grafeen nanoribbons zijn slechts
1D.

2. In uniform grafeen is er geen effectieve massa en dus ook geen bandkloof.

3. In het relativistische systeem komt de afwezigheid van een elektron overeen met de aanwezigheid
van een positron, in grafeen komt dit overeen met een gat (hole).

4. De parameters van de twee systemen zijn verschillend: In grafeen komt de fermi-snelheid vy voor
in plaats van de lichtsnelheid ¢ en de diélectrische constante in grafeen is verschillend van die
in vacuiim. Hierdoor veranderen de fijnstructuurconstante o — aesy ~ 1 en de sterkte van de
Coulomb potentiaal.

We verwachten dus dat het fenomeen van de atomaire instabiliteit wel zal optreden, maar op een andere
manier dan in het relativistische geval. We verwachten ook dat door het verschil in dimensies, het op een
verschillende manier zal optreden in een systeem van grafeen en een systeem van grafeen nanoribbons.
Experimenteel kunnen we de ladingen induceren in grafeen om atomic collapse te observeren door geladen
onzuiverheden aan te brengen op het grafeenrooster.

Aangezien er geen bandgap aanwezig is bij uniform grafeen, treed atomic collapse niet op als het in de
valentieband duiken van een gebonden toestand. In plaats daarvan komen in grafeen in de buurt van sterke
ladingen resonanties voor die overeenkomen met deze atomaire instabiele toestanden. Deze resonanties
zijn uitgespreid over de ruimte en hebben een energie die juist onder het Dirac punt liggen. Deze vorm
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van atomic collapse is waargenomen door geioniseerde calcium onzuiverheden in elkaars buurt te brengen
om zo een superkritische lading te bereiken. [23] We zullen het fenomeen van de atomaire instabiliteit in
grafeen en grafeen nanoribbons met een bandgap behandellen in de volgende hoofdstukken.

In deze thesis bestuderen we wat er gebeurt als er meerdere ladingen in grafeen en grafeen nanoribbons
geinduceerd worden. Deze ladingen kunnen we samen beschouwen als een molecule en we spreken daarom
over moleculaire instabiliteit.
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Hoofdstuk 5

Eén Coulomblading in grafeen

In dit hoofdstuk bestuderen we systemen met een centrale potentiaal om daarna het systeem met een
Coulombpotentiaal te beschrijven. In deze sectie baseren we ons op [18]. Om dit beter te kunnen volgen
gebruiken we hier de eenheden » = vp = 1 gebruiken.

5.1 Grafeen met een centrale potentiaal

5.1.1 De algemene differentiaalvergelijkingen

De Hamiltoniaan voor een 1D Dirac systeem met 1 lading en een effectieve Dirac massa, in de buurt van
het K Dirac punt wordt beschreven door aan de Hamiltoniaan in formule 3.1 de Coulombpotentiaal toe te
voegen. Voor we deze bestuderen beschouwen we de Hamiltoniaan met een algemene centrale potentiaal:

Hop = T (eos + pyoy) + Ao, + Usp(r) = —i (0,0, + 0,0,) + Mo, + Uap(r),

met r de afstand tot de oorsprong. Hier hebben we gebruik gemaakt van de definitie van de effectieve
Dirac massa en de keuze van de eenheden. Aangezien de Coulombpotentiaal radiéel symmetrisch is,
commuteert deze met zowel de z-component van de draaiimpuls operator en met de isospin operator.
We krijgen dus dezelfde commutatierelaties met deze operatoren als bij de Hamiltoniaan zonder externe
potentiaal. De totale draaiimpuls is dus opnieuw een behouden grootheid en we kunnen werken met eens
sferische basis, van de vorm gegeven door formule 3.6 in subsectie 3.3.2.

Omwille van de symmetrie van het systeem, schrijven we het eigenwaardeprobleem H, DYpm = Evpy, in
poolcodrdinaten, door gebruik te maken van de relaties tussen de verschillende coordinaten stelsels:

x =rcost en y =rsinf = r=a?+ y? en 0 =tan~! (g> ,
x

2 2 Otan~! (¥ —
g 0D 000 0TI oo 1,0 1 —yo
dx or Oz 90 oz or oz 09 2\/x2+y2  Or 14 (%) z? 96
_ rcosf 0 rsinf 0 _ 0 19] sinf 0
T r or 2 06 PVor r 00’
or 0 000 /a2 +y2 0 Otan~' (%) 9 1 0 1 10
:>8y:‘—,—+——: \/ & -l-y__'_ : (z)_:—2y‘_+—2__
Oy dr — Oy 00 y or y 90 2\ /x24+y2 TOr 14 (g) x 06
B Tsin92+rcos€2 _Sin92+cosﬁg
r or r2 90 or r 00

Dit geef voor de combinaties van de impulsoperatoren in de Hamiltoniaan:

L . 0  .sinf 0 . 0  cosB O
Dy TPy = —10, £ 0y = zcos@ar—l—z " Be:l:smﬁarj: 0
, . o 1, . a . 0 1 . 0
= (—icosf +sinb) o + - (isinf £ cos @) 29 = ¢ (cos O+isin ) o + " (cos O+isin ) 50

= et (—z’c")r + 1ag> )
T
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We kunnen dit nu invullen in het eigenwaardeprobleem voor de energie en de bekomen formules herschrij-
ven zodat we twee formules hebben die de twee spinorcomponenten aan elkaar relateren:

My + e (—id, — L09) x + Up = Eop, _ (E-M-U)p= e-f‘f) (—i0, — L0p) x,
e (=id, + 18y) ¢ — Mx + Ux = Ex. (E4+M-U)x=e"(—i0, + 1)) .

We kunnen nu de algemene vorm van de sferische basisfuncties invullen. Dit geeft:

(B~ M — U) Fy(r)Orn(6) = i~ (—iar - %m) Gy (1O 11 (6)
= ¢ D, Gy (1)) O1(6) — 6 - Gyn(r) (0O (6))  en
i(E+ M —U)Gpm(r)Omi1(0) = (—z’&r + %@,) Fpn (1) (6)
= i€ (0, Fyn (1)) ©rn(6) + €5 Fy (1) (0010 0))
We kunnen nu gebruik maken van het feit dat 9y0,,(8) = imO(#) en dat O,,1(f) = €O,,(d). Dan

kunnen we de hoekathankelijke component (en een factor ¢ in de tweede gelijkheid) wegdelen en krijgen
we nadat we alle termen naar dezelfde kant brengen:

0 m+1

EGpm(T) + TGpm(r) —(E—M—-U)Fpp(r)=0, (5.1a)
(%Fpm(r) - %Fpm(r) + (E+M —U)Gpm(r) = 0. (5.1b)

Tot hier toe hebben we de functies aangeduid met de kwantumgetallen p en m. In plaats van die laatste
kunnen we ook de eigenwaarde die hoort bij de totale draaiimpuls j = m + % gebruiken. Als we de
formules met /7 vermenigvuldigen, dan kunnen we ze schrijven met deze eigenwaarde als volgt:

O (o) + L (Goa?) — (B~ M ) (ByvP) =0, (5.22)

O (B )~ L (ByyF) + (B + M~ 1) (Gyy/F) =0 (5.20)

In deze vorm is de symmetrie tussen de twee componenten van de golfvector duidelijker zichtbaar. In
hetgeen volgt zullen we om de notatie te vereenvoudigen de subscripts p en m of j bij de componenten
van de golffunctie weglaten.

5.1.2 Centrale potentialen die sterker dan de Coulombpotentiaal zijn

We kunnen nu de formules 5.1 gebruiken om het gedrag van de golffuncties in de buurt van de oorsprong
te bestuderen. Voor systemen met een potentiaal U die sneller divergeert dan 1/r, overheerst de term
met de potentiaal in de buurt van de oorsprong en reduceren de formules tot:

0,G+UF =0 en o0, F —UG = 0.

We kunnen deze formules nu afleiden naar r en de andere formule omvormen en hierin invullen, dan
krijgen we:

1 ,

0=0?G+0,UF + UG, F = 902G — 7OU0G + UG = UJ2G - 0,U0,G + UG,
. . 1 . .

0=0°F - 0,UG - UG = 9*F — FOUOF + U’F — UO?F — 0,U9,F + U®F.

Deze differentiaalvergelijking is gekend. De oplossingen hiervan zijn:

F=Ciexp (z/ Udr) + Cs exp <—z/ Udr),
G = Cszexp (2/ Udr) + Cyexp (—z/ Udr).
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Hierbij kunnen we de onderste integratiegrens vrij kiezen, maar moeten we wel consistent zijn. We kunnen
deze golffuncties nu invullen in de gekoppelde differentiaalvergelijkingen. Om de notatie te vereenvoudigen
schrijven we de exponent als f. Dan krijgen we:

o F = C’lefiU - Cge_fiU =U (C3€f + C4€_f) iCh — i02€_2f =C3+ 046_2f
0rG = CgefiU — C4€_f7:U =-U (Clef + Cge_f) 1Cy + iOge_Qf =C3 — 046_2f
2iC = 2C- )
’L.Cl 203 — C3 ’LC.’l,
2iChe=2f = —2C e~ 2/ Cy = —iCy.
We kunnen de parameters nu herschrijven als C; = C¢®/2i en Cy = —Ce™°/2i. Door de parameters op

deze manier te schrijven, kunnen we de gevonden oplossingen schrijven als:

F:C’Sin(/ Udr—l—d) en GzC’cos(/ Udr—i—é).

Deze functies oscilleren zeer sterk en hebben geen limiet voor » — 0. Potentialen met een straal afhan-
kelijkheid »=° met s > 1 in de limiet r — 0, kunnen dus niet meer beschreven worden aan de hand van
de laag energetische Dirac theorie.

5.2 Grafeen met de Coulombpotentiaal
De Coulombpotentiaal van een lading e() in vacuum dat een elektron voelt wordt gegeven door:

1 e2Q a@) Z 1 €2 1 300
V(T)——RT——TLCT——? met a—mﬁwm en Z—OZCQN—Q.

Hierin is o = =< ~ -k de fijnstructuur-constante. In de laatste gelijkheid van de potentiaal zijn we
4me he 137 g =hi g

weer overgeschakeld naar de eenheden A = vp = 1, waarin geldt dat ¢ =~ 300. Merk op dat we hetzelfde
resultaat krijgen als we de Hartree eenheden i = e = 1 gebruiken, aangezien dan geldt dat ¢ = 1/a.
Merk op dat in dat geval Z = Q.

De Coulombpotentiaal is evenredig met ! en is dus een randgeval: We kunnen het systeem al dan niet
beschrijven aan de hand van de laag energetische Dirac theorie, athankelijk van de waarde van Z. We
kunnen hier weer het gedrag van de golffunctie in de buurt van de oorsprong bestuderen. We nemen
aan dat in de limiet r — 0 geldt dat F\/r ~ 17 en G\/r ~ r7. Als we dit invullen in formules 5.2, dan
overheersen de singuliere termen, dus kunnen we de andere termen verwaarlozen. We krijgen dan:

0 ' zZ
O:Er”’-k‘%r”—(E—J\4+?)mer”’_l—l—j?”_l—kZW_l = y=—j—Z,

0 ] Z

0=—p —Lpr 4 <E+M'+—)r7%’yr'yl — T 2T = = Z
or r r

We kunnen deze resultaten nu met elkaar vermenigvuldigen, en de wortel nemen. Dan vinden we dat in

de limiet r — 0 de straal afhankelijkheid van F'\/r en G+/r evenredig is met r7, waarbij v gegeven wordt

door:

1 3
=32 -Z3, met j=4-,+—....

27 2

We kunnen de laag energetische Dirac theorie dus gebruiken zolang |Z| < % zodat dit kleiner is dan [j|,
voor elke waarde van j.

We zijn geinteresseerd in de energieniveaus in de bandgap, met |E| < M. We kunnen analoog aan het
3D geval de golffuncties schrijven als volgt [18]:

F=+vM+ Ee_p/zp“’_%ﬁ(/)) G=VvVM— Ee_p/Q/ﬂ_%é(p)
2\ en A=+ M? - E2

met p
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Als we dit nu invullen in formules 5.1, dan krijgen we:

~_
3
wles
[}
S
SN—
4
o
<
~
l\D
«\)
m
|
()
S
SN—
~__
[\
>

. X .
p F

Met een analoge uitwerking vinden we uit de andere formule:

0=p3nFl) + (=) F(p) ~ & (Flp) - G(o)) + 575G

We introduceren nu twee functie Q1 en )2, zodat F = Q1+ Q2 en G = @1 — Q3. Dan worden de
differentiaalvergelijkingen:

0= (@1 = Qa) + (0 +5) (@1~ Q) (@i +Qa),
0 ZP% (Q1+Q2) + (v —7) (Q1 +Q2) — pQ2 + M/\fE (Q1—Q2).

Door de som en het verschil van deze formules te nemen en te delen door twee, krijgen we respectievelijk
de vergelijkingen:

0 A
0 =P6—Q1 + Q1 — jQ2 — SV (BEQ1+ MQo)

=P Q1+<7—Z—>Q1 (j-l—ﬂ)Qz»

0 A7
0 poQ2 —JQ1 Q2 —pQet s (MQ1+ EQ2)

—f’a Qs - ( —@)Qw(v p+Z—>Q2

Deze formules kunnen we eenvoudig omvormen naar formules voor ()1 en Qo:
. IM 0 ZE .
<J + —) Q2 =p7-Q1 + <’Y - —> Q1, (5.3a)
ap A

ZM
<j - —> Q1 P(%Cb + <’Y P+ Z—) Q. (5.3b)
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Als we de formule voor @ invullen in de vergelijking waar de formule voor Q2 uitgehaald hebben, dan
krijgen we:

02 ) ZE o ozMm\ !
020(%’6—/)2@24-8—,0@24-(7 p+ ) —Q2 — Q2>< _T>
7E B 7E o ZMN\? . IM
+<’YT> <P%Q2+( P+—>Q2> (]T> (J+T>Q2
2 o (PN (e EE L ZEY(_ZMNTT O,
AT ey p (el B F 5,2
+ | —p+ _@ _ +@ _ ‘+ﬂ '_ﬂ '_ﬂ _1Q
p o A U it i i-= 2
=>0—28—2Q +p(14+2y— )EQ
=0 5@t 7= P) 5,
ZE ~ZE pZE Z°E® 221\12
+<—p+w2—p~y+7)\ —V)\ +p>\ -z -+ = )

o2 4 ZE
_p82Q2+P(1+27 p) sz+(—p+“y2—p~/+—pA —JZ—I—ZZ)Qz

Q2

0 0

2

=p 8—p2Q2+P(1+2’7—P)6—pQ2—p<1+7——>Q2
0? 0

:>0=pa—p2Q2+<].+2’)/—p)a_pQ2— ].+")/—— QQ

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van de definitie van A = M2 — E? en het feit dat v = /j2 — Z2.
Als we omgekeerd de formule voor Qs invullen in de vergelijking waar we de formule voor 1 hebben
gehaald invullen, dan krijgen we:

a2 P . y
0=p (s + gpat (1= 50) o) (94 @) (-5 e
+<7—p+@) (piQﬁ(v—@)Ql) (j+ﬂ)_l
A ap ) A
. ZMN\ ! ZE ZE\ (. ZM\ ' 0
_P82Q1<J+T> +P<1+ﬂ/—T+’Y—P+T>(J+T) %Ch

G2 B) - 2)(+2)

, P
— 0=p WQ1+P(1+2‘/—P)—Q1

dp
o ZPM?  , AZE pZE  ~NZE Z2E2
B v S s w0 (e M i S wl Q1

02 d ‘ pZ
:>0p2—0p2Q1+p(1+2“/p)a—pQ1+<]2+(12+7 m+—)Q1
02 d
=p —ap2Q1+p(1+2v—p)—apQ1—p 7—— Q1

02 0 ZE
= OZPG—K)QQ1+(1+2‘/—P)a—pQ1— (’Y——> Q1.

Deze vergelijkingen hebben de vorm van de Kummer differentiaalvergelijkingen. Deze worden gegeven
door:
2

d d
zw}w—(c—z —F —aF =0.

)dz
De oplossing hiervan is de confluente hypergeometrische functie F(a, ¢; z). Deze is gedefiniéerd als volgt:

o0

Fla,cz) = Z (a)"ﬁ.

|
— (c), n!
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In deze formule komt het Pochhammersymbool (@), voor. Dit is gedefiniéerd volgens de recursierelatie:
(a)n/(@)n—1 = a +n — 1, met randvoorwaarde (a)o = 1. We kunnen dit in formulevorm schrijven
als: (a), = I'(a +n)/T(a). Als we de algemene Kummer differentiaalvergeijking vergelijken met de
vergelijkingen voor (1 en (2, dan vinden we dat deze functies gegeven worden door:

ZE ZE
Q1=01~7:<7—T»1+2’Y§P> en Q2=C2]:(1+’Y—T71+2’Y§/))-

De confluente hypergeometrische functie heeft de eigenschap F(a,c;0) = 1. Als we dus formules 5.3 in
r = 0 beschouwen, dan vinden we dat de verhouding tussen de parameters gegeven wordt door:
N
12 = — = .
G+ Zi” v+ 4E

Met deze verhouding kunnen we de componenten van de golffunctie dus schrijven als:

F=CVM+ Ee/?p~% [f (7 - ?,1 +27; p) +cinF (1 + - ?,1 +27;p>} ) (5.4a)
ZE ZE
G = C’lx/M—Ee—P/%“/_% {]-' <7 — T’l + 27; p> — c19F <1 +v— T,l +2'y;p>} . (5.4Db)

Door de factor e #/2 in de oplossing, worden de componenten van de golffunctie nul op oneindig als de
reeksontwikkelling van F eindig zijn. De confluente hypergeometrische functies hebben als eigenschap
dat een functie F(—n,b, z) met n een natuurlijk getal, een polynoom is van graad kleiner of gelijk aan
n [24]. We vinden dus gebonden toestanden als geldt dat:

() - AN ., met n=0,1,2... alsj>0,
TN By n=1,2... alsj<o.

Merk op dat het linkerlid overeenkomt met de teller van ¢15. We kunnen de voorwaarde voor gebonden

toestanden nu omvormen naar een formule voor de energie van deze toestanden. Hierbij moeten we
rekening houden met de energie-athankelijkheid van A. Dit geeft:

ZEyu; = (7(j) +n)\[M? - B2, = Z°E;; = (4(j) +n)* (M - E}))

. 2 2 2
M M
— (224 () + ) B = (0) +np > = gy = QU W
Z2 4 (v(4) +n) I+ 55

ngn(Z)

Vit CIEEE

Hier hebben we sgn(Z) toegevoegd, omdat in de eerste gelijkheid hier het rechterlid positief is, waardoor
Z en E,; hetzelfde teken moeten hebben. We zien hier dus dat de gebonden toestanden een dubbele ont-
aarding hebben, want E,; = E, _;. We kunnen de normalisatie van de toestanden bepalen door de limiet
r — oo te vergelijken met hetgeen we verwachten uit verstrooiingstheorie. Voor een Coulombpotentiaal
verwachten we [18]:

met  (j) = VJj? - 22 (5.5)

_ BN (M2 4 B) (4 ZMup/BA) e e
r1i>nolc F(r) = Muvy \/ 2hvpZn!l' (14 2y +n) (23) NG
(M+E)({+ZM/N) AT

nt+y €
(2Ar) 7

M 2ZnT" (14 2y +n)
~——

e Jim R(r)

Hierbij komt R(r) overeen met het radiéle deel van de golffunctie in een sferische basis zoals in het geval
zonder potentiaal. De factor A(r) komt hier overeen met een parameter die bepaald zou moeten worden
door de randvoorwaarden. Door de vorm van de Coulombpotentiaal is deze parameter nu echter ook
athankelijk geworden van de afstand tot de oorsprong.

Het gedrag in de limiet naar oneindig van een polynoom is gelijk aan het gedrag van de grootste orde
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term van die polynoom. Tussen de vierkante haakjes van de gevonden oplossingen (formules 5.4) staat
de som van een polynoom van graad n = —y + ZE/\ en een polynoom van graad n — 1, hetgeen terug
een polynoom van graad n is. In de limiet r — oo vinden we dus dat het gedrag van hetgeen tussen de
haakjes staat gegeven wordt door:

_ ZE 7 _ n 1\ ) 7
hmf(’y—?,l—FQ%p):(fy 3w () pt (DA 429) p

r—o00 (1+2y), ! (14+2y),n! L(1+2y+n) nl
_(=D)'TO+2y)
rl+2y+n)

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van de definitie van het Pochhammersymbool met Gamma-functies.
Anderzijds hebben we gebruikt dat de Pochhammerfunctie als eigenschap heeft dat voor natuurlijke
getallen n geldt dat (—n), = (—n)(—n+1)...(=2)(-1) = (=1)"1-2...(n — 1)n = (—1)"n!. We vinden
dus dat het gedrag op oneindig van de gevonden golffunctie gegeven wordt door:

lim F(r) = (~1)"C,WM + E Erfﬂie—pm P

r—00 (1—|—2’)/+TZ)
n F(l +2"y) Y n+,y_l
=(-1)"CiVvM + E———F—e " (2 z,
(=17 * I‘(1—|—2’y+n)e (2Ar)

We kunnen nu de verwachtte limiet vergelijken met de gevonden limiet. Dan vinden we voor Cf:

(M+FE)(j+ZM/N)
M 2ZnT' (14 2y +n)

n o A2 L(1+2y+n) (]+ZM/)\)
(=1) Ml“(1+27)\/ Zn!

ny n I(1+2y)
(2)\7“) + —(—].) Cl\/M+Em

(2\r)" 7

chz

De afleiding voor de andere component is volledig analoog, alleen hebben we dan altijd /M — FE in plaats

n vM — E. Merk op dat we wel dezelfde normalisatiefactor uitkomen. Als we deze nu invullen, dan
vinden we dat het radi€le deel van de gebonden toestanden van een deeltje beschreven door de Dirac
Hamiltoniaan in de buurt van één lading gegeven wordt door:

F(r) ) _ (D"A2 T+ +0) G+ 2ZM/N) o
( G(r) ) _MF(1+27)\/ Zn! (2Ar)

ol

VM +E .7-'(7 E,1+2'y;2)\r)—ﬁéﬂi?(l—i—'y—z—f,l—l—Qyﬂ)\r)
VM= E |F(y - ZE 1+ 2v;20) + A F (1 ZE | 4 9~:9)
(v = 551+ 29%:20r) + 7 F (1+7 = 55,1+ 273 20n)
—1)" \3/2 r'(1+2 1
— = LE2Y 1) o3 (5.6)
MU (1+29)\ Znl(j+ ZM/X)

" ( VM +E|[(j+ ZM/X) F (—n,1+27;22r) —nF (1 —n, 1+ 27;2r)] )
VM —E[(j+ZM/N) F(—n,1+427;2Ar) + nF (1 —n,1 4 2v;2Xr)]

Om de volledige golffunctie te vinden moeten we dit enkel vermenigvuldigen met de bijhorende radiéle
component. De tweede component vermenigvuldigen we nog met een factor ¢ per conventie.

In de rest van deze thesis zijn we geinteresseerd in de grondtoestand van een systeem met een positieve
lading, zodat Z > 0. We zoeken dus de toestand die formule 5.5 minimaliseert. Om te zien welke dit is
vullen we de definitie van 7 in:

M M

Z?2 z2 '
\/1 T (v()+n)? \/1 + ( j?—znrn)E

De energie is dus minimaal als hetgeen onder de wortel staat maximaal is. Dit gebeurt als het kwadraat
minimaal is. Zowel v(j) en n zijn positief, dus hun som is minimaal als ze elk zelf minimaal zijn.
Aangezien geldt dat j* > Z2, is de wortel minimaal als j% minimaal is, dus als j = 3. De minimale
waarde van n is nul, maar komt enkel voor als j > 0. De grondtoestand wordt dus gekarakteriseerd door
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de kwantumgetallen (n =0,j= %) De energie die bij deze toestand hoort is dan:

i \/1+ﬁz \/1+(é)——Z2 \/() - 72472

M M My/(3)* - 22
E, z) =2M —22 M\/1—422.

De radiéle delen van de componenten van de golfvector kunnen gevonden worden door de kwantumgetallen
in te vullen in formule 5.6. Hierdoor krijgen we in de eerste term een confluente hypergeometrische functie
van de vorm F(0,b;z) = 1 en valt de tweede term tussen de vierkante haakjes weg aangezien we daarbij
vermenigvuldigen met n = 0. Dit geeft:

( F(r) ) _ \3/2 I'(1+2y) =N (2Ar) ( VM +E (3 + ZM/X) F (0,1 + 2v;2Ar) )
G(r) ) MU +2y)\ Z(5+2ZM/N) VM —E (3 + ZM/X\) F (0,1 +2v;2)r)

_ \3/2 1 +M_M(2>\) %(\/M-FE)

T MyT(r2y)V2Z A M—-E )
We kunnen dit nu vermenigvuldigen met het bijhorende angulaire deel namelijk ©¢(f) en i©,(6) om de
volledige grondtoestand te vinden. Dit geeft:

\3/2 1 _1 VM ¥E
Wy (r,0 +J\[ e N (2Ar) 772 ( - )
o(r0) = M\2rT (1 1 27) / @) i AT E

We willen in deze thesis onze resultaten voor het 2D probleem vergelijken met de resultaten in [25]. Daar
wordt gewerkt met de grootte van de bandgap A = Mv?% in plaats van M. Hiervoor kunnen we gewoon
de substitutie M — A gebruiken. We vinden dan dat de energie van de grondtoestand gegeven wordt
door:

Eo = &A= A1 — 4272, (5.7)

We hebben hier £ gedefiniéerd om latere formules te vereenvoudigen. Om te beginnen merken we op dat

we 7y ( ) kunnen schrijven als:
1\? 1 3
= <§> —22:5\/1—422:—

Verder krijgen we in deze notatie dat er geldt:

VM+E — JA+EA = /(1 +€) A

— /\:\/M2—E2—>\/A2—E2:\/A2—A2x/1—4222:A\/1—1+422=QZA.

Als we deze nieuwe notatie gebruiken dan vinden we dat de grondtoestand gegeven wordt door:

— (224)" 1 A ozar 5-3 VAT FE
Wo(r0) = g e\ 3z T azse T ezt (LK Tt )
_ 278 ezar(yzppy €D ( VI+¢E ) _
AT (1+¢) e VT—¢

In de paper waar we onze resultaten mee vergelijken, introduceren ze de lengtemaat Ra = fivp /A =1/A
in de gekozen eenheden. We vinden dus dat de grondtoestand van een deeltje dat beschreven wordt door
de Dirac Hamiltoniaan, in de buurt van een lading gegeven wordt door:

27 <4_Z7">(£_1)/2 eszr/RA ( V14+€ > (5 8)
VAT (1 + €)Ra ie®y1T=¢ )° '

Dit is hetzelfde resultaat als in [25]. Daar werd echter gebruik gemaakt van de Hartree eenheden. Als we
overschakelen merken we namelijk dat er geen extra factoren moeten vy verschijnen om de eenheden te
doen kloppen. In de rest van deze paper zullen we altijd Hartree eenheden gebruiken.

-

\IJQ(T,Q) =
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Hoofdstuk 6

Eén Coulomblading in een grafeen
nanoribbon

In dit hoofdstuk bestuderen we een 1D systeem met één lading. Hiervoor baseren we ons op [26]. Hierin
worden de Hartree eenheden h = e = 1 gebruikt, dus deze gebruiken we ook in dit hoofdstuk.

De Hamiltoniaan voor een 1D Dirac systeem met 1 lading en een energickloof 2fivp A wordt beschreven
door de volgende Hamiltoniaan:

Hip = VpPeOy + TwpAoy + U(x) = —ihwpdyohivp Aoy + U(x)

. 0 -0, — A
:ZﬁUF< —0, + A 0 >+U1D(33),

met Uyp(z) de 1D Coulombpotentiaal. Merk op dat onze definitie van A hier verschilt van die in het 2D
probleem, aangezien daar A(;p) de grootte van de gap was en al de eenheden van energie had, terwijl A
hier een inverse afstand is.

We kunnen de 1D Dirac vergelijking herschrijven als volgt:

v (20 )= (0 ) ().

We kunnen dit nu herschrijven door gebruik te maken van de unitaire transformatie U = %2 ( 1 L ) .

-1
Deze transformatie is unitair, want U is een symmetrische reéle matrix, dus UT = U. In dit geval geldt

dus:
1/1 1 11 1L/A141 1-1
U - U = - . _
UU_UU_2<1 —1)(1 —1)_2(1—1 1+1>_I’

met I de eenheidsmatrix, dus UT = U~!. Deze transformatie toepassen op de matrix in het rechterlid
van voorgaande vergelijking geeft:

171 1 0 -0, — A 1\ _1/-0,+A -0,-A 1 1

2\ 1 -1 —0, +A 0 1 -1 ) 2\ +0,-A -0,—-A 1 -1
1 0+ A-0, - A -0, +A+0:+A
- +0, —A =0, — A 40, - A+, +A

(-0, A
T\ A 40, )

Door de transformatie toe te passen op de golfvectoren ((,91(3:),@2(:1:))T, krijgen we de golfvectoren
(Y1 (z), z/)g(x))T. De transformatie toegepast op de 1D Dirac vergelijking geeft dus:

( - ) ( o ) :i(e_VlD(as))< g ) (6.1)
(@

Hierbij hebben we € = E/fivp en Vip(x) = Uip(z)/fivp ingevoerd en de formule met —1 vermenigvuldigd.
We gebruiken een verschoven Coulombpotentiaal om het systeem te beschrijven, omdat de potentiaal
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anders te snel divergeert in x = 0:

12Q 1 Q U

47T€hvpa+|x| Cwpaolr] a+ x|

Vip(z) =

in Hartree eenheden i = e¢ = 1. Hierin zijn a de verschuivingslengte en U = aQ/vp een variabele
gerelateerd aan de lading. Uit de definitie van Z in 5.2, vinden we dat U en Z gerelateerd zijn volgens:

c 137 U
Z =aacl) = acvplU =vpU ~ —U ~ —U = —, 6.2
ac@ =acorU = U=~ 555U~ 556V = i (6.2)
in Hartree eenheden. We hebben hier Uy = 4—; % ﬁ = QULF ingevoerd die de rol speelt van een effectieve

fijnstructuur constante In op grafeen gebaseerde systemen zoals koolstof nanotubes en grafeen nanost-
rips, is vp & 355, zodat Uy ~ 333 ~ 2.19. [27]

Als we de potentiaal nu invullen in formule 6.1, dan krijgen we twee gekoppelde formules voor de com-
ponenten van de golffunctie:

P 10
51 — Ay =i (e + a+|m| Y1, . Yo =12 — £ e+ = ) Y (6.3)
Arpy — Zapy =i 6+r|$| Pa. Y=Lk Z+ £ +%|x‘ Pa.

Stel dat we de verschuivingslengte niet in hadden gevoerd. Als we dan zoals in subsectie 5.1.2 aannamen
dat de componenten van de golffunctie evenredig zijn met £ in de limiet z — 0, dan zouden we in deze
limiet volgende relaties vinden:

ar® !t = iUze! en —az® = iUz> L
Dit heeft enkel als oplossing @« = U = 0, maar dan hebben we geen lading meer. Dus we moeten de
verschuivingslengte a gebruiken.
We kunnen de formules 6.3 voor 1 en v nu terug invullen in de formule waar we de andere component
uit hebben gehaald. Dan krijgen we:

2
1 .0° ) 2 i U _ U 2 1 U

M’l ~ kgt & (e ) B0 - Aamevn = & (et o) Fvnr & (o m>2¢1
_ U ) 1 U

A 8952 ¢2 "‘ (5 + a+|:v|) ¢2 AmSgn(beZ — Aypy = i (6 + a+|x|> %1/)2 N (6 + a+\x|> (05

We krijgen dus twee tweede orde differentiaalvergelijkingen:
0%y o U U \?
b2 A~ son(z) (et ——— . 6.4
D (@t |z)® (@) a+ |zl Y12 (6.4)

Hierbij komt het minteken overeen met de differentiaalvergelijking voor 17 en het plusteken met die
voor 1)y. Aangezien we hier absolute waarden en een sign-functie hebben, beschouwen we twee gebieden:
gebied I met x < 0 en gebied II met x > 0. We lossen hier de differentiaalvergelijking voor 1, op in
gebied II.

Eerst expanderen we de kwadratische term en introduceren we de variabele k = /A2 — 2. Aangezien
we geinteresseerd zijn in de gebonden toestanden waarvoor geldt |e| < |A[, geldt £ > 0.

2 2
0“1 [Ag_i U 5  2eU U b

oa? (a+2)? etz (a+u)?

|2 Ut
L at+z  (a+x)

We kunnen nu de variabele £ = 2k(a + ) definiéren. Dan krijgen we voor de afgeleiden:

i—%g—%@é en 8—2—2 9 —2&8 252 —4282
dxr  dxdE T OE 0x2 Oz \ Ox o0&

We vinden dan voor de differentiaalvergelijking:

2P [ o dreU  4K2 (U2 +1D)

€2 £ 2
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We kunnen nu de twee nieuwe parameters p en v definiéren als volgt:

U 1 1
‘uze_ en y:iU——:>V2:—U2—iU+—.
K 2 4

We kunnen dit nu invullen in de differentiaalvergelijking, dan bekomen we:

2 1 2
T, [_1+E+Z z
o¢? 4 ¢ &
Dit is de bekende Whittaker differentiaalvergelijking. Deze heeft de Whittakerfuncties als oplossingen.
Aangezien we als randwoorwaarden hebben dat de golffunctie normeerbaar is, zijn enkel de Whittaker
functies van de tweede soort een oplossing, aangezien die van de eerste soort divergeert op oneindig. We
vinden dus als oplossing van de differentiaalvergelijking:

] V1. (6.5)

v o 1
Yi(r >0) =Wy (&u) = 5111/2+ e /2y (5 +v—p, 142, 511) .

Hierbij duidt het subscript II op het feit dat dit de keuze van £ is in het gebied > 0. In deze formule is
Ul(a,b, &) de Kummer confluente hypergeometrische functie die gedefiniéerd is als:

T'(1-1b) r(b-1)
T(a—b+1) T (a)

In deze formule is F(a,b, &) opnieuw de confluente hypergeometrische functie van de eerste soort, die
we ook zijn tegengekomen in het 2D geval.

De oplossing voor 11 in het gebied x > 0 is volledig analoog. Het tekenverschil tussen de vergelijkingen
voor 17 en 1, wordt opgeheven door het tekenverschil van de sign-functie. We krijgen dus overal dezelfde
formules, maar met de substitutie a + © — a — z. Als we dan de variabele £ = 2k(a — z) definiéren,
krijgen we een minteken bij de eerste afgeleide dat zichzelf opheft bij de tweede afgeleide. We vinden dus
exact dezelfde differentiaalvergelijking, met dezelfde oplossingen, maar met een andere definitie van &.
De oplossing voor ¥, in gebied I is terug te vinden in de appendix en de oplossingen voor ¥ in gebied II
is analoog. We kunnen de resultaten dan noteren als:

_ AW/J,,I/ 1 (5 ) _ CWM,V (5 )
d}l(x) - < BW“: (51)1 ) en 11’11(35) - ( DW}.L,V—H (Igll) ) .

Hierin is & = 2k(a—x) en &1 = 2k(a+z). De Whittaker functie heeft als eigenschap dat als p en z overal
reéel zijn, de functiewaarde ook overal reéel is. In dit geval is enkel p complex, waardoor de gevonden
Whittaker functies ook overal reéel zijn.

We kunnen de relaties tussen de componenten van de golffunctie in één gebied vinden door deze in te
vullen in formule 6.3. In gebied I wordt dit:

U (a,b,&n) = Fla,b, &) + €7 F(a—b+1,2-b&).

10 1 U 10 i} U
h=xa2t % (€+—a+|m|)w2 en wQZE%Z(EJF—a—I—M) 1

B 0 1B 2kU
= AW, 41 (&) = Z%Wlt,lf (&) + N <€ —+ ?) Wi (&) en
A 0 1A 2kU
BW,.. (&) = Z%Wu,u+1 (&1) — "N (6 + ?> Wi+t (&) -

Hier hebben we gebruikt dat in gebied I geldt dat 2x(a + |x|) = &. De afgeleide van de Whittaker functie
wordt gegeven door:

0 (& = 2)W, 1) (&) — 2Wp1 041y (§1)
%Wu,u(ﬂ) (&) = -2k ( pritl) 2%, ptlr(tl)
2K 2K
= —&W, ,41)(&) + ?WM,U(H)(&) + gWu+1,u(+1)(§I)'
Als we dit nu invullen in voorgaande formule, dan vinden we:
Bk 2Bk 2Bk 1B 2cU
AWppi1 (&) = = Waw (&) + &—AWH,V(&) + &_AVVM-I-LV(&) N (6 + ?) Wi (€0,
Ak 2AKU 2AK iA 25U

B, (6) =~ Waoi1(8) + o Wia(@) + 3 Wrno6) = 5 (e 250 ) Wi ().
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We kunnen deze formules omvormen, dan vinden we:

261 2K WH+1J’(£I) . ( 25U):| /_L l/(gl) B
A= Al AR 2 WAS VY d
{ e & &g Wa(&) AN & Wyt (&) A

B { 261 26 Wig1,u41(&1) _ (6 n QKU)] Wiw1(&) A

e T W @) & )| W@ A

Merk op dat dit altijd moet gelden en dus onafhankelijk is van &. In het bijzonder moet dit gelden in
de limiet x — —o0, dus & — oo. In die limiet verhouden de Whittaker functies die in deze formules
voorkomen zich als volgt:

Wi
lim Z it l(#)SD (+1)(€I) ~ lim & en lim —VV“’ (&)

=1.
E1—00 WH’V(+1)(§I) §1—00 £1—o0 WN u+1(fl)

Als we dit dan invullen in de vergelijkingen voor A en B, dan krijgen we:

2 26U\ | B i
A= lim [—/@_F%_'_Qﬁ_‘_i( n K )]—:ﬁ—’_LGB,

&1—00 I &1 A
. 2K . 2kU A K — 1€
511—13;0[ " & " Z( &1 )] A

Deze formules zijn equivalent, want als we de formule voor B in die voor A in vullen, dan krijgen we:

K+ i€ kK — 1€ K2+ €2 A% — 24 ¢
A= X x A= Ao A= A? A=A

Voor gebied II werken we met &1 = 2k(a + x), waardoor het minteken vooraan in de afgeleide niet
verschijnt en de overeenkomstige termen van teken veranderen. In dat geval vinden we in de limiet
&1 — oo hetzelfde resultaat, maar met kK — —x. We kunnen de golffuncties dus noteren als:

dily) — L KW (&) _ W w (&)
I/JI<‘L) - \/a < AWMTLV (fl) ) €n wII( ) \/a ( _RXZEIIjV/J«,V'Fl (511) > :

We kunnen gebruik maken van de randvoorwaarde dat de golffunctie continu moet zijn in x = 0, waar
&1 = &1 = 2ka om de relatie tussen cj en cr7 te vinden:

\—fLﬁfW wvt1 (2ra) = %Wu v (2ra) A W, (2Ka) _a _  kKtie Wyv+1 (2ka)
EWyo (26a) = — LR BV, 11 (26a) K+ie Wy 41 (2ka)  cnn A W, (2ka)

Aan beide vergelijkingen moet tegelijk voldaan worden dus er moet gelden:

= 4. (6.6)

( A W, (2ra) )2 _oa A Wy (2a)

K+ ie Wy 11 (26a) e Kk +ie W1 (2ka)

De enige variabelen in deze vergelijking zijn de lading U en de energie €. De oplossingen van deze
vergelijking geven dus de mogelijke energieén van het systeem met een bepaalde lading. Het reéle en
imaginaire deel van ¢y /csy zijn geplot in figuur 6.1. In deze figuur is te zien dat we de energie kunnen
bepalen door de nulpunten van het reéle deel te zoeken aangezien het imaginaire deel dan altijd +1 is.
Merk op dat voor de grondtoestand geldt: ¢;y/crp = —

Anderzijds kunnen we in deze formule ¢ = —1 1nvullen en hieruit de lading halen waarbij de energie in de
valentieband duikt. Als we dit numeriek oplossen, dan vinden we dat de kritieke lading U, = 1.52U =
3.33, met Up = o =~ 300/137, zoals hiervoor.
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Figuur 6.1: Het reéle (blauw) en imaginaire (rood) deel van de verhouding tussen de componenten van

de golfvector bij U = %g ~ Uy. Het reéle deel wordt nul als het imaginaire deel £1 wordt.

Ten slotte bepaald ¢; de normering. Deze wordt als volgt bepaald:

-~ O; (Wa(@)® + uate) ) do = [ OOO (lm ()2 + lna @) ) i+ /0 " (Wm@) P + W) ) da

Ceo \ @

0 2 . .
c1|” K+i1er —e__
:/ <| d A A H-,l/+1(2/€(a —2))Wyvs1(26(a — )

2
—I—%W;W(Qﬁ(a —2))W,.(26(a — x))) dx

+/°° <|0H|2W* (26(a + 2))Wop(26(a + 2))
0 a w,v 8%

|CH|2 K+ i€k — i€
a A A

Wi i1 (26(a + 2))W, o 41(26(a + T))) dx.

Aangezien ¢y en cyy enkel met een fasefactor van elkaar verschillen, geldt |cI|2 = |CH|2. Daarnaast kunnen
we de definitie van x weer gebruiken om het product van de breuken te vereenvoudigen, zoals bij de
controle van de formules voor de parameters A en B.

Verder kunnen we overschakelen van integratievariabele. Voor de eerste integraal schakelen we over naar
& = 2k(a—1x), zodat d§ = —2kdz en de integratiegrenzen worden dan —oo — +o00 en 0 — 2ka. Analoog,
schakelen we in de tweede intgraal over naar £ = 2k(a + ), zodat d§ = 2rdz en de integratiegrenzen
0 — 2ka en +oo — +oo worden. We kunnen met het minteken in d¢ de integratiegrenzen in de eerste
integraal omwissellen, waardoor de twee integralen gelijk worden. We vinden dan:

2 [e%s)
1= ﬂ/z (Wi (W (&) + Wi, 1 (Wi (€)) dE.

RQ Ka

Hierbij is de factor 2 die verschijnt door de som van de twee integralen weggevallen door de factor 2 in d€.
Om de normalisatie van het systeem met een bepaalde lading U te bepalen, moeten we eerst numeriek
de energie van de toestand bepalen. De energie komt namelijk voor in de normalisatie in de variabele ka
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en in de parameter van de Whittaker functie p:

/ 2 = U U U EU
ko = VA% —€2aq =al 1—6—:\/1—E2 en uze—: = - .
AQ K 1/A2_€2 A\/l—% \/1—E2

Hierin is E = ¢/A = E/hwpA = E/Asp. Door de energie E te plotten, drukken we de energie dus in
dezelfde eenheden uit als in het 2D geval. Merk op dat in tegenstelling tot in het 2D geval, we nu voor de
normalisatie van elke toestand van een systeem met een bepaalde lading U, twee numerieke berekeningen
moeten doen.

Nu alle parameters van de golffunctie gekend zijn, kunnen we de kansdichtheid plotten zoals in figuur 6.2.
Hier en in hetgeen volgt, zullen we bij de beschrijving van 1D systemen de afstanden uitdrukken in
eenheden van a. Daarnaast zullen we aannemen dat aA = 1. Merk op dat als we deze aanname invullen,
we de afstanden uitdrukken in termen van Ra = fivp/Aap = 1/A. We drukken de afstanden dus ook in
dezelfde eenheden uit als in het 2D geval, waardoor we de resultaten kunnen vergelijken.

0.6 T T T 0.25
s 0.2
04}
0.15}F
o -
503} 2
@® ®
0.1F
0.2}
0.1 0.051
0
10 5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
x/a x/a

0.16

0.14}

0.12F

0.1F

ajvf?
o
o
[¢5)

0.06

0.04

0.021

()

Figuur 6.2: De kansverdeling van de laagste vier energieniveaus een 1D systeem met 1 Coulomblading.
De sterkte van de potentiaal is U = 300/137 = Uy. De energieén van de toestanden zijn /A = —0.248,
e/A =0.350, ¢/A = 0.570 en ¢/A =0.703
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Hoofdstuk 7

De lineaire combinatie van atomaire
orbitalen

7.1 Termen van de Hamiltoniaan

—

Zs T Zy U,

. * > T . '
R R
2 2

V| e -
8

Figuur 7.1: De posities van de ladingen in 2D. In 1D wordt enkel de x-as beschouwd.

We bestuderen de grondtoestandsenergie van een 2D systeem van twee ladingen Z op een afstand R
van elkaar. Dit systeem is weergegeven in figuur 7.1. Om dit te doen schrijven we de grondtoestand
|¥er) als een lineaire combinatie van de grondtoestanden van een geisoleerde lading Z.¢; op de positie
(£,0): |¢1,Gr) = |1) en van een geisoleerde lading op (—%,0) |1h2,Gr) = |2), zodat Uy = vy |1) + va [2).
De energie van deze grondtoestanden wordt gegeven door formule 5.7, met Z = Z.y;. We hebben een
cffecticve lading Z.;y geintroduceerd zodat we deze kunnen gebruiken als variationele parameter om een
bovengrens voor de energie van de grondtoestand te vinden. Als we dan §Z; = Z; — Z.¢¢ definiéren, dan
kunnen we de Hamiltoniaan van het probleem schrijven als:

Zy 2o (1 1) VAR VA

H=Hy+V =H ————ZH()—Zeff

r1 T2 1 T2 r1 T2

Hierin is Hy de kinetische energie term en zijn r; en ro de afstanden tot de twee ladingen, genummerd
zoals de één-deeltjes golffuncties.

Analoog bestuderen we de grondtoestandsenergie van een 1D systeem met twee ladingen U, door de
grondtoestand te schrijven als een lineaire combinatie van de grondtoestanden van een geisoleerde lading
Uesr op & = % [9p1.c,;) = |1) en die van een geisoleerde lading op = —&: |¢)1¢,) = |1). Hierbij
hebben we analoog aan het 2D geval U,y ingevoerd als een variationele parameter. Als we dan analoog
0U; = U; — Ueyy definiéren, dan kunnen we de Hamiltoniaan van het 1D probleem schrijven als:

Uq B U,y
a+|r—R/2]  a+|z+ R/2|
1 1 oU; 0Us
= Hy— U, - — ,
0 “<a+x—3my+a+u+300 at|r—R/2] a+l|z+R/2

H=Hy+V=H

met Hy weer de kinetische energie en a de verschuivingslengte zoals in sectie 6.
Het eigenwaardeprobleem van de Hamiltoniaan kan in het algemeen geschreven worden als:

det[ Hy) - F ng—SE}:O.

Hyy —SE Hoy— FE
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Hierin is H;; = (i|H|j), E de energie en S = (1]2) = (2|1) de overlapintegraal. In deze sectie zullen we
de oplossing voor één deeltje met lading Z.¢s of U sy noteren als EA. Als we dan de Coulomb integraal
definiéren als C' = (1|r;*|1) = (2|7 !|2), de resonantie integraal als A = <1|r1_;|2> = <2|r1_%|1> en de
zelfinteractic-integraal als T = (1|r7'[1) = (2]r51]2) voor het 2D systeem en analoge definities voor het
1D systeem invoeren, dan kunnen we de componenten van de matrix uitschrijven. Voor Hy; vinden we:

Ze Ze 0z 37
Hiy = (1Ho[1) — (=20 0) — 1 =) — == — =2 )
Ze 0Z Zejr 407
1 T1 To

=EA =62, (Ur Y1) — Zy (Ury 1) = EA — 62, T — Z,C.

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van het feit dat in de eerste term in de tweede regel we het één-deeltjes
probleem met lading Z.ss teruggevonden hebben. De energie hiervan is bekend en wordt gegeven door
formule 5.7. De term Hso vinden we analoog.

De term H;5 kunnen we uitschrijven als:

Z Z 5Zl 522
His = (1{Ho|2) — (1128 )9) — (1) 212y — (1]=22 |2) — (1|22 2)
™ T2 ™ T2

Z _ _ - _
= (0 = 200 2) = 2 12 - 623 (2 - 622 02
=&A <1|2> — ZeffA — 021 A —0Z3A =ESA — (071 + Zs) A.
Hier hebben we weer gebruikt dat |2) een eigenket is van de één-deeltjes Hamiltoniaan in de eerste term
van de tweede regel. Voor Ha; kunnen we op analoge wijze hetzelfde resultaat bekomen. In ref [25] nemen

ze echter in plaats van de tweede en vierde term van de derde regel de tweede en derde term samen om
Z1 te vormen in plaats van Z;. We kunnen de matrixelementen dus schrijven als:

Hi = €A — 62,T — Z,C,

Hyy = ESA — (621 + Z2) A,

Hyy =E6SA —(Z14+025) A en
Hay = €A — Z2,C — 675 T.

Formule 7.1 kan nu uitgeschreven worden als volgt:

(H11 — E)(Hya — E)— (H12— SE)(Ha1 — SE)=0
= (1—S?) E? + (Hxn S + H12S — Hi1 — Hoo) E + Hy1Hao — HioHoy =0

B Hyy + Hop — H12S — Hoy S £ \/(HmS + Ho1S — Hyy — Ha)® —4(1 — S2) (Hy Hyy — HigHoy)

—E 2(1— 5?)

7.2 De bindings- en anti-bindingsenergie bij twee gelijke ladin-
gen

In het geval dat de ladingen gelijk zijn (Z; = Zo = Z), dan zijn Hy; en Has en His en Hsp onderling
gelijk aan elkaar. We krijgen dan als eigenwaarde probleem:

o 2Hn —2HnSE V(RH S — 2H1)? — 4 (1 - 8?) (H}, — HE,)

2(1—52)
C2Hyy — 2H5S8 £ \/(AH?,S? — 8Hy 1 H1oS + AH}, — AHY + AH7, + AH7, 5% — 4H7,5?)
B 2(1—52)
_ 2Hyy — 2H12S +\/(—8H11H12S + 4HE, + 4H% S?)  2Hyy — 2H15S + (2H 1S — 2H1p)
B 2(1—52) B 2(1—52)
7H11 (1:|:S) — H12 (S + 1) - Hll:FHlQ
(1-52) 1¥S
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Hierbij hoort de formule met de plustekens bij de bindende toestand en die met de mintekens bij de
anti-bindende toestand als Hy1S > Hio, dus als 67 (T — A) + Z3 (C — A) < 0, anders komen de tekens
overeen met de omgekeerde toestand. Als we hier nu de formules voor H1; en His invullen, dan krijgen
we als energieén:

EAN 02T — ZC +ESA — (Z +6Z) A §ZT + ZC + (Z +62) A

Ey 1+S =eA- 1+5 ’ (7.2)
g, EA—02T - ZCl—_ggA F(ZHIDA 2T ch* - (SZ +02)A 73)

7.3 De bindings- en anti-bindingsenergie bij twee verschillende
ladingen
Als de ladingen niet gelijk zijn, dan kunnen we de formule voor de energie niet zo gemakkelijk vereen-
voudigen. Voor de eerste term onder de wortel krijgen we dan:
Hyy 4 Hop— (Hyz + H21) S
=2NA — (Z1 + Z3) C — (021 +0Z2) T — 26S* A + (Z1 + 021 + Za + 6Z2) SA
— (Hyi + Hoo— (Hip + Hy) S)
—4E2N2 —AEN(Z1 + Z2) C — AEN (6Zy 4 6 Z5) T — 8252 A2
FAESA (21 + 070 + Zo+ 672) A+ (71 + Z2)> C? +2(Zy + Z5) (671 + 675) CT
+4ESPA (Z1 + Z2) C =25 (Z1 + Z2) (Z1 + 821 + Zo + 625) AC
+ (821 +622)° T? + 465 A (071 + 625) T
— 28 (0Zy +0Z2) (Zy + 621 + Zo + 0Z9) AT + 4€2S*A?
—AESBA(Zy 4071 + Zy + 0Z9) A+ S*(Zy + 021 + Zs + 6Z2)2 A%,

Voor de andere term onder de wortel vinden we:

Hy1Hoyy — HioHoy =6*A? — A (021 +025)T — EA(Zy + Z) C + 62,6 2.1 + 7, Z,C*?
+ (216 2) + Z2075) OT — €2S?A* + €SA(Zy + 67y + Zo + 675) A
— (621 + Z3) (622 + Z,) A?
= 4(1-5?) (Hi1Hyo— Hi2Ho)
=4E2N? —AEN (621 + 6 Z2) T — AN (Z) + Z) C + 46 2,6 ZoT? + 42, Z,C?
+4(Z16Zy + Z2079) OT — 462 S? A% + 46SA(Z1 + 621 + Zy + 622) A
—4(6Z1 + Z2) (022 + Z1) A?
—4E2SPA? L ALSPA (071 + 0Z2) T + 4S2A(Zy + Zo) C — 456 2,6 2,1
— 4827, 7,C?% + 45% (2,67, + Z26Z5) OT + 4281 A2
—AESBA(Zy + 02y + Zo +0Z2) A+ 4S% (621 + Zs) (079 + Zy) A%
Door het verschil van de twee termen onder de wortel te nemen vallen hun gemeenschappelijke termen
weg. Daarnaast zijn er nog een aantal termen die we samen kunnen voegen. Dit geeft voor hetgeen onder
de wortel staat:
(Hi1 + Hoz— (Hio + Ho1) S)? — 4 (1 — %) (H11Hao — Hi2Hoy)
=(Z, — Zz)2 C% 4+ 2(Zy — Z3) (6Zy — 62,)CT — 25 (Z1 + Zo) (Z1 + 62, + Za + 6 75) AC
+ (621 — 072)2 T2 — 25 (871 + 625) (Z1 + 671 + Zo + 6Z5) AT
+ 52 [(z1 671+ Zo+075)2 — A(62, + Zo) (67 + Zl)] A2
+4(0Z1 + Z3) (Z1 + 625) A? + 48?0 2,6 Z-T? + 45% 2, Z,C?
+48% (2,02, + Z267Z5) CT.
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Als we gebruik maken van de definitie van 02; = Z; — Zeyy, dan krijgen we de vergelijkingen:
021 — 02y = 71 — Zeff — 7o +Zeff =71 — Zs
Z14+ 021+ Zo+ 64y =271 + 2725 + 2Zcpp =2 (Z1 + Zs+ Zeff) =2(0Z1+ 2Z2) =2(0Z2+ Z1)
0210y = Z1Zy — (Z1 + Z2) Zegy + 225

Hiermee kunnen we de formule voor de energie verder vereenvoudigen tot:
Hii + Hoo— (Hya + Hy ) S — 4 (1= S?) (Hi1Hao — Hi2Ha1)
=(Z1 — Z2)* (T% = 20T + C?) — 4(Zy + Z3) (Zy + Zs — Zesy) ACS
+ 48T ((Z} — Z1Zeyg + Z5 — Z2Zess) CS — (Z1 + Zs — 2Zeyp) (Z1 + Zo — Zepy) A)
T 4T+ Zo — Zeps)? A2+ 4(Z1 — Zegp) (Zo — Zegp) SPT? + 47, Z,C% 2.
We kunnen dit nu het kwadraat van de som van drie termen vervolledigen als volgt:
Hyy + Has — (Hig + Ho1) S — 4 (1 — %) (Hi1Hao — HiaHoy)
=(Z1 = Z)* (T — CV +[2(Z1 + Zs — Zesg) A— (Z1 + Z2) CS — (Z1 + Zy — 2Zes5) ST)?
—2(Zy + Zo) (Z1 + Zy — 2Ze5 ;) OS*T — (Zy + Zo — 27 55)" S?T?
V4(Z212Zy — Z1Zeps — ZoZegy + Z245) S*T? — (Zy — Z5)? C2 52
+4(2F = Z1Zesy + Z5 — ZoZeyy) CS*T
— (21— Z2)* (T — OV 4+ [2(Z1 + Zy — Zes) A— (21 + Z2) CS — (Zy + Zy — Zesy) ST)
+2(—2F — 2122+ 221 Zegs — Z1Z0 — Z3 + 220 Zcss + 227 — 221 Zegs + 225 — 222 Zc55) CS*T
— (21 — Z3)* C?5?
+ (4212 — A2\ Zegy — AZaZegs + 422 — 2y — Z5 — AZZ sy + AZ1 Zepg + 422 Zegp — 221 Z2) S°T2.
Dit kunnen we zeer sterk vereenvoudigen, dit geeft:
Hiy+ Hoy — (Hi2 + Ho1) S — 4 (1 — 5%) (Hi1Haz — Hi2Hoy)
—(Z1 = Z2)* (T = C)’ +2(Z1 + Zy — Zeyj) A — (Z1 + Z3) CS — (Z1 + Zy — Zeyy) ST
+2(22 + 72 —27,75) OS*T — (73 + 73 — 27, 75) S*T% — (71 — Z2)* C*5?
— (21 — Zo)? [(T ~0)? — 82T? + 2082T — 0252}
+ [2 (Zl + Zy — Zeff)A - (Zl + ZQ) CcS — (Zl + Zy — Zeff) ST]2
— (21 — Zs)? [(T —C)? (T - C)? 52] V(2(Z1+ Zo — Zegp) A— (Z1 + Z2) CS — (Z1 + Zo — Zeys) ST)?
=(Z1—Z)" (T — OV (1= S*) + 2(Z1 + Zs — Zeyg) A~ (Zi + Z2) CS — (Z1 + Zo — Zeys) ST

Hetgeen voor de wortel in de teller staat kunnen we ook herschrijven aan de hand van de formule voor
5ZZ

Hi1 + Hoo — (H12 + H21) S = 2€A (1 - 52) - (Zl + Z2)C — (Zl + Zy — QZeff)T—F 2 (Z1 + Zy — Zeff)AS.
We vinden dus voor de bindings en anti-bindingsenergie dus:

(Zl + ZQ) % — (Zl + 2oy — Zeff) AS + (Zl + Zy — 2Z€ff) %
1—-52

2
L |- Z:)2 (T — ©)? (Z1+ 22) F — (Zi+ Zo — Zegy) A+ (Zo+ Zo — 2Zey5) S
1159 1 52 '

E =¢A —

(7.4)

Het minteken komt overeen met de bindende toestand en het plusteken met de anti-bindende toestand.
We kunnen deze resultaten controleren door het geval 27 = Z3 = Z te beschouwen. In dit geval wordt
de eerste term onder de wortel nul. Het kwadraat van de tweede term en de wortel heffen elkaar op,
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waardoor we krijgen:

B —¢n— 7C — (QZ— Zeff)AS+(Z— Zeff)T i ZCS — (2Z—Zeff)A+(Z—Zeff)ST

1— .52 152
N ZC(lZFS) + (2Z— Zeff)A(S:F 1) - (Z— Zeff) (1:FS)T
B 1— 52
_en ZC+ (2Z — Zeff)A-l- (Z — Zeff)T
o 1+£S ’

Dit is hetzelfde resultaat als dat wat we zijn uitgekomen toen we zijn uitgegaan van de aanname dat
de ladingen gelijk waren. Merk op dat de tekens nu omgewisseld zijn. Dit komt doordat we hebben
aangenomen dat de waarde onder de wortel die gekwadrateerd wordt positief is. Deze aanname komt
overeen met de aanname dat Hy1S < Hys bij de afleiding met gelijke ladingen, dus dan komen de formules
met de mintekens overeen met de bindende toestand.
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Hoofdstuk 8

Twee ladingen in grafeen

In dit hoofdstuk berekenen we de integralen voor het twee-dimensionale systeem. Daarna wordt de
energie berekend en worden de resultaten geanalyseerd. We vergelijken de gevonden resultaten met die
uit referentie [25]. Daar worden Hartree eenheden gebruikt, dus die gebruiken we hier ook.

8.1 De zelfinteractie-integraal

Aangezien (1|r{ '11) een symmetrisch één-deeltjes probleem is, kunnen we deze zelfinteractie-integraal
uitrekenen door over te schakelen naar poolcodrdinaten:

/271'/ eff AZcgsr €1 —4Z. 557/ Ra (L4+&+1—¢&)rdrdd
= 1+§)R2 Ra ¢ e

N
_ 822 227T/ (4Zeff7> o~ Zessm/Ra gy
7l (1+ &) R% Ra

(L)

Als we nu de substitutie w = 4Z.y;r/Ra, zodat du = 4Z.;ydr/Ra gebruiken, dan is de integraal die we
nog moeten uitrekenen de definitie van de Gamma functie. We vinden dus:

4z, ® .4 4Zcs¢ T (6) 4.1 AZoppA
1)rit —ff / ut e du = A = = = —.
Wiri) = I'(1+&) Ra Ra T(1+&)  Rat 3

In de laatste gelijkheid hebben we gebruik gemaakt van de definitie van Ra = fivp /A, Zoals in sectie 2.2
gebruiken we de eenheden e = i = 1 waardoor vp ~ 1 en Ra = 1/A.

De overlap-, Coulomb en resonantie integralen kunnen niet eenvoudig uitgerekend worden. Omwille van
de symmetrie van het systeem schakelen we over naar elliptische coordinaten. Deze worden gegeven door:

r1+ 1o ry—1"To
| = ——— € |1,00[, v=—7—¢|-1,1],
p=" 2 e 1o —2 e 1)
aangezien de ladingen zich in Carthesische coordinaten op de x-as op x = £R/2 bevinden. De Carthesi-
sche coordinaten kunnen terug gevonden worden uit de elliptische coordinaten:

R R
v, y=4o/ (W 1) (1 -0,

Hierbij geeft het + teken weer of het beschouwde punt 7(z,y) in het bovenste of onderste halfvlak ligt.
De elliptische coordinaten worden weergegeven in figuur 8.1.

Het oppervlakte element in deze nieuwe coordinaten wordt gerelateerd aan de originele door de absolute
waarde van de Jacobiaan (de determinant van de Jacobiaanse matrix):

ox Oz R, R
ou v 2 2
det J = 3’{; by | = nw(1-v?)R v(n?’—1)R
ou  dv 2y/(u2-1)(1-1?) 2y/(u2-1)(1-1?)
- Z/Q(ILLZ—I)RQ ILLQ(l—Z/Q)RQ B (Z/ZIUJZ—Z/Q—I—/.LQ—;LQVZ)RQ
1/ -Da - 4/ -D1 ) 1/ =11~ 17)
(1 — v?)R?

Y]
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Figuur 8.1: De curves met constante elliptische codrdinaten p (rood) en v (blauw). De posities van de
ladingen (x = £R/2,0) = (u = 1,v = +1) zijn weergegeven door de zwarte sterretjes.

We vinden dus als oppervlakte element:

2 _ 2 \p2
dxdy = (s ‘V)R dudl{.
G2 D00

8.2 De overlap-integraal

Eerst berekenen we de overlap-integraal. Deze wordt gegeven door:

_ 224y T R it T
X 2Zeys <4Zeffr2> o e 2Zcrr2/Ra ( . \/m ) dr
VAT +ERs \ Ba et T—¢
Door de definities van de elliptische coérdinaten om te vormen krijgen we de formules:
R2

R R
r+r2=pR en T1T2=5(M+V)5(M—V):I(MQ—V2)~

We hebben dan nog een factor €*(?2=91) om uit te werken in deze vergelijking. De codrdinaten (r1,61) en
(ra, 02) 7ijn de poolcosrdinaten met de oorsprong verschoven naar de ladingen. Deze zijn gerelateerd aan
de Carthesische cotrdinaten volgens:

m—§:r1c0s01, m+5:r2cos92, en y = rysinfy = rosin ;.
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De relatie tussen de Carthesische en de eliptische codrdinaten is weergegeven in figuur 8.2.

A

3l

T2

/ 01

_R 0 k&
2 2

H U

Figuur 8.2: De relatie tussen de Carthesische en de eliptische codrdinaten.

We kunnen de factor e?2=% nu in elliptische covrdinaten uitschrijven:

02791 — (cos By + isinfy) (cos by —isinfy) = (% (x + g) —l—l%) (ri (:r - %) - z%)
2 2 1 1

1 , R? 9, . R R 1 [, o R? .
=— |l ——F)+ty "+ 1| —2xy—y—-t+xy —Yy—- =—|2° 4y — — —yRi|.
T17T2 4 2 2 r1Tro 4

Dit kunnen we nu schrijven in elliptische coérdinaten door gebruik te maken van de formules van hier-
boven:

- 4 R? R? R?> R?
2(02—01):— . 2. 2 . 27 o 2 o s 2 1,2
e R2(M2_V2)[4u1/+4(;z 1) (1-v7) 4:|:22\/(u (1 z/)}

1
:;ﬂ—yz [,u2u2+u2—uu2—1+u2—11|32i\/(u2—1)(1—1/2)]
1 .
:m[/ﬂ—2+V2:F2z\/(u2—1)(1—1/2)].

Dit geeft voor de term tussen de vierkante haakjes in de formule voor de overlapintegraal:

1+E+e@00 (1 g =14¢4 ﬁ [,ﬁ o 22/ (1 1/2)] (1-¢)

1
pZ — 12

(12 =02 e =24 - 242 20/ (2~ ) (1 )

12+ 26 — 3¢+ 2i€ /(2 — 1) (1 - 17)]

2 /G2 —1) (107
_ _Mziyz 202 — 2 — 22 + %] ¥ “/(“HQ _)V(Q g

1 2 _ — 2
:ﬁ[u2—1+(1—y2)5}¢2\/(uuz_l)y(; )

(1-9).

We zouden dit in zijn geheel kunnen invullen in de formule voor de overlap integraal. We merken echter
op dat de complexe term oneven is in de y-richting. Dit is te zien aan de uitdrukking voor e#(®2—01)
aangezien deze enkel nog vermenigvuldigd is met een constante en er een constante is toegevoegd om
aan het resultaat te komen. De rest van het integrandum is even, aangezien de variabelen hier enkel
voorkomen als afstanden tot een punt op de z-as. Aangezien we integreren over de hele ruimte, een
symmetrisch domein, zal de complexe term dus wegvallen bij de integratie.

Merk op dat de functie die de co6rdinaten omzet van de Carthesische naar de elliptische basis niet injectief!
is: de punten die symmetrisch ten opzichte van de x-as liggen hebben dezelfde elliptische coérdinaten.
Daarom moeten we bij het overschakelen een facor twee toevoegen. We hebben nu dus voor de overlap

1Een functie f : X— is injectief als verschillende elementen van X een verschillend beeld hebben, dus als geldt dat

z#y = f(2)#f(y)-
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integraal:

47 47 (§-1)/2 9
_ eff eff 2 —2Z. R/ Ra
S <1+§>Rz< ) / d“/ d”( (v ”)> ‘ e

2 _ _ 2 (0> —v*)R?
< [ut =1+ (1=v)e] RS
£+1Z£+1 €+1 2 (5 1)/2 o—2Z.;1nR/Ra , )
_W—F(l—l-f)REH/ d,u/ dy N (? =14 (1—v?)¢
2 — (E 1)/2 _
2 9
_./\// d,u/ 2 _1)(1_1/2) [,u 1—|—(1 V)f] (8.1)

Dit komt overeen met formule (22) in ref [25], met een andere definitie van A'. Om deze formule te
bekomen hebben we de parameters A en u ingevoerd. Deze zijn gedefiniéerd als:
¢+l 2Z.stR
N = u—’ met = 2T
7l (1+¢) RA

Merk op dat de NV die we hier gevonden hebben een factor 4 verschilt van die in ref. [25]. We kunnen
dit resultaat later controleren door de waarde van de overlapintegraal te bepalen in de limiet waar de
afstand tussen de ladingen nul wordt. In dat geval worden de golffuncties van de verschillende ladingen
aan elkaar gelijk, zodat de overlapintegraal de normalisatie van de golffuncties wordt.
De integraal over v kunnen we uitrekenen aan de hand van de gekende integraal:

1 21 ¢

2 +
/ dv(1 — p?)*F1/2 1-2) =2 F 1,—5;2;i .
o 12 3£1° \2 2 12

Hierin is F(a,b;c;d) een algemenere hypergeometrische functie dan de confluente hypergeometrische
functie die we tegengekomen zijn bij de problemen met maar 1 lading. Deze functie wordt gedefinieérd
als volgt:

F(a,b;c;d) = img

|
= o nl

In deze formule werd net als bij de definitie van de confluente hypergeometrische functie gebruik gemaakt
van het Pochhammersymbool. Hiermee kunnen we de overlapintegraal verder uitrekenen tot:

S :N/oo d/t;e_W (/ﬂ ~1) (1112)(5—1)/2/l dv (1 - V2)—1/2 (1 B V_2>(5—1)/2
1 V2 =1 . 2

1 2 (6-1)/2
e (Mz)(ﬁ—l)/Z/ dv (1—1?)"? (1 B V_2>
-1 K
o e Uk 1 €¢€-1 1 T 1 -1 1
= dpp——— 2oV R (2, 01— CClp(z > 9. =
'/\/‘/1 H ‘[]/2—1 |:(:U’ ):U’ 7T 27 2 9 ,/1/2 +§/~‘L 2 27 2 ) ’,LL2
> e Uk 1 &-1 1
_ dy———— £+1F . S Fp
7TN ) 1% MQ—]_ |:,LL 9’ 9 ,/-LQ

e (p (L et L) (L e,
/’1/ <F<27 2 7]'7”2 2F 27 2 727M2

m
Rl v 0 ) e T T

@, (%), 1

T 2., n

We kunnen nu een functie Z(s,u) definiéren als volgt:

(o) = | T (8.2)

Ve
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We kunnen de waarde van deze functie berekenen voor gegeven waarden van s en u. Substitutie van deze
functie geeft:

-1 1—¢ 1—¢
S m\/z n, S Sn)"I(f-l—l—Qn,u)—(<j)3"1(§—1—2n,u)+g((;)3”1(5—1—2n,u)

(8.3)

Merk op dat dit resultaat weer verschillend is van het resultaat dat bekomen wordt in de paper. Daar
wordt namelijk als formule voor de overlapintegraal gevonden:

S WNi % ( 1:5)"I(§+1—2n,u)—12;5(1(:;)5)"1(5—1—271,1;) . (8.4)

We zullen in sectie 8.5 zien dat het verschil tussen de overlapintegraal die gevonden werd in de paper
en die hier gevonden werd niet groter dan een duizendste van de waarde van de overlapintegraal in de
paper wordt als we de effectieve lading en afstand varieéren. We kunnen proberen de gevonden formule
te heschrijven tot die uit de paper, door gebruik te maken van het feit dat uit de definitie van het
Pochhammersymbool volgt dat:

(a—1) " Ta+n—-1) T(a+n) a-—1 @ -1
a n — F(a—l) - I‘(a) atn_1_ ana_1+n,
(a+1)n :F((z—l—n—l—l) ~Tlat+tn)at+tn+1 :(a)nw.

Ia+1)  T(a) a+1 a+1

Hiermee kan de gevonden formule voor de overlapintegraal herschreven worden tot:

00 l L—Fn 14¢ 14 %
S 77,/\/2 2' 21 ((1)n>n1(§+1—2n,u)—Tn%z(g_l_%%u)
1-¢

e(59),
+§ @ Z(E—-1-2n,u)
_1+¢ 1-¢

_ - (%)n 1+2n_€( 2)71 2—|—2n—§(2)n

_WNH;) . T ¢ D Z(E+1—-2n,u)— 5 . Z(E—1-2n,u)

Dit geeft het resultaat uit de paper als in de eerste term tussen de vierkante haakjes de term 2n in de
breuk verwaarloosd wordt. In de paper geven ze aan dat de reeks snel convergeert, dus het is mogelijk
dat ze deze benadering hebben gebruikt. Als we deze benadering echter gebruiken in de tweede term,
dan hebben we in de breuk nog steeds 2 — £ in de teller staan in plaats van 1 — £ en dit kan niet meer
verklaard worden. Merk op dat aangezien uit de definitie van de functie Z volgt dat deze altijd positief
is (aangezien p altijd groter dan 1 is) en & kleiner dan 1 is, de tweede term tussen de vierkante haakjes
(die van de eerste afgetrokken wordt) ook altijd positief is. Met de benaderingen die we hier hebben
toegepast is het resultaat voor de overlap integraal dus kleiner dan het resultaat uit de paper, hoewel
zonder deze benaderingen het resultaat groter was. Een andere mogelijke verklaring is dat in de paper
de tweede en derde term (verkeerd) samen genomen zijn. Daarom zullen we in hetgeen volgt de formule
voor de overlapintegraal die we zelf bekomen zijn gebruiken.

8.3 De resonantie integraal

De resonantie integraal lijkt op de overlapintegraal, maar nu is er een extra factor ri 1= %(u + )7t
of ry 1= %(,u —v)~L. We kunnen beide gevallen tegelijk beschouwen. De extra factoren zijn ook even
ten opzichte van de y-as, aangezien het de afstand tot een punt op de x-as is. Als we deze factoren aan
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formule 8.1 toevoegen, dan kunnen we de integraal uitschrijven als volgt:

(é 1)/2 -

2
_N/ d“/ /12—1)(1—y2) [“2_1+(1_”2)€]%(“i”)_1
Y (nFv) (12 —v?) e ,
/ / (w2 —1)(1—u2) =+ (=]
% 2)(€8)/2 -
2 / / T _1)(1_V2) [ug—u+u(1—u2)5].

Hier hebben we gebruikt dat v geintegreerd wordt over een symmetrisch interval om de oneven termen
die horen bij de Fv term te schrappen. Merk op dat we bevestigd hebben dat beide oplossingen hetzelfde
zijn. We kunnen de integraal over v nu op dezelfde manier oplossen als bij de overlapintegraal:

. 2\ (6-3)/2
A 2./\/ d/l,\/— [ . —/L)( )(5 3)/2 /1(1/ (1_’/2)—1/2 (1_%>

7
N [ e _ 1 5—3 1 _oT 1 &-3 1
_=Zr - L S T A (P B [l &2 p(Z > “.9. =
v d“m[(“ i <2’ 2 ”u2>+€“ 2 <2’ 2 T

() ﬁ 1y (&3
277/\// Z (2) ( )nl( e—2n 5—2—2n) +§(2)n 2 )ni £-2-2n
\/u—— 6 il a 2= @n M
_&=3

v (), [(-)
R = n! (1),

_&3
BT (¢ 2n,u) %I(f — 2 nu) + g%
(8.5)

We vermoeden dat bij het opstellen van ref. [25] de formules van de resonantie en de Coulomb-integraal
omgewisseld zijn. De resultaten zijn echter nog steeds verschillend. In dat paper werd namelijk voor de
resonantie integraal gevonden:

o ), [(55), e (F),
A= R 2l . I(S—Qn,u)—T 2. T —-2-2n,u)

Ook hier kan het verschil in de resultaten verklaard worden door het (verkeerd) samennemen van de
tweede en derde term. Daarom wordt verder ook de formule voor de resonantie integraal die we zelf
gevonden hebben gebruikt.

8.4 De Coulomb integraal

Ten derde berekenen we de Coulomb integraal. Als we de golffuncties voor toestand |1) invullen dan
krijgen we:

1 -1 4Ze2ff 4Zeff ot €—1_—4Z.;rr1/Ra —1 >
€ =t = @i ') = i (R e R

_ 1 4Zeff)§+1 ( )51 <E B >1 R? (,u2 — 1/2) e—2%crrR(pt+v)/Ra
T2l (11 ¢) ( /d“/dy b+ 2) g (=) N EDIEE)

2 2ZeffR>5“ ¢ e Rrty) R
_RWF(1+£)( Ra /d“/dy ) V2 =1)(1—02)

S o f o G
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Hier hebben we weer de factor twee toegevoegd om over zowel het bovenste als het onderste halfvlak te
integreren en hebben we dezelfde A/ en u ingevoerd als bij de overlap en Coulomb integralen. We kunnen
nu gebruik maken van de reeksontwikkelling van:

(5 -2 G

met ( ) de combinatie van £ uit n. Dan kunnen we de formule voor de Coulomb integraal schrijven als:

2/\// e Uk " (1+ ) e~ 2/\/'/ Uk W Z() V2 e
\/iu‘—_ 1_V2 \/:U‘—_ n=0 \/—2

S (€) o [ e
’no V1—12

De integraal over v is gekend deze wordt gegeven door:
1 e~ uvyn ( 1)n anjo(u)
—_— = (1) ——=.
_1V1-— V2 oun

De integraal over p heeft dan weer de vorm van de functie Z(s,u) die we bij het berekenen van de
overlapintegraal gedefinieerd hebben (formule 8.2). We krijgen dan voor de Coulomb integraal:

2N & <§> pﬁ ”e‘W " Io(u) 21N & ( )8"[0(u) ps e Uk
o=~ _1y - T otw) [, e
R = \n Vi )i Gu" z:: n) oum a V2 —1

S

Dit is het resultaat dat in de paper als uitwerking van de resonantie integraal staat met een factor twee
verschil. Als we de verschillende definities van A in rekening brengen, dan hebben we zelfs een factor 16
verschil.

8.5 Controle van de integralen

We kunnen de resultaten die we hier zijn uitkomen controleren in de limieten waar de afstand tussen
de ladingen verdwijnt of oneindig groot wordt. Zoals eerder vermeldt, vinden we in de eerste limiet
voor de overlap integraal dat deze 1 wordt, aangezien we dan de normalisatie van de golffunctie bepalen.
Anderzijds moet deze nul worden in de andere limiet, aangezien de golffuncties uitdoven op oneindig en
dus niet meer overlappen. Als we de oplossing van de overlap integraal plotten in functie van de afstand
voor verschillende waarden van Z.y, dan vinden we dat aan deze randvoorwaarden voldaan is.
In de limiet waarin de afstand tussen de ladingen nul wordt, vinden we voor zowel de resonantie- als de
overlapintegraal (1|ri|1) = 4Z.¢sA/E. Als we deze integralen plotten zoals in figuur, dan vinden we voor
beide integralen weer dat we voldoen aan de randvoorwaarden.
Merk op dat als we de limieten van de resultaten in de paper nagaan, we vinden dat de formules voor de
overlap-, resonantie-integralen een factor 4 te groot zijn, terwijl de limiet van de Coulomb integraal in de
paper een factor 8 te groot is.
We kunnen die formules dus tegelijk corrigeren door onze formule voor de Coulomb integraal te gebruiken
en de factor A te definiéren als:
uétl

N = L (1+¢)’ (87)
zoals we in onze berekeningen gedaan hebben. We kunnen nu de oplossingen die we gevonden hebben
vergelijken met die uit de paper nadat ze correct genormeerd zijn, door ze uit te rekenen. Voor zowel de
overlap als de resonantie integraal vinden we dat het resultaat dat we gevonden hebben slechts een kleine
relatieve afwijking heeft van het resultaat uit de paper bij kleine waarden van Z.s;. Bij de overlapintegraal
neemt de relatieve fout toe met de afstand tussen de ladingen in de buurt van de kritieke lading. Bij de
resonantie integraal is er ook al een redelijk verschil bij lagere effectieve ladingen. Omdat het echter niet
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Figuur 8.3: De zelfinteractie- (blauw), resonantie- (rood) en Coulomb- (groen) integralen in functie van
de effectieve ladingen bij een kleine afstand tussen de atomen (R = 0.0LRA). Als we de afstand verder
verkleinen komen de resultaten meer op elkaar te liggen.

ongewoon is voor fouten om op te duiken in papers, zullen we onze eigen formules gebruiken. We vatten
ze hier nog even samen:

&1 1
S—TFNnZZ% nl [(1)nz(§+1—2n,’l£)+(§(2)n—(1)n)I(§—l—2n,u)], (8.8)
27N & (%)n <_%)n 1 €1 1
A= R 7;) n! [(1)"1(5 —2n,u) + <§ ). - (1)n> Z(E—-2- 2n,u)} , (8.9)
o= I (§)ztc—nu 2t 510

met A zoals in formule 8.7. Hier hebben we de formules herschreven in de vorm zoals ze ingegeven werden
in Matlab. Door deze formules te gebruiken moeten er maar twee integralen uitgerekend worden voor
de overlap en resonantie integralen, terwijl als we formules 8.5 en 8.3 zouden gebruiken, we een integraal
twee keer zouden uitrekenen, hetgeen niet efficiént zou zijn.

8.6 De resultaten van de berekeningen

8.6.1 De resultaten bij gelijke ladingen

Met Matlab kon de energie bepaald worden voor verschillende combinaties van de effectieve lading en
de afstand tussen de ladingen. Voor elke afstand R tussen de ladingen, kan de energie geminimaliseerd
worden in functie van Z.;;. Hiervoor zijn er twee manieren. Eenerzijds kan de energie bepaald worden
voor een recks waarden van Z.;y voor elke R, maar dit is niet erg praktisch als we hoge precisie willen.
In dat geval kunnen we numeriek het minimum bepalen. Aangezien de pogingen om dit met een functie
van Matlab te doen niet geslaagd waren, hebben we hier zelf een routine voor geschreven. Deze routine
begint door de energie bij een bepaalde waarde van Z.; te bepalen. Vervolgens zet de routine een stap
in Zcys en bepaald het de nicuwe energic. Als de energie lager is dan de vorige energie, dan wordt uit dit
punt opnieuw een stap gezet zoals hiervoor. Als de energie hoger is, dan wordt uit het vorige punt een
kleinere stap in de andere richting gezet. Dit herhaalt zich tot een stap in beide richtingen een grotere
energie oplevert, maar het verschil in energie kleiner is dan een bepaalde waarde (de precisie).

Eerst worden twee ladingen Z = 0.2 bestudeerd, aangezien de grafiek hiervoor geplot werd in [25].
Aangezien onze formules verschillen van die uit die paper, plotten we hier de resultaten van onze formules
in het blauw en die uit [25] in het rood. We vinden dan voor de energie van de bindende toestand in

53



functie van de afstand tussen de ladingen de grafieken in figuur 8.4a. In deze figuur is te zien dat onze
resultaten niet sterk verschillen van die met de formules uit [25]. We vinden in de limiet waarin de
ladingen oneindig ver van elkaar zitten, de energie van één aparte lading Z = 0.2 in het vacuum terug.
In de limiet waar de afstand tussen de ladingen verdwijnt vinden we het resultaat van één geisoleerde
lading Z = 0.4.

0.9 T T T T 0.4
0.85f
0.35
0.81
0.75} 0.3r
0.7f
0.251
0.651
0.6 ' : - - 0.2
0 2 4 6 8 10
R/R

(a)

Figuur 8.4: (a) De energie van een systeem van twee ladingen Z = 0.2 in functie van de afstand
ertussen.

(b) De effectieve lading die de energie minimaliseert.

De blauwe figuren zijn bekomen met de formules die we zelf gevonden hebben, de rode met de formules
uit [25]

De rechter grafiek in figuur 8.4 geeft de waarde van Z.;; waarbij de energie minimaal is in functie van
de afstand tussen de deeltjes. Ook hier vinden we dat de resultaten weinig van elkaar verschillen. Als we
nu in de limieten gaan kijken, dan zien we dat als de ladingen op elkaar liggen Z.;; = 0.4, terwijl als de
ladingen oneindig ver van elkaar liggen Z.;y = 0.2 de energie minimaliseert. Merk op dat om deze figuren
te plotten, we gebruik maakten van de eerste methode om de minimale energie te bepalen. Hierdoor zijn
er discrete stappen (van 0.001) in de waarde van Z. s die zichtbaar zijn bij grote waarden van R.

We kunnen ook de waarden van de overlap-, resonantie- en Coulomb-integraal bepalen bij de waarde van
Zery die de energie minimaliseert bij een bepaalde afstand R. Dit geeft de plots die weergegeven zijn
in figuur 8.5. In deze plots is weer te zien dat de resultaten die gevonden worden door onze formules
te gebruikten slechts weinig verschillen van die met de formules uit [25]. In figuur 8.5¢ zijn zelfs enkel
onze resultaten geplot omdat de grafieken haast volledig samenvallen. In figuur 8.5a is te zien dat in de
limiet dat de afstand tussen de ladingen naar nul gaat, de overlap integraal 1 wordt. Dit komt overeen
met hetgeen we verwachten, aangezien de golffuncties die gebruikt worden in de LCAO dezelfde lading
hebben, waardoor ze dezelfde golffunctie worden als ze op hetzelfde punt gecentreerd worden. Anderzijds
zien we dat de overlap integraal daalt naarmate de afstand tussen de ladingen toeneemt. We kunnen ook
figuur 8.5b en ¢ met elkaar vergelijken in de limiet R — 0. We zien dat in dat geval de integralen naar
dezelfde waarde toestreven, namelijk 2.5.

In figuur 8.6 wordt de energie van het systeem van twee relatief kleine gelijke ladingen geplot. Hier
worden nu ook de energie van de anti-binde toestand geplot. Merk op dat we om deze te plotten de
effectieve lading die de bindings-energie minimaliseert moeten invulen en de energie niet opnieuw moeten
minimaliseren.

Als we de ladingen laten toenemen tot tussen 0.25 en 0.5, dan zullen de ladingen op zich wel nog
subkritisch zijn, maar samen niet meer. De energie van de bindende toestand zal dan in de valentieband
van het grafeen duiken als de ladingen onder een bepaalde afstand van elkaar komen. Zoals vermeld in
hoofdstuk 4, zal wanneer dit gebeurt de bindingstoestand in een resonantie met een eindige levensduur
veranderen. Aangezien we hier twee ladingen hebben zoals in een molecule, noemen we dit fenomeen
“molecular collapse”.

Dit is weergegeven in figuur 8.7a. De volle lijnen geven de energieén van de bindende orbitalen weer. De
stippellijnen van dezelfde kleur geven de energieén van de bijbehorende anti-bindende toestanden. We
vinden dus dat zowel de energie van de bindende als anti-bindende toestanden afnemen als de ladingen
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Figuur 8.5: De overlap integraal (a), resontie integraal (b) en Coulomb integraal (c) van een systeem
van twee ladingen Z = 0.2 in functie van de afstand ertussen. De blauwe figuren zijn bekomen met de
formules die we zelf gevonden hebben, de rode met de formules uit [25].
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Figuur 8.6: De energie van een systeem van twee gelijke ladingen in functie van de afstand er tussen
voor systemen met kleine ladingen (0.05 tot 0.30).
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Figuur 8.7: (a) De energie van een systeem van twee gelijke ladingen in functie van de afstand ertussen
voor systemen met grote subkritische ladingen (0.44 tot 0.49) die samen superkritisch zijn.

(b) De effecticve lading die de bindingsenergie minimaliseert voor de ladingen. De figuren gebruiken
dezelfde legende.

toenemen. Om deze figuren te plotten moesten we de energie minimaliseren met de tweede methode.
Toen we de eerste methode gebruikten, vonden we stuksgewijs continue functies voor de anti-bindings
energie, waarbij een continu stuk overeen kwam met een constante waarde van Z.;y. Merk op dat Z.;s
slechts tot de kritieke lading 0.5 kan gaan. Maar bij ladingen kleiner dan 0.25 hebben we gezien dat in
de limiet R — 0 de effectieve lading de som van de ladingen is. De effectieve lading in de systemen met
grote subkrtische ladingen is weergegeven in figuur 8.7b. Hier is te zien dat de effectieve lading telkens
naar de maximale waarde toegaat in de limiet R — 0. Het is de moeite om te vermelden dat de effectieve
lading dus niet stijgt zoals bij de subcritische waarden tot hij de maximale waarde bereikt. Er is dus
geen exact punt waarop de LCAO methode plots minder nauwkeurig wordt.

We kunnen de energie van de bindende toestand voor een verzameling van waarden voor de (gelijke)
ladingen vinden. We kunnen dan de afstanden zoeken waar deze energieén de valentieband in duiken en
dit plotten zoals in figuur 8.8.

Om de afstand waarop de energie in de valentieband duikt zo efficiént mogelijk te bepalen, werd gebruik
gemaakt dat voor de ladingen waarin we geinteresseerd zijn, in de limiet R — 0 de energie altijd in de
valentieband zit en in de limiet R — oo nooit. Nu bepalen we het bifurcatiepunt waar de vergelijking
E = —A overgaat van nul oplossingen naar 2 oplossingen, met R als parameter. Hierdoor moeten we
de minimalisatie van de energie niet altijd volledig uitvoeren, aangezien we weten dat vanaf het moment
dat we een energie kleiner dan A vinden, we in het gebied met twee nulpunten zitten. We gaan weer
numeriek te werk, door nu stappen te zetten in de richting van grotere afstand als we in het gebied met
nulpunten zitten, omgekeerd te stappen als we in het andere gebied zitten en elke keer als we van het ene
gebied naar het andere over gaan de stapgrootte te laten afnemen, tot we de gewenste precisie hebben.

8.6.2 De resutaten bij verschillende ladingen

Aan de hand van formules 7.4 kunnen we de bindende en anti-bindende energieén bepalen voor systemen
met twee verschillende ladingen die we weergeven in figuren 8.9. In deze figuren is te zien dat als we
dezelfde ladingen invullen we dezelfde figuren bekomen als wanneer we de formule voor gelijke ladingen
gebruiken.

In de limiet waar de afstand tussen de ladingen verdwijnt, krijgen we opnieuw het resultaat van één lading
met grootte gelijk aan de som van de twee ladingen. In de andere limiet vinden we dat de energie van de
bindende toestand convergeert naar de energie van een systeem met enkel de grootste lading, aangezien
de energie van het systeem afneemt met de lading. Dit wordt verduidelijkt in figuur 8.10a waar deze
limieten geplot worden voor verschillende combinaties van de twee ladingen, samen met het verschil met
de energie van enkel de grootste lading.

Voor de energie van de anti-bindende toestand vinden we echter niet de energie van een systeem met
enkel de kleinste lading, behalve in de limiet van gelijke ladingen. Dit is weergegeven in figuur 8.10b waar
deze limiet geplot is samen met het verschil met de verwachte limiet. Hierin is te zien dat de gevonden
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Figuur 8.8: De afstand tussen de ladingen waarbij de grondtoestandsenergie in de valentieband van het
grafeen duikt in functie van de som van de ladingen { = 2Z.

limiet altijd groter is dan de verwachte limiet en soms zelfs in de conductieband van het grafeen zit. Dit
kunnen we verklaren door het feit dat Z.;; bepaald wordt door de energie van de bindende energie te
minimaliseren en er hierbij geen rekening gehouden wordt met de anti-bindende toestand. Naarmate de
ladingen verder uit elkaar liggen zal Z.;; dan ook een minder goede benadering zijn om de energie van
de anti-bindende toestand te bepalen, zoals we observeren.

In figuur 8.11 worden de waarden van Z.y¢s die de energic minimaliseren geplot in functie van de lading
voor een systeem met ladingen Z; = 0.15 en Z; = 0.25 en een systeem met Z; = 0.35 en Zy = 0.45.
Hierin is te zien hoe in de limiet waar de afstand tussen de ladingen verdwijnt Z.;; de som van de
ladingen benadert, terwijl het in de andere limiet de grootste lading benadert.

Bij de systemen met twee verschillende ladingen krijgen we numerieke problemen in de limiet R — 0.
Vandaar dat in figuren 8.9 de plots niet tot nul gaan. In het bijzonder zien we in figuur 8.9b dat de
minimale energie die we kunnen vinden bij subkritische ladingen die samen superkritisch zijn nog binnen
de bandgap ligt. Hierdoor kunnen we dus niet zoals in subsectie 8.6.1 de afstand waarop de energie in de
valentieband duikt plotten.
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Figuur 8.11: De waarde van Z.sy in een systeem met twee verschillende ladingen Zy = 0.15 en Zy =
0.25 (a) en Z; = 0.35 en Zy = 0.45 (b), in functie van de afstand ertussen.
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Hoofdstuk 9

Twee ladingen in een grafeen
nanoribbon

In dit hoofdstuk gebruiken we de resultaten uit hoofdstuk 6 om het gedrag van de energie te bepalen in
functie van de afstand tussen de ladingen. We willen deze resultaten vergelijken met die in hoofdstuk 8.
In beide hoofdstukken werden Hartree eenheden gebruikt, dus die gebruiken we hier ook.

Voor het één dimenionale systeem werd eerst geprobeerd om de Schriédinger vergelijking voor twee ladin-
gen analytisch op te lossen in de drie gebieden (voor, tussen en achter de ladingen). Dit gaf echter in de
drie gebieden gelijkaardige differentiaalvergelijkingen waar geen algemene oplossing voor gekend is.

9.1 De integralen in de LCAO-methode

9.1.1 De zelfinteractie integraal

In tegenstelling tot in het twee-dimensionele geval, werden alle integralen hier volledig numeriek opgelost.
De zelfinteractie-integraal wordt in dit geval gegeven door:
R\ |? dx
+ T — =
%( 2) >a+|az——|

1 1 > R
g <1|a+|$—§||1>:<2|a+|m+§||2>:/_w<w1<x_§>
B2 R\ |? R\[*\ d
() e () )
o R\|? R\|? dx
" -/R/2 ( Y (bL N 5) * ¥ <bL N 5) ) a—+x— %

B2 (el k4 ie ke — §
:/_OO ( . x X WHDH(Q,%(a—J:—I—R/Q)) W,v1(26(a —z 4+ R/2))

2

lcxl Al we (26(a - + R/2)) ,t,,(2n(a—:c+R/2))> diR
a— 5

a

—|—/ <|CII| Wiv(26(a+x — R/2))W,,(26(a + = — R/2))
R/2

dx
atz— &

let|? K + e K — i€
a A A

o i1 (26(a+x — R/2)Wy i1 (26(a+ x — R/2))>

We kunnen nu analoog te werk gaan als bij de normering van de golffunctie in sectie 6. In dit geval kiezen
we als nieuwe integratievariabele £ = 2k (e — x + R/2) voor de eerste integraal en £ = 2k (a + x — R/2)
voor de tweede. Hierin is k = v/02 — €2 zoals in hoofdstuk 6. Voor de eerste integraal krijgen we dan
d¢ = —2kdx en de integratiegrenzen worden: —oc — 400 en R/2 — 2ka. Voor de tweede intgeraal
vinden we dan weer d§ = 2rkdz, met als integratiegrenzen R/2 — 2ka en oo — +o0o. We kunnen in de
cerste integraal de integratiegrenzen weer omwisselen met het minteken van d¢. We krijgen dan analoog
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als bij de normalisatie van de golffunctie:

2 [e'e)
r -2 / (W, Wi (€) + W2 W1 (€)) -

@ o , ¢

Merk op dat we in dit geval een extra factor 2k hebben die afkomstig is van de transformatie van de
noemer. We kunnen nu gebruik maken van de aanname aA = 1 om dit resultaat te herschrijven als:
2 o * * d€
T =2A |CI| ) (Wu,v(S)WH,V(f) + Wu,u+1(€)WM,V+1(§)) ?
Ka

Merk op dat dit de dimensies van energie heeft, zoals we verwachtten.

9.1.2 De overlapintegraal

Voor de overlapintegraal moeten we een onderscheid maken tussen het gebied voor, tussen en achter de
ladingen. Dit geeft:

~R/2
st [ (B oo ) i Do+ )
R/2 R R R R
+ /_R/2 (1%‘1 (iﬁ - 5) P (x + 5) + Uy (SL’ - 5) Y112 (J: + 5)) dx
00 R R R R
o (vin (o= o (o 5) vt (- 5 ) (4 5) )

We noteren hier de verschillende stukken van de één deeltjes golffuncties |1) en |2), waar we later ook
naar terug zullen verwijzen om de notatie van de berekeningen in te korten.

Y (x£R/2) = %%WMVH@,%(& —2FR/2)) Yr(zxR/2) = %WMW(QK,(CL —2FR/2))
Y (e£R/2) = LW, (2k(a + 2£R/2)) dra(e£R/2) = — LET o (2n(a + R /2)).

Va va A

Voor de eerste integraal kunnen we nu overschakelen naar de integratievariabele & = 2k(a — x), zodat
d¢ = —2kdx en de integratiegrenzen worden dan: —R/2 — 2k(a — R/2) en —0o — +00. Analoog aan bij
de normalisatie en de zelfinteractie integraal kiezen we voor de derde integraal £ = 2k(a + ), zodat we
ten opzichte van de eerste integraal een extra minteken in d€ krijgen, waarmee we de integratiegrenzen
kunnen omkeren zodat ze hetzelfde zijn als in de eerste intgraal. Voor de tweede integraal kiezen we
de integratievariabele & = 2kz, zodat d¢ = 2rxdx. De integratiegrenzen worden dan: —R/2 — KR en
R/2 — kR. Merk op dat we in de tweede integraal nu nog maar 1 factor (ktie)/A = ka+iF hebben.
We krijgen dan voor de overlapintegraal:

e [ . .
S = r Ly (Wi €4 RROWiia (€ ) W (64 R0 (€ — B) de

L da /KR ((ka —iEYW, o1 (5(R +20) — W, ((R + 20) +€)
225G J_ R RS i Hav ’

—(ka +iE)W; ,(K(R + 2a) — )Wy (k(R + 2a) +€)) d€

2 400
& * *
o (V€ RO € 4 ) W € = RO 6 4 5F) dE

In de tweede term hebben we nu de factor cfcpp staan. Aangezien we de grondtoestanden van twee
systemen met 1 lading beschouwen geldt ¢j/cr; = —i, zoals we in sectie 6 hebben gevonden toen we
vergelijking 6.6 opgelost hebben voor de laagste energie. Hierdoor kunnen we deze factor schrijven als:

cren =icier =1 |cI|2.

We kunnen nu opmerken dat de eerste en de derde integraal elkaars complex toegevoegde zijn. De tweede
integraal kunnen we herschrijven door in de tweede term de substitutie £ — —& te doen, waardoor we
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een extra minteken krijgen. Deze integraal wordt dan:

2 KR
Tweede term = z‘% / . ((ka — iYW, (5(R 4 2a) + )Wy 4 1 (k(R + 2a) — £)

+(ka + i)W}, (K(R + 2a) + &)W, i1 (r(R + 2a) — €)) d€.

De tweede term van deze integraal is dus het complex toegevoegde van de eerste term. Aangezien we
de som hiervan nemen, krijgen we twee keer het reéle deel van de termen. Zoals we bij de afleiding van
de golffuncties in sectie 6 al vermeld hebben, zijn de Whittaker functies die we hier gebruiken reéel. De
eerste en derde integraal zijn dus gelijk, terwijl in de tweede integraal de factor i E wegvalt en we de factor
ka kunnen schrappen met die in de noemer voor de integraal. We kunnen ook dimensieloze eenheden
voor de afstand tussen de ladingen R = R/a invoeren. Dan vinden we voor de overlapintegraal:

2 +o0
c ~ ~ ~ ~
g lal” / (W €+ R R Wi (6 — kaR) + Wy (€ + kaR)W,, (€ — kaR)) d
KRG Jga(R+2)
9 KQR - ~
+iley] W (ra(BR+2) = Wy, (ka(R +2) + §)dE.

—RKa

Aangezien dit niet kan afhangen van de keuze van de normalisatie die we gekozen hebben, moet de tweede
integraal wegvallen. We hebben R ingevoerd omdat s en a nu altijd samen voorkomen als het product
ka. Bij de berekeningen zullen we dit product als parameter nemen, omdat dit enkel afhankelijk is van

de één-deeltjes energie E:
ko VAZ — €2 €2
S A

9.1.3 De resonantie integraal

Voor de resonantie-integraal gaan we analoog te werk aan bij de overlap-integraal.

1 kRO (R R\, .( R\, ( R da
A=t (e g) (e g) rlg)m(e3)) it
R/2 R R R R d
# [ (0 (o= 7)o (2 5) vt (= 3 v (o4 ) ) 5505 z
o0 R R R R d.
+ /R/2 (@/11*11 (T - 5) Ym (T + 5) + Yl1a (’f - 5) Y2 (.7:—}— 5)) ﬁ.

In dit geval kiezen we als nieuwe integratievariabele voor de eerste integraal & = 2k(a — x — R/2), zodat
d¢ = —2kdx. De integratiegrenzen worden dan —oo — 400 en —R/2 — 2ka. Voor de tweede en derde
integraal kiezen we de nieuwe integratievariabele ¢ = 2x(a + = + R/2). Dan wordt het lengte element
d¢ = 2kdz. De nieuwe integratiegrenzen worden dan —R/2 — 2ka, R/2 — 2ka(R + 1) en +00 — +00.
De resonantie integraal wordt dan:

al” [, . 2K
a=lal / (W2 1 (64 26R) W ya (€) + W2 (6 + 26R)W,.,,(6)) de

2Ka Jo.q .’ | ¢
|01|2 2k(R+a)
+1 2Kka /2 ((lia — iE)W,; 41 (26(R + 2a) — W0 (€)
R+ LB (26(R+ 20) = €Wy0(6)) e
|C |2 —+00 . * 2
+ 2/I$a /2:@(R+a) (Wu,u(f - 2”R)WM7V(€) + W/‘7V+1(€ B 2HR)WM)V+1(£)) ?/{df

In dit geval zijn de eerste en derde integraal echter verschillend, waardoor we ze niet samen kunnen
nemen. De twee termen van de tweede integraal hebben ook geen componenten die gelijk zijn, die we
kunnen schrappen. Als we gebruik maken van de aanname dat aA = 1 en we weer R invoeren, dan
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krijgen we voor de resonantie integraal:

00 5 B d
AP & [ (Whaale+ 20aR)Wia (€ + Wi (€ + 20aRIW, () G
2ka(R+1) B
+iler* A (ke = iEYW: oy (25a( R+ 2) = W, (€)
2Kka
. d
—(ka + ZE)W:U (2ka(R +2) — f)Wu¢u+1(§)) g
2y [T : dé
FlalP A [ (Wi (€ = 2kaR) Wi (€) + Wiy (€ = 2kaR) W, 1(6))
2ra(R+1) 3

9.1.4 De Coulomb integraal

De Coulomb integraal lijkt zeer sterk op de resonantie integraal:

1 —R/2 R
==/ (wﬂ(m--)%(w)ww(x——)w(x——))a_x__
R/2 R R R R
+/_R/2 (“’i“l (“5) v (“5) L (“"5) Ve (””‘5)) PR
o0 R R R R d
o (B (-2 (- B - 2))

We gebruiken dan ook dezelfde integratievariabelen. Dit geeft:

2 «+00
_lal” [ W r(€ 2RI W (€ 20R) + W (€ + 200W (€ + 2010) 2l
2

2Ka J9.q :
|CI| 2k(R+a)

* % /Zna ( H, V+1(2K(R + 20‘) - f)Wu,y+1(2K(R + 2(1) — f)

+ W, (26(R + 20) = ©)W,.,, (26(R + 2a) — €)) %“dg

+ ﬁ /+°° (W* (€ —26R)Wy (€ —26R) + W, 1(§ — 26R)W, = 2/4]-?)) %df

2Ka J2K(R+a) 12214 taie v w1 41 ‘R 5 /
+oo
=lal A ( a1 (€ 26aR) Wi (€ + 26aR) + Wi (€ + 2kaR)W, 0 (€ + QKCLR)) %df
2Kka

2ka(R+1) 5 5
SN /2 (Wia 2sa(R 4 2) — Wyir(2ma(R +2) — ©)

W (2r(R -+ 2) ~ OWu (20(R -+ 2) - €)) e
2 e * D * >, 5, 2K
Flalfa [ (Wi (€ 260R) W (€ — 26aR) + Wy (€ = 26aR) Wi (€ — 26aR) ) e,
2r(R+1) 5
9.1.5 Compacte notatie

De integranda zijn weer verschillend, maar zelf als ze gelijk waren konden we dit niet gebruiken om de
formules te vereenvoudigen, aangezien de integratiegrenzen van de intgeralen verschillen. We merken op
dat de integranda van alle bovenstaande integralen op elkaar lijken. Daarom introduceren we de functies:

Id(fl],y) = W:,y(x)tvl-’w ( ) + W, V—‘rl( )WH,V+1(y)>
Leo(2,y) = (ka +iEYW; ()W pi1(y) — (ka —iEYW g (2) W0 ().
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Met deze functies kunnen we de integralen compact opschrijven als volgt:

|CI|2 +o00 5 5 . rkaR B B
S=— / Idﬁ—naR@—l—naR)df—z/ TIep(ka(R+2) — & ka(R+2) +&)dE (9.1)
Ka ra(R+2) —raR
5 +oo df
T =2lal"A , Id(f,ﬁ)? (9.2)
+o00o N df +oo 5 df
A=lal’A I R, &)— I(€ — 2kaR, €)= .
o l | meramaroF [ o a6~ 2maB ) (9.3)
2ka(R+1)
—i /m I.(2ka(R +2) — €, g)%l
o) 2ka(R+1)
C=lalA l/+ Ta(€ + 2nal € + 2/@@]:2)% + Li(2ka(R +2) — &, 2a(R +2) — g)% (9.4)
2ka 2ka

+oo - N d£
+ 14(& — 2kaR, € — 2kaR)—=
2ra(R+1) 1

9.2 De resultaten van de berekeningen

Om de resultaten met die van het 2D systeem te kunnen vergelijken, beschouwen we ladingen U die
dezelfde verhouding hebben met de kritieke lading U, als de ladingen Z hadden met de kritieke lading
Z. = 0.5 in het vorige hoofdstuk. Nu is U. = 1.52U ~ 3.33, met Uy ~ 300/137, zoals we in sectie 6
hebben gevonden. De afstanden drukken we uit in eenheden van de verplaatsingsparameter a. Aangezien
we aA1p = 1 gedefniéerd hebben, drukken we afstanden dus uit in eenheden 1/A1p = 1/vpAsp = Ra,
net zoals in het 2D geval.

Om de waarde van Uy die de energie minimaliseert efficiénter te bepalen, gebruiken we de waarde die
gevonden wordt uit de vorige afstand. Voor de eerste afstand werd vertrokken uit de waarde die verwacht
werd, gebaseerd op de resultaten van sectie 8.6: U.yy = 2U in de limiet R — 0 en Ueyy = U in de limiet
R — oo. In figuur 9.1 is de energie in functie van U.s; geplot, bij een vaste afstand tussen de ladingen.
In deze figuur is te zien dat bij ladingen in de buurt van de kritische lading de energie divergeert. Als
we met de ladingen dicht bij elkaar starten, dan wordt deze divergentie als minimum beschouwd bij het
bepalen van de energie en blijft het gebruikte proces hier vastzitten. Daarom bepalen we de energie eerst
bij een grote afstand tussen de ladingen, en brengen we ze dan dichter bij elkaar. We hebben in dat geval
geen last van de divergentie, aangezien we in dat geval in de buurt van waar we het minimum verwachten
blijven zoeken.

0.3} \

> \/\

1 1.5 2 2.5 3 3.5
Ueﬁ/UO

Figuur 9.1: De bindingsenergie in functie van de effectieve lading Ueyy bij een vaste afstand R = 5a
tussen de ladingen. Viak bij de kritieke lading is er een numerieke divergentie.
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In het 2D geval hebben we eerst de energie geplot in functie van twee ladingen Z = 0.2. Daarom
beginnen we hier met het plotten van de energie in functie van de afstand tussen twee ladingen U = 0.4U.,.
Het resultaat hiervan is weergegeven in figuur 9.2a, samen met de bijhorende anti-bindingsenergie. De
effectieve lading Uesy die deze energie geeft bij een afstand R/a is weergegeven in figuur 9.2b. De anti-
bindings energie is hier niet weergegeven, omdat we bindings

1 I T T T 1.5

0.8} i ] 14r
0.6 13r
12F
0.4f
1.1
=
T 02} s
[}
o 1
O L
0.9t
021 BB
0.4F 0.7}
0.6 : : : : 0.6 : ‘ : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
R/a R/a

Figuur 9.2: (a) De gevonden bindingsenergie in een systeem met twee ladingen U = 0.4U, = 0.61Uj in
functie van de afstand ertussen. (b) De waarde van Ucsy die de energie van het systeem minimaliseert
bij die afstand.

In deze figuren is te zien dat voor grote afstanden de bindings- en anti-bindingsenergie op een gelijkaardige
manier gerelateerd zijn aan de afstand als in het 2D geval. In de limiet R — oo benaderen de beide
energieén en U sy de waardes van in het systeem met slechts 1 lading met dezelfde grootte als de ladingen
in dit systeem. De onregelmatigheden in de anti-bindingsenergie zijn waarschijnlijk veroorzaakt door een
gebrek aan precisie.

In het 1D geval vinden we nu dat als de afstand tussen de ladingen afneemt, de effectieve lading toeneemt
tot het de kritische lading bereikt, ook al zijn de ladingen samen nog steeds subkritisch. Merk op dat
hoewel de effectieve lading maximaal wordt de energie niet in de valentiecband duikt. Als we de twee
plots in figuur 9.2 met elkaar vergelijken, dan zien we dat de waarde van U.ys het sterkst stijgt (als we
de afstand laten afnemen) in het gebied 2a tot 4a. Dit is het gebied waar de onregelmatigheden in de
anti-bindingsenergie het duidelijkst zijn.

Er zijn verschillende mogelijke oorzaken voor de plotse toename van de effectieve lading. Het is mogelijk
dat de werkelijke waarde van de effectieve lading te dicht in de buurt van de kritieke lading ligt, waardoor
de divergentie toch als minimum gevonden wordt. Anderzijds is het mogelijk dat dit veroorzaakt wordt
door het toevoegen van de verschuivingsparameter a. Als R =~ a, dan lijkt de potentiaal op die van een
grotere lading, met een kleinere verschuivingslengte. We zouden dan echter nog steeds in de limiet R — 0
de energie van een systeem met 1 lading die dubbel zo groot is als in het beschouwde systeem verwachten.
Daarbij is door het invoeren van de verschuivingslengte de golffunctie slechts een benadering. Deze wordt
minder nauwkeurig in de buurt van de lading.

We kunnen net zoals in het 2D geval de gevonden effectieve lading terug invullen in de formules 9.1-9.4.
De gevonden waarden van deze intergralen in functie van de afstand worden weergegeven in figuur 9.3.
Bij de overlap- en Coulomb integralen zijn er weer onregelmatigheden in het gebied waar U.sy sterk
toeneemt. We zien dat in de limiet R — +o0o de overlap integraal weer nu wordt zoals we verwachten.
We hebben slecht waardes berekend tot R = a, aangezien de effectieve lading dan al constant is en de
kritieke waarde heeft. De overlapintegraal lijkt niet naar 1 te gaan in de limiet R — 0. Als we de
overlapintegraal voor kleine R plotten, dan vinden we echter voor elke waarde van Usy dat de integraal
1 wordt. Dit betekent dat de stijging van de overlapintegraal sterk afneemt bij kleine R. Als we naar
figuur 8.5a kijken, dan zien we dat in het 2D geval de stijging van de overlapintegraal slechts een beetje
afneemt bij kleine R. Dit verschil wordt veroorzaakt doordat de golffuncties verschillende vormen hebben:
als we ruwe benaderingen gebruiken, hebben we een cirkel in het 2D geval en een rechte in het 1D geval.
De overlap- en Coulomb integralen zijn samen geplot in figuur 9.3b. Net zoals de overlapintegraal lijken
deze nog sterk te stijgen bij kleine R, hoewel deze ook sterk afzawakken voor R € [0,a]. Voor kleine R
worden de zelfinteractie-, overlap- en Coulomb integralen namelijk gelijk aan elkaar. De waarde in functie
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Figuur 9.3: De overlap- (a) resontie- (b:blauw) en Coulomb- (b:rood) integraal in een systeem met
twee ladingen U = 0.4U., = 0.61Uy in functie van de afstand ertussen bij de waarde van Ueypy die de
bindingsenergie minimaliseert.

van Ugysy voor het 1D systeem en Z.¢s voor het 2D systeem worden weergegeven in figuur 9.4. Als we
deze waarden met elkaar vergelijken, dan vinden we dat deze in het 1D geval veel minder variéren met
de lading. We zien ook dat de intgralen in het 1D geval bij grote ladingen vier keer kleiner zijn dan in
het 2D geval en de waarde van ervan zelfs afnemen.

Als we nu naar formule 7.2 kijken, dan merken we dat de gevonden energie van het systeem met slechts 1
lading in het 1D geval zwaarder doorweegt dan in het eerste geval, aangezien deze wel van dezelfde orde
zijn in de twee gevallen. Dit is de oorzaak van de divergentie van de energie, aangezien de energie van het
systeem met 1 lading afneemt als de lading toeneemt, terwijl de tweede term van formule 7.2 stijgt met de
effectieve lading. Hierdoor kan de vraag gesteld worden of er misschien ergens een fout is gebeurd bij de
berekeningen, of dit een probleem is doordat we slechts in 1 dimensie werken en de verplaatsingsafstand
a ingevoerd hebben.
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Figuur 9.4: De zelfinteractie-, resontie- en Coulomb integral krijgen de zelfde waarden voor bepaalde
Ueyy in de limiet van kleine R in een 2D (rood) en 1D systeem (blauw).

In sectie 8.6 werden ook de bindings en anti-bindingsenergie van systemen met een reeks andere kleine
ladingen geplot. Voor het 1D systeem werden de overeenkomstige ladingen bestudeerd en de resultaten
zijn weergegeven in figuur 9.5. Omwille van de lange rekentijd om een hoge precisie te bekomen, werd
de bindingsenergie hier slechts tot op 0.01A bepaald. Hierdoor hebben de curves van de effectieve
lading enkele onregelmatigheden. Omdat bij de anti-bindingsenergie deze onregelmatigheden zeer sterk
uitgesproken waren, worden deze hier niet weergegeven.
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Figuur 9.5: De energie van een aantal gelijke ladingen in functie van de afstand ertussen.

In deze figuur is net zoals in figuur 9.2 te zien dat in de limiet R — +o0o we dezelfde bindingsenergie en
effectieve lading krijgen als in een systeem met slechts 1 lading met dezelfde grootte. We zien duidelijker
dat de kritieke waarde niet op exact R = 2a bereikt wordt, maar athangt van de ladingen in het systeem.
Merk op dat als we figuur 9.5 zouden doortrekken, de energie van het systeem met twee ladingen U = 0.6U,
in de valentieband duikt. We hebben ook plots gemaakt voor andere subkritische ladingen die samen
superkritisch zijn, maar dit levert geen nieuwe inzichten, behalve dat de kritische afstand is toegenomen
ten opzichte van het 2D systeem. Deze plots zijn hier dus niet weergegeven.

We zouden kunnen proberen om de afstand waarop de energie in de valentieband duikt te bepalen in
functie van de ladingen in het systeem. Deze berekeningen nemen echter zeer veel tijd in beslag! en er
is daardoor geen tijd meer voor. We kunnen wel nog proberen om de energie te plotten van een systeem
met twee verschillende ladingen. Hiervoor wordt net als in het 2D geval een ander script gebruikt dan
voor het systeem met gelijke ladingen. Als we wel gelijke ladingen ingegeven werden, dan vinden we
hetzelfde resultaat als met het script voor gelijke ladingen. Als we echter proberen om de energie te
bepalen voor een systeem met verschillende ladingen, dan krijgen we opnieuw problemen met de waarde
van de effectieve lading.

IDeze berekeningen namen in het 2D geval enkele dagen in beslag en de berekeningen in het 1D geval nemen over het
algemeen meer tijd in beslag dan die in het 2D geval.
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Hoofdstuk 10

Conclusies en vervolg

In deze thesis hebben we systemen van twee ladingen in grafeen en grafeen nanoribbons bestudeerd.
Eerst hebben we een literatuurstudie gedaan. We zijn begonnen met de structuur van het grafeenroos-
ter en hebben zo verder gebouwd tot we de golffuncties in grafeen en grafeen nanoribbons met slechts
één lading gevonden hebben. In de literatuur werd gevonden dat in grafeen de atomaire instabiliteit op-
treed bij een lading () = 0.5. We hebben zelf gevonden dat in grafeen nanoribbons de atomaire instabiteit
optreed bij een lading @ = 1.52, aangezien dit in de literatuur die hier werd gebruikt niet onderzocht werd.

Vervolgens hebben we de methode van de lineaire combinatie van atomaire orbitalen gebruikt om de
grondtoestandsenergie van de systemen met twee ladingen te bestuderen. We hebben daarvoor een
effectieve lading geintroduceerd en de formule voor de energie van een algemeen systeem bepaald, onaf-
hankelijk van de dimensies. De bindings en anti-bindingsenergie bij gelijke ladingen worden gegeven door
formules 7.2 en 7.3. Voor verschillende ladingen vonden we formules 7.4.

Het systeem van twee ladingen in grafeen werd reeds behandeld, dus kunnen we onze resultaten hiermee
vergelijken. We vonden dat onze formules voor de overlap en de resonantie integralen licht afweken, dit
had als gevolg dat de energieén die we vonden een klein beetje hoger lagen dan die uit de eerdere studie,
maar dit verschil is verwaarloosbaar ten opzichte van de grootte van de bandgap.

We vonden dat in de limiet waar de ladingen oneindig ver van elkaar liggen, de bindings- en anti-
bindingsenergie overeenkomen met de energie van een systeem met enkel de grootste en kleinste lading
respectievelijk. Deze waren dus gelijk in een systeem met twee gelijke ladingen.

Voor een systeem met twee subkritische ladingen, vinden we in de limiet waar de ladingen op elkaar
liggen de energie van een systeem met slechts één lading die de som is van de twee in het beschouwde
systeem. In het geval van twee subkritische ladingen die samen superkritisch zijn, duikt de energie op een
bepaalde afstand in de valentieband. Voor systemen met twee gelijke ladingen hebben we deze afstand
kunnen bepalen, maar bij systemen met verschillende ladingen waren er numerieke problemen als de
ladingen dicht bij elkaar kwamen.

In grafeen nanoribbons konden we enkel systemen met twee gelijke ladingen behandelen. Hier von-
den we in de limiet waar de ladingen oneindig ver van elkaar zitten opnieuw de energie van een systeem
met slechts één van deze ladingen. In het 1D geval vonden we nu dat ook voor systemen met twee ladin-
gen die samen subkritisch zijn, de effectieve lading stijgt tot de kritische waarde. Desondanks bleef de
energie van deze systemen in de bandgap. Voor systemen met twee ladingen die samen superkritisch zijn,
vonden we dat de energie wel in de valentieband dook en dat de kritische afstand groter was dan in grafeen.

Er kan op verschillende manieren verder gebouwd worden op deze thesis. In de eerste plaats kunnen
de resultaten in sectie 9.2 gecontroleerd worden en de berekening met een hogere precisie uitgevoerd
worden. Ten tweede zou het systeem uitgebreid kunnen worden naar drie of meer ladingen in verschil-
lende configuraties. Daarnaast hebben we hier enkel de 1s orbitalen beschouwd in de LCAO methode.
We zouden ook verder kunnen gaan door de interactie van hoger gelegen energieniveaus in rekening te
brengen.
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