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English Abstract

Recently the study of two dimensional physics has risen in popularity. With
the discovery of graphene scientists realised that two dimensional systems
don’t just inhabit the dreams of theoretical physicists but actually exist in
our universe. This thesis will also focus on two dimensional systems, more
speci�cally it will focus on the collective oscillations of charge carriers in
these systems. Collective motion occurs when particles perform a synchro-
nous motion. For example water molecules that move synchronously up and
down to form waves on the surface of the ocean. When the collective oscil-
lation is due to charge carriers they are called plasmons. To describe this
motion mathematically the hydrodynamic model is used. They will be descri-
bed very similarly to the example of the waves. However here the particles
will be bound to a two dimensional plane so they can’t move up or down.
The change in height from the analogy is replaced by a change in density.

These plasmons can be excited by light and this gives a way to measure
them and make use of them. In this thesis the absorption rate of light by
these plasmons will be studied. When these plasmons are studied in bounded
two dimensional systems they will have well de�ned energy levels. Due to
this only very speci�c frequencies of light can be absorbed to excite these
plasmons. This will lead to an absorption spectrum that contains spikes at
the frequencies that correspond to the energy of the collective mode. Two
in
uences on these curves will be studied: the geometrical shape of the sy-
stem and the interaction between the particles. The type of interaction the
particles feel is a consequence of their environment. This might lead to a
measurable quantity, the absorption curve, that can help predict the shape
of the two dimensional system and the environment of the system.
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Hoofdstuk 1

Inleiding

In de afgelopen jaren is de studie van laag dimensionale systemen enorm
gestegen in populariteit. Met de ontdekking van de tweedimensionale stof
grafeen in 2004[1] werd een studie die eerder beschouwd werd als volledig
theoretisch of als een benadering van de echte driedimensionale wereld plots
enorm belangrijk. De verzameling van tweedimensionale materialen is ook
veel breder dan enkel grafeen: tegenwoordig heeft men tweedimensionale
gassen, vloeisto�en en kristallijne sto�en. Anderzijds is het studiegebied
van collectieve oscillaties ook van groot belang. Vele innovatieve toepassin-
gen die dagelijks gebruikt worden exploiteren de fysica van collectieve ei-
genschappen van sto�en zoals bijvoorbeeld magnetisme en (super)geleiding.
Een mooi voorbeeld van collectieve oscillaties zijn de golven op een oceaan.
De waterdeeltjes gaan hier gezamenlijk op en neer. In deze thesis worden
deze twee studiegebieden gecombineerd en zullen collectieve oscillaties van
ladingsdragers in tweedimensionale sto�en bestudeerd worden. Deze collec-
tieve oscillaties worden ook wel plasmonen genoemd. Hier bewegen deze niet
meer op en neer zoals de golven maar verhoogt of verlaagt de dichtheid van
deze deeltjes aangezien de ladingsdragers enkel in het vlak kunnen bewegen.
Omdat het hier gaat over oscillaties van ladingsdragers interageren deze ook
met externe elektromagnetische golven. Invallend licht kan er namelijk voor
zorgen dat deze oscillaties opgewekt worden.[4] De plasmonen voor de ein-
dige vormen zullen enkel optreden bij bepaalde energie•en en hierdoor zullen
er resonanties optreden: enkel speci�eke frequenties die overeenkomen met
deze energie•en zullen in staat zijn om de oscillaties op te wekken.
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Deze collectieve oscillaties zullen op een semi-klassieke manier onderzocht
worden. Door gebruik te maken van de continu•�teitsvergelijking, de wet van
Ohm en een zelf consistente koppeling van de interactie tussen de deeltjes kan
men de verschillende modi van de collectieve oscillaties berekenen. Deze me-
thode wordt ook wel eenshet hydrodynamisch modelgenoemd. Dit levert dan
een integro-di�erentiaalvergelijking met de vorm van een eigenwaardepro-
bleem. Deze kan echter meestal niet analytisch worden uitgerekend. Dit kan
men dan bijvoorbeeld oplossen door gebruik te maken van eindige-elementen
methoden. Hier wordt er echter gebruikt gemaakt van een andere methode
die toe laat om een semi-analytische oplossingen te bekomen. Deze zet na-
melijk de integro-di�erentiaalvergelijking om naar een eigenwaardeprobleem
van een matrix door deze te expanderen in een basis van functies. Deze basis
bestaat uit de eigenfuncties van de integro-di�erentiaalvergelijking voor een
interactie tussen de deeltjes die wel analytisch oplosbaar is. Deze functies zul-
len dan al de nodige randvoorwaarden bezitten van het systeem en hierdoor
dus ook de symmetrie•en van de vorm van het systeem. Deze semi-analytische
methode zorgt ervoor dat men beter kan zien welke invloed perturbaties op
eigenfuncties hebben en hoe deze eigenfunctie hun vorm bekomen doordat
men kan zien welke functies uit de basis een belangrijke rol spelen. Doordat
ook de dichtheidsfuncties benaderd kunnen worden op een semi-analytische
manier kan ook eenvoudig de interactie met licht bestudeerd worden. Het
handige is ook dat deze methode toepasbaar is voor verschillende vormen en
verschillende soorten interacties tussen de deeltjes.

1.1 Experimentele waarnemingen

Een erg interessant tweedimensionaal materiaal waarvan de plasmonen kun-
nen beschreven worden met de methodes uit deze thesis is grafeen. Dit
materiaal bestaat uit �e�en enkele laag van koolstof atomen in een hexagonaal
rooster. De afgelopen jaren is de populariteit van onderzoek rond dit mate-
riaal enorm gestegen.[2] De achtergrond ladingsdichtheid �n van dit materiaal
kan eenvoudig aangepast worden. Dit is wenselijk want deze grootheid zal
een belangrijke rol spelen in de rest van deze thesis. Dit kan men doen
aan de hand van verschillende methodes. De meest interessante methode is
met behulp van een back-gate omdat men bij deze methode een uniforme

2



verdeling van de achtergrond ladingsdichtheid mag aannemen. Het nadeel
van deze methode is wel dat men contact punten moet toevoegen aan het
materiaal en dat kan zorgen voor defecten in de laag.[3] Deze afstelbaarheid
van de achtergrond ladingsdichtheid met behulp van deze methode werd al
aangetoond in referentie [6].

Plasmonen kunnen echter niet direct aan licht gekoppeld worden omdat de
impuls voor dit proces niet behouden blijft. De impuls van invallende stra-
ling is namelijk veel lager dan deze van de plasmonen met een gelijkaardige
energie. Dit wordt weergeven a) van �guur 1.1. De blauwe curve toont de
dispersie relatie van de plasmonen die gaat als�

p
q in een oneindig vlak en

de rode lijn is de dispersie relatie voor licht. Een methode om extra impuls
te geven aan dit invallend licht is door een periodische nano structuur te
beschouwen zoals bijvoorbeeld in b) waar men een periodische structuur van
nanoribbons heeft. Het breken van de translatie symmetrie geeft het foton
extra impuls die volgt uit de periodiciteit van het systeem.[4] Deze nanorib-
bons zijn al vaak theoretisch beschreven maar men is niet beperkt tot enkel
ribbons om de translatie symmetrie te breken. Men kan ook andere eindige
structuren beschouwen die periodische opgesteld worden, vandaar dat in deze
thesis de invloed van verschillende geometrische �guren bestudeerd worden.

Figuur 1.1: (a) Gra�sche voorstelling van het impuls verschil tussen het
invallend licht (rood) en de plasmonen(zwart). Door de translatie symmetrie
te breken door periodische structuren kan er extra impuls gegeven worden
(zwart gestippelde pijl) (b) Gra�sche voorstelling van een periodische nano-
ribbon structuur die de translatie symmetrie breekt. (Bron: [4])
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Deze koppeling van plasmonen in grafeen nanoribbons met invallend licht
werd al experimenteel geobserveerd door middel van polarized Fourier trans-
form infrared spectroscopy.[5] Hierbij werd geobserveerd dat invallend licht
langs de breedte van de ribbon zorgt voor een absorptiespectrum met pieken
langs de verschillende eigenfrequenties. Er werd aangetoond dat deze eigen-
frequenties afhankelijk zijn van de breedteW van de ribbon en gaan zoals
! � 1=

p
W. De achtergrond ladingsdichtheid �n zorgde voor een verschui-

ving die gaat als! � 4
p

�n. In �guur 1.2 wordt de experimentele opstelling
en transmissie curven voor invallend licht dat lineair gepolariseerd is langs
de lengte in (die de translatie invariantie bezit) weergegeven en ook langs de
breedte van de ribbons.

Figuur 1.2: (a-b) Gra�sche voorstelling van de experimentele opstelling. De
achtergrondladingsdichtheid �n wordt verhoogd door de ionen gel. (e) Drude
transmissie van de ribbon voor invallend licht met een lineaire polarisatie
langs de lengte van de ribbon (f) Transmissie van een ribbon van licht dat
gepolariseerd is langs de breedte van de ribbon (zoals gra�sch wordt weerge-
geven in b) van �guur 1.1). (Bron: [5])
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1.2 Doelstellingen

De invloed van twee zaken in het hydrodynamisch model zullen worden on-
derzocht: de invloed van de vorm van het beschouwde systeem en de invloed
van de interactie die de deeltjes op elkaar uitoefenen. Deze verschillende
interacties kan men experimenteel realiseren door de omgeving van grafeen
te wijzigen. Voor de invloed van de geometrie zal een eenvoudige interactie
beschouwd worden die toe laat om analytische oplossingen te bekomen voor
eenvoudige geometrische vormen zoals een vierkant, een ribbon, een schijf en
een gelijkbenige driehoek. Het doel is om eigenschappen te vinden die het
gevolg zijn van de beschouwde geometrie. Om de invloed van de interactie
tussen de deeltjes te bestuderen zal gebruik gemaakt worden van een semi-
analytische oplossingsmethode. Opnieuw is het hier de bedoeling om unieke
eigenschappen te vinden die het gevolg zijn van de interactie.

Eens de invloeden van enerzijds de vorm en anderzijds de interactie gekend
zijn kan men mogelijks een manier vinden om aan de hand van metingen
voorspelling te doen over de vorm en de interactie. Hiervoor is een soort
unieke handtekening nodig die karakteristiek is aan een bepaalde vorm en
interactie. Het is de bedoeling om deze te vinden in de manier dat de struc-
tuur interageert met invallend licht aan de hand van het absorptiespectrum.

1.3 Opbouw

Eerst moet de integro-di�erentiaalvergelijking van het hydrodynamisch mo-
del afgeleid worden, dit zal gebeuren in de rest van dit hoofdstuk. Deze ver-
gelijking is de kern van deze studie en zal telkens opnieuw het beginpunt zijn
in de verdere hoofdstukken. Voor een aantal interacties zal deze vergelijking
niet analytisch oplosbaar zijn. Daarom wordt er ook een semi-analytische
oplossing methode beschreven die later in het derde hoofdstuk van pas zal
komen wanneer de invloed van verschillende interacties bestudeerd zal wor-
den.

In het tweede hoofdstuk zal de vorm van het beschouwde systeem bestudeerd
worden. Hierbij zal deLocal Capacitance Approximation(LCA) als interac-
tie gebruikt worden. Deze situatie komt overeen met een perfect geleidende
plaat op erg kleine afstand onder het systeem. Deze zal het probleem ver-
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eenvoudigen zodat analytische oplossingen bekomen kunnen worden. Aan de
hand van groepentheorie zal de bekomen eigenstructuur bestudeerd worden
om beter te begrijpen wat de e�ecten van de symmetrie van het systeem zijn.
Vervolgens wordt de interactie met elektromagnetische golven bestudeerd en
ook de vervorming van de �guren wordt besproken.

In het derde hoofdstuk zal de rol van de interactie bestudeerd worden. Hierbij
zullen twee interacties beschouwd worden waarvoor het probleem niet meer
analytisch oplosbaar zal zijn. Deze twee zijn de Coulomb interactie enerzijds
die men kan gebruiken voor grafeen tussen twee di•elektrica die de interactie
afschermen en anderzijds de Keldysh interactie gehanteerd die toestaat om
de situatie te beschrijven waarbij de polarisatie in het vlak de voornaamste
oorzaak van de afscherming is. Deze interactie laat dus toe om het twee
dimensionale aspect van deze thesis door te trekken naar de afscherming van
de interactie tussen de deeltjes.

1.4 Semi-klassieke beschrijving

In de hydrodynamische benadering kunnen aan de hand van een aantal klas-
sieke vergelijkingen eenvoudig de plasmon excitaties beschreven worden.[7] - [10]

De elektronen in het materiaal worden hier beschreven zoals een tweedi-
mensionale vloeistof. Hierbij wordt een 
uctuatien(r ; ! ) van de lading-
dichtheid beschouwd. Aangezien de lading behouden blijft moet de con-
tinu•�teitsvergelijking:

� i!n (r ; ! ) = r � j (r ; ! ) (1.1)

voldaan worden. Hierbij werd er uitgegaan datn(r ; ! ) harmonisch in de tijd

uctueert als e� i!t . De stroomdichtheid wordt gegeven door de wet van Ohm
met Drude conductiviteit:

� ej (r ; ! ) = � D (r ; ! )E tot (r ; ! ) (1.2)

waarbij � D (r ; ! ) gegeven wordt door:

� D (r ; ! ) =
iD(r )

� (! + i
 )
(1.3)

met D(r ) = e2vf

p
� �n(r )=~ het Drude gewicht.[12] Het Drude gewicht is wat

de beschrijving semi-klassiek maakt. De factor
 is de inverse van de relaxa-
tie tijd en is een manier om onzuiverheden en defecten mee in rekening te
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brengen. De functie �n(r ) is de achtergrond ladingdichtheid envf is de Fermi
snelheid in het beschouwde systeem. Het elektrisch veldE tot is het gevolg
van enerzijds een ge•�nduceerde potentiaal �ind (r ; ! ) dat het gevolg is van
de onderlinge interacties en anderzijds een extern aangelegd veld �ext (r ; ! )
zodat in de elektrostatische limietE tot (r ; ! ) = �r � � ind (r ; ! ) � r � � ext (r ; ! ).
Normaal gezien zit er in de conductiviteitsfunctie� (r ; ! ) een factorf (r ) die
nul is als r buiten het systeem (de beschouwde vorm) zit en 1 is wanneer
deze erbinnen zit. Deze wordt hier weggelaten en opgenomen door de vorm
als integratie grenzen van de integralen te nemen. Als men de divergentie
neemt van vergelijking (1.2) en deze relatie invult bekomt men:

� er � j (r ; ! ) = �r
�

iD(r )
� (! + i
 )

r � tot (r ; ! )
�

: (1.4)

Samen met de continu•�teitsvergelijking (1.1) geeft dit:

� e! (! + i
 )n(r ; ! ) = P[� tot ](r ; ! ): (1.5)

Waarbij de operator P werd ingevoerd die gede�nieerd wordt als:

P[f ](r ; ! ) = �r
�

D(r ; ! )
�

r f (r ; ! )
�

(1.6)

met f (r ; ! ) een functie zoals bijvoorbeeld de potentiaal waarop de operator
inwerkt. De ge•�nduceerde potentiaal wordt gegeven door de interacties van
de elektronen onderling:

� ind (r ; ! ) = � eQ[n](r ; ! ) (1.7)

met de operator Q gegeven door:

Q[f ](r ; ! ) =
Z

d2r 0L(r ; r 0)f (r 0; ! ): (1.8)

Waarbij L(r ; r 0) de interactie tussen deeltjes onderling beschrijft en de inte-
gratie over de gehele beschouwde vorm. Uit vergelijking (1.5) en (1.7) kan
men twee eigenwaarden vergelijkingen opstellen voor de dichtheid en voor de
potentiaal.
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De randvoorwaarde die opgelegd moet worden volgt uit het feit dat de elek-
tronen het systeem niet kunnen verlaten. Daarom moet de stroomdichtheid
die vloeit uit het systeem (dus loodrecht op de rand van het beschouwde
systeem) nul zijn. Dit geeft als randvoorwaarde voor de potentiaal:

û (r ) � D(r )r � tot (r ; ! ) = 0 (1.9)

met û (r ) de normaal op de rand van het systeem.

Om de collectieve oscillaties te vinden van de dichtheid wordt �ext gelijk
gesteld aan nul. Later zal de invloed van een extern veld onderzocht worden
door absorptie van licht te bestuderen. Uit vergelijkingen (1.5) en (1.7) vol-
gen vergelijkingen voor de dichtheid en de potentiaal. Deze hebben de vorm
van een eigenwaardeprobleem:

! (! + i
 )� � (r ) = Q[P[� � ]](r ) (1.10)

! (! + i
 )n� (r ) = P[Q[n� ]](r ) (1.11)

met � een index om de verschillende eigenmodi te onderscheiden. De eigen-
waarden zijn functies van de frequentie! . Zoals men weet uit de quantum-
mechanica bepalen deze frequenties de energie van de collectieve oscillaties.
Aangezien de operatorenP en Q niet commuteren voor de meeste interac-
ties1 heeft men datPQ en QP niet hetzelfde zijn. Omdat de operatorPQ
niet self-adjoint is voor het standaard scalair product heeft men dat de ei-
genfuncties niet loodrecht zijn in de gebruikelijk zin. Men kan wel aantonen
aan de hand van het simultaan diagonalisatie theorema dat de eigenfuncties
volgende orthogonaliteitsrelatie respecteren:[8]

� e
Z

dr � �
� (r )n� (r ) = E � � �� (1.12)

met E � de energie normalisatie van de verschillende modi.

1Behalve voor de LCA interactie zoals men in het volgend hoofdstuk zal zien
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1.5 Oplossingsmethode

Bij het oplossen van het eigenwaardeprobleem wordt er uitgegaan van een
homogene achtergrond van ladingsdichtheid �n(r ) = �n.2 Als gevolg hiervan
heeft men ook dat het Drude gewichtD(r ) = D ook constant is. De dicht-
heidspotentiaal � � (r ) vindt men aan de hand van de eigenwaarde vergelijking
van de operatorQP:

! (! + i
 )� � (r ) = Q[P[� � ]](r ): (1.13)

Invullen van de de�nities van de operatorenP enQ levert de centrale integro-
di�erentiaalvergelijking van dit werk:


 2
� � � (r ) =

�D
�

Z
d2r 0L(r ; r 0)r 2� � (r 0) (1.14)

met 
 2
� = ! (! + i
 ) de eigenwaarden van het probleem en waarbijL(r ; r 0)

de interactie beschrijft tussen de elektronen en de integratie grenzen de be-
schouwde vorm van het systeem is. Merk op dat deze vergelijking altijd de
triviale oplossing heeft �0(r ) = �� een constante functie. Dit triviaal ge-
val komt overeen met de situatie waarbij er geen collectieve oscillaties zijn:
n(r ) = 0. Eens men een uitdrukking voor � � (r ) heeft kan men aan de hand
van (1.5) een uitdrukking voor de dichtheidseigenfunctiesn� (r ) vinden en de
normering van de dichtheid en de potentiaal vind men aan de hand van de
orthogonaliteitsrelatie (vergelijking (1.12)):

n� (r ) =
D

e� 
 2
�

r 2� � (r ): (1.15)

Tenslotte kan men ook nog de stroomdichtheid vinden aan de hand van
vergelijking (1.2).

j � (r ) =
i! D
e� 
 �

r � � (r ): (1.16)

Voor een groot aantal interacties zoals bijvoorbeeld de afgeschermde Cou-
lomb interactie (LC (r ; r 0) = 1

� jr � r 0j ) is deze integro-di�erentiaal vergelijking
niet analytisch oplosbaar. Indien de interactie beschreven wordt door een

2In het volgende hoofdstuk zal de toepasbaarheid van deze benadering nog kort be-
sproken worden.
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delta functie (LLCA (r ; r 0) = � (r � r 0)) valt de integraal weg en vereenvou-
digt het probleem zich tot het vinden van de eigenwaarden van de Laplaci-
aan. Deze interactie komt overeen met de Local Capacitance Approximation
(LCA). In het volgende hoofdstuk zal de fysische relevantie van deze interac-
tie uitgelegd worden, nu wordt het slechts als hulpmiddel gebruikt voor het
bekomen van een oplossing.

Aangezien de oplossingen' n (r ) voor het probleem met LCA aan dezelfde
randvoorwaarden voldoen als de eigenfuncties �� (r ) voor een ander be-
schouwde interactie, overspannen deze dezelfde ruimte. Indien men' n (r )
kiest zodanig dat deze orthonormaal zijn dan kunnen deze gebruikt wor-
den als basis in vergelijking (1.14) om de gezochte eigenfuncties �� (r ) =P

cn ' n (r ) te ontwikkelen. Als men dit toepast op vergelijking (1.14) geeft
dit:


 2
�

X

n

cn ' n (r ) =
�D
�

Z
d2r 0L(r ; r 0)r 2

X

n

cn ' n (r 0) (1.17)


 2
�

X

n

cn ' n (r ) =
�D
�

Z
d2r 0L(r ; r 0)

X

n

� 2
ncn ' n (r 0) (1.18)

met � 2
n de eigenwaarde behorende bij de eigenfunctie' n (r ). Vervolgens kan

men beide leden van de vergelijking projecteren op een andere basis functie
' m (r ). Dit geeft:


 2
� cm =

�D
�

X

n;m

Z
d2r

Z
d2r 0L(r ; r 0)� 2

ncn ' n (r 0)' m (r ): (1.19)

Het probleem herleidt zich tot een eigenwaardeprobleem van de matrix:


 2
� cm = LmpPpncn (1.20)

waarbij de matricesLmp en Ppn gede�nieerd zijn als:

Lnm =
�D
�

Z
d2r

Z
d2r 0L(r ; r 0)' n (r 0)' m (r ); (1.21)

Pnm = � nm � 2
n : (1.22)

Aangezien de gebruikte basis' n een oneindige basis is, zijn deze matrices
ook oneindig. Men moet deze dus inperken tot een zekereNmax om het
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probleem op te lossen. Voor eenvoudige geometrische �guren kan men vaak
de basisfuncties' (r ) analytisch uitrekenen aangezien deze de eigenfuncties
van de Laplaciaan zijn. Voor minder triviale �guren zal het vaak niet meer
mogelijk zijn de basisfuncties analytisch op te lossen. Men kan deze dan wel
numeriek benaderen aan de hand van verschillende methoden.

1.6 Invloed van invallende straling

Bij de a
eiding voor de integro-di�erentiaalvergelijking (1.14) werd de ex-
terne potentiaal � ext (r ) gelijkgesteld aan nul om de eigenfuncties van het
systeem zonder interferentie te berekenen. Nu zal in dit stuk de invloed van
een extern veld berekend worden door te expanderen in een basis van eigen-
functies. Zo kan berekend worden hoeveel energie er gedissipeerd wordt om
de verschillende plasmon modi te exciteren. Aan de hand hiervan zal dan
een uitdrukking voor het absorptiespectrum berekend worden. Enkel licht
dat invalt met een frequentie die overeenkomt met een eigenfrequentie van
het systeem zal collectieve oscillaties kunnen opwekken. Dit zal ervoor zor-
gen dat dit absorptiespectrum pieken zal vertonen bij deze frequenties. De
a
eiding van dit absorptiespectrum komt uit referentie [8].

De dichtheidseigenfunctiesn� (r ) vormen een basis waarin een algemenere
dichtheid n(r ) die het gevolg is van een extern veld in kan uitgerekend wor-
den om de lineaire respons van het systeem te berekenen:

n(r ) =
X

�

B � (! )n� (r ): (1.23)

Om deze respons te berekenen wordt deze expansie vann(r ) ingevuld in
vergelijking (1.5):

� e! (! + i
 )
X

�

B � (! )n� (r ) = P[� tot ](r ; ! ): (1.24)

Hierbij is � tot (r ; ! ) = � ext (r ; ! ) � eQ[n](r ; ! ) en de dichtheid in deze de�nitie
van de potentiaal kan ook ge•expandeerd worden zodat:

� e
X

�

�
! (! + i
 ) � 
 2

�

�
B � (! )n� (r ) = P[� ext ](r ; ! ) (1.25)
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waarbij gebruik gemaakt werd van de eigenwaarde vergelijking (1.11). Indien
deze vergelijking nu vermenigvuldigd wordt met de complex toegevoegde van
de dichtheidseigenfunctie ��� (r ) en men vervolgens integreert over de positie
r kan men de co•e�cient B � (! ) bepalen:

R
dr � �

� (r )P[� ext ](r ; ! )
(! (! + i
 ) � 
 2

� )E �
= B � (! ) (1.26)

hierbij werd gebruik gemaakt van de orthogonaliteitsvoorwaarde (1.12). Aan-
gezien dat de operatorP Hermitisch is, kan deze ook op ��� (r ) inwerken in
plaats van op de externe potentiaal. Samen met vergelijking (1.5) geeft dit
dan:

� e
 2
�

R
drn�

� (r )� ext (r ; ! )
(! (! + i
 ) � 
 2

� )E �
= B � (! ) (1.27)

Met deze uitdrukking voor de co•e�ci •ent B(! ) kan vergelijking (1.23) ge-
schreven worden als de respons op een extern veld:

n(r ) = � e
Z

r 0� (r ; r 0; ! )� ext (r 0; ! ): (1.28)

Hierbij is � (r ; r 0; ! ) de dichtheid-dichtheid respons functie die gegeven wordt
door:

� (r ; r 0; ! ) =
X

�


 2
� n� (r )n�

� (r 0)
E � [! (! + i
! ) � 
 2

� ]
: (1.29)

Voor een extern veldEext dat invalt op het systeem kan het totaal geabsor-
beerde vermogenPabs(! ) berekend worden door het vermogen te berekenen
dat gedissipeerd wordt door de ge•�nduceerde stroomj (r ; ! ). Het totale ver-
mogen over een cyclus is dan:

Pabs(! ) =
Z

dr
1
2

Re[� ej (r ; ! ) � Eext
� (r ; ! )]: (1.30)

Hierin kan Eext
� (r ; ! ) geschreven worden als�r � ext (r ; ! ) en de stroom kan

herschreven worden aan de hand van vergelijking (1.4)

Pabs(! ) =
Z

dr
1
2

Im
�

� ! D
� 
 2

�
r � tot (r ; ! ) � r � �

ext (r ; ! )
�

: (1.31)

Gebruik makend van parti•ele integratie samen met de Neumann randvoor-
waarden op de potentiaal en met behulp van vergelijking (1.5) kan men dit
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herschrijven als:

Pabs(! ) =
e!
2

Z
dr Im [n(r ; ! )� �

ext (r ; ! )] : (1.32)

Hierin kan nu vergelijking (1.28) ingevuld worden:

Pabs(! ) =
� e2!

2

Z
dr

Z
dr 0Im [� (r ; r 0; ! )� ext (r 0; ! )� �

ext (r ; ! )] : (1.33)

Als men dan hier nog eens de uitdrukking voor de dichtheid-dichtheid respons
(vergelijking (1.29)) in invult heeft men:

Pabs(! ) =
� e2!

2

X

�

Z
dr

Z
dr 0Im

�
� ext (r 0; ! )� �

ext (r ; ! )n� (r )n�
� (r 0)
 2

�

E � [! (! + i
! ) � 
 2
� ]

�
:

Gebruik makend van de orthogonaliteitsrelatie (vergelijking (1.12)) kan dit
geschreven worden als:

Pabs(! ) =
e!
2

X

�

j
R

drn�
� (r )� ext (r ; ! )j2

R
dr � �

� (r )n� (r )
Im

�

 2

�

E � [! (! + i
! ) � 
 2
� ]

�
:

Om te weten hoeveel van de invallende straling geabsorbeerd werd moet dit
nog gedeeld worden door het totaal invallend vermogenPin (! ) dat gegeven
wordt door:

Pin (! ) =
c

8�

Z
dr jr � ext (r ; ! )j2: (1.34)

De verhouding van deze twee vermogens geeft het absorptiespectrumA(! ):

A(! ) = �
4�!

c

X

�

d� Im
�


 2
�

! (! + i
 ) � 
 2
�

�
(1.35)

met

d� = � e
j
R

drn�
� (r )� ext (r ; ! )j2

[
R

dr � � (r ; ! )n�
� (r )][

R
dr jr � ext (r ; ! )j2]

: (1.36)

Bij de sommatie over de verschillende modi die aangeduid worden door de
index � , zullen sommige co•e�ci •enten d� nul zijn en andere niet: dit is om-
dat niet alle modi ge•exciteerd kunnen worden door de beschouwde inval-
lende straling. Uit dit absorptiespectrum zal men dus kunnen a
eiden welke
plasmon excitaties kunnen worden opgewekt door een bepaalde invallende
straling en welke niet.
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Hoofdstuk 2

Invloed van de vorm

2.1 Inleiding

In dit hoofdstuk zal de invloed van de vorm van de beschouwde systemen
onderzocht worden. Enkele eenvoudige geometrische �guren zoals een recht-
hoek, een schijf en een gelijkbenige driehoek zullen worden beschouwd. De
technieken in dit hoofdstuk kunnen ook worden toegepast op algemenere vor-
men. Wel zal men dan waarschijnlijk gebruik moeten maken van numerieke
methodes voor het vinden van de eigenstructuur.

In dit hoofdstuk zal de Local Capacitance Approximation(LCA) gebruikt
worden als interactie tussen de deeltjes aangezien deze de vergelijkingen sterk
zal vereenvoudigen maar toch nog steeds nuttige informatie zal verscha�en.
De interactie is een benadering van de situatie waarbij het systeem zich tus-
sen twee di•elektrische media bevindt. Boven het systeem is de di•elektrische
constante gegeven door� t en onder het systeem door� b. In het onderste me-
dium op een afstandd van het beschouwde systeem bevindt zich een perfect
geleidende plaat die geaard is. De interactie die de elektronen normaal voelen
bij de afwezigheid van de plaat wordt nu quasi volledig opgeho�en wanneer
d veel kleiner is dan de gol
engte van de beschouwde modi. In deze situatie
voelen de elektronen elkaar pas wanneer ze op bijna exact dezelfde positie
zitten: de interactie krijgt de vorm van een delta functie:

LLCA (r ; r 0) =
� (r � r 0)

C
(2.1)

met C = � b
4�d .[7],[11]
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2.2 Symmetrie eigenschappen

Aangezien er in dit hoofdstuk gewerkt wordt met de LCA interactie wordt de
operator vereenvoudigd tot een Laplaciaan. Deze operator is invariant onder
rotaties en onder spiegel assen in het xy-vlak. Het zullen de beschouwde
randvoorwaarden, en dus de vorm van het beschouwde systeem, zijn die de
symmetrie van het probleem zullen bepalen.

Door de eigenfuncties te vergelijken met de irreducibele representaties van de
symmetriegroep die de vorm van het systeem beschrijft, zal men de ontaar-
dingen kunnen classi�ceren. Er zullen namelijk twee soorten ontaardingen
optreden: normale en toevallige ontaarding.[16] De normale ontaardingen zijn
het gevolg van de symmetrie en dus de vorm terwijl de andere slechts toe-
vallig zijn. De normale zullen behouden blijven wanneer er perturbaties op
het probleem worden beschouwd die de symmetrie behouden. De toevallige
kunnen hierdoor opgeheven worden. Dit zal van belang zijn wanneer in het
volgende hoofdstuk de invloed van de interactie zal worden beschouwd.

2.3 Invloed van uniform schalen

Een eenvoudige vervorming die men kan bestuderen is het uniform schalen
van de �guren. Deze zal namelijk de eigenwaarden en dus de energiespectra
be•�nvloeden. De invloed hiervan kan eenvoudig afgeleid worden uit de alge-
mene vergelijking van het systeem en zal voor alle vormen hetzelfde zijn. De
invloed van het uniform schalen volgt namelijk uit het dimensieloos maken
van de algemene integro-di�erentiaalvergelijking (1.14). Dit doet men door
de positie variabeler te delen door een karakteristieke lengteW van de �-
guur: ~r = r=W. Als men in vergelijking (1.14) de functie �� (r ) = � � (W~r)
vervangt door ~� � (~r) en vervolgensr in de vergelijking vervangt doorW~r
bekomt men een dimensieloze vergelijking:


 2
� � � (r ) =

�D
�

Z
d2r 0L(r ; r 0)r 2� � (r 0) (2.2)

, 
 2
�

~� � (~r) =
�D

�CW 2

Z
d2~r0� (~r � ~r0) r 2 ~� � (~r0) (2.3)

=
�D

�CW 2
r 2 ~� � (~r0) (2.4)
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Hierbij is W dus een karakteristieke lengte van de beschouwde �guur: dit kan
de zijde van een rechthoek, de straal van een schijf of bijvoorbeeld de zijde van
een driehoek zijn. Als de �guur dan uniform geschaald wordt door bijvoor-
beeld alle lengtes maal een factort te doen volgt hieruit dat de eigenwaarden

 2

� zullen geschaald worden met een factor 1=t2 en de eigenfrequenties! dus
met een factor 1=t.

In de rest van dit hoofdstuk zal er nog vaak met dimensieloze plaats va-
riabelen gewerkt worden. Deze zullen telkens worden weergegeven met een
tilde erboven. De tilde boven de functies van deze dimensieloze variabelen
zal echter niet meer geschreven worden.

2.4 Analytische uitwerking van de eigenwaarde
problemen

De operatorP[Q[:]] uit Hoofdstuk 1 wordt voor LCA vereenvoudigd tot een
eigenwaarden probleem van de Laplaciaan met Neumann randvoorwaarden
dat voor een eenvoudig vorm analytisch oplosbaar is. In deze sectie zal dit
probleem opgelost worden voor een ribbon, een rechthoek, een gelijkbenige
driehoek en een schijf. Er zal telkens met dimensieloze plaats variabelen
gewerkt worden. De orthogonaliteitsrelatie uit het vorige hoofdstuk (verge-
lijking (1.12)) wordt ook vereenvoudigd door het feit dat de operatorenPQ
en QP voor deze interactie commuteren. Dit zorgt ervoor dat de potentiaal
functie en dichtheidsfunctie op een constante factor na aan elkaar gelijk zijn:

� � (~r) = � eQ[n� ](~r) (2.5)

=
� e
C

Z
d~r0� (~r � ~r0)n� (~r0) (2.6)

=
� e
C

n� (~r): (2.7)

Als men de eigenfuncties van de Laplaciaan de�nieert als� � (~r) zodanig dat
deze genormaliseerd zijn over het beschouwde systeem:

Z
d~r� �

� (~r)� � (~r) = � �� (2.8)
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dan heeft men voor de dichtheid en potentiaal eigenfuncties:

n� (~r) = �n� � (~r) (2.9)

� � (~r) = �� � � (~r) = �
e
C

�n� � (~r) (2.10)

De energie normalisatie uit vergelijking (1.12) worden dan gegeven door:

E � =
e2W 2

C
�n2 (2.11)

2.4.1 Ribbon

Het eerste systeem dat beschouwd wordt is een ribbon. Dit is een oneindig
lange rechthoek: de breedte is eindig en wordt voorgesteld doorW maar de
lengte wordt oneindig lang verondersteld. Deze ribbon wordt zo geori•enteerd
dat de eindige breedte langs de y-as ligt en de lengte langs de x-as. De oor-
sprong wordt in het midden van de �guur geplaatst zoals wordt weergegeven
in �guur 2.1.

Figuur 2.1: Ribbon met breedte W en oneindig lange lengte langs de y-as.

Door deze oneindige lengte langs de x-as is er een translatie invariantie in deze
richting. Daarom wordt het probleem eerst fouriergetransformeerd langs de
x-as. Als men kijkt naar de algemene integro-di�erentiaalvergelijking (1.14)
ziet men dan voor een ribbon dat deze een integraal bevat over de gehele x-as.
Het rechterlid van de vergelijking heeft hier de vorm van een convolutie. Een
fouriertransformatie samen met het convolutie theorema zal hier erg nuttig
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zijn zeker wanneer er andere minder triviale interacties beschouwd worden.


 2
� �̂( ~k; ~y) =

�D
�W 2

Z 1=2

� 1=2
d~y0L̂ (~k; ~y � ~y0)(@2

~y � ~k2)�̂( ~k; ~y0)

met �̂( ~k; ~y) en L̂ (~k; ~y) de fouriergetransformeerden van �(~x; ~y) en L(~k; ~y).
Merk op dat aangezien er gewerkt wordt met dimensieloze positie variabelen
~k ook dimensieloos is. Om de fysische waardek terug te bekomen met
dimensie moet deze gedeeld worden doorW. Aangezien in dit hoofdstuk
een LCA potentiaal beschouwd wordt die de vorm heeft van een Dirac delta
functie valt de integraal weg.


 2
� �̂ � (~k; ~y) =

D
�CW 2

�
~k2 �

@2

@~y2

�
�̂( ~k; ~y): (2.12)

Rekening houdend met de Neumann randvoorwaarde vindt men volgende
eigenfuncties voor deze vergelijking:

�̂ n (~k; ~y) =

(
��, voor n = 0
p

2�� eikx cos(n� (~y � 1=2)), voor n 6= 0
(2.13)

met �� de constante potentiaal van de grondtoestand. De eigenwaarden zijn
hier een functie van de golfvector~k en worden gegeven door:


 2
n =

D
�CW 2

�
~k2 + n2� 2

�
: (2.14)

Deze eigenfuncties worden weergegeven in �guur 2.2 voork = 0, andere
waarden voork zorgen enkel voor een andere amplitude.

Deze eigenfuncties hebben een symmetrie die beschreven wordt door de groep
C2. Deze groep bestaat uit twee �e�endimensionale irreducibele representaties
A enB. Eenderzijds zijn er functies die symmetrisch zijn ten opzichte van de
oorsprong, de functies met evenn, deze komen overeen met de representatie
A. Anderzijds zijn er functies die anti symmetrisch zijn, de functies met one-
ven n, deze komen overeen metB . Dit zal van belang zijn wanneer interactie
met licht beschouwd wordt verder in dit hoofdstuk. Enkel de oneven functies
die transformeren zoals B zullen namelijk interageren met lineair gepolari-
seerd invallend licht.
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Figuur 2.2: Eerste drie ge•exciteerde energie eigenfuncties voor een ribbon
met breedteW.

De eigenwaarden van het probleem zijn een functie van de frequentie! :

 2

� = ! (! + i
 ). Aangezien de eigenwaarden 
2n een functie zijn van de
golfvector ~k en 
 hier een constante is heeft men dan dat! (~k) een functie is
van ~k. Deze dispersierelatie kan eenvoudig uitgerekend worden:

! (~k)(! (~k) + i
 ) =
D

�CW 2
(~k2 + n2� 2) (2.15)

! (~k) = �
i

2

�

r
�
 2

�
~k2 + n2� 2

�
�


 2

4
(2.16)

met �
 2 = D
�CW 2 . De golfvector langs de translatie invariante richting kan alle

waarden aannemen, maar langs de opgesloten y richting slechts veelvouden
van � . In �guur 2.3 wordt deze dispersierelatie weergegeven voor
=! = 0:01.

In de dispersierelatie ziet men enerzijds een akoestische dispersie! = q
voor de mode metn = 0, zoals voorspeld wordt in referentie [23]. Dit is
het gevolg van de gekozen interactie en deze relatie zal verdwijnen in het
volgende hoofdstuk wanneer andere interacties beschouwd worden. De gelei-
dende plaat zal de Coulomb interactie afschermen en zorgt dat de interacties
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over grote afstanden uitdoven en er enkel een lokaal verband tussen de dicht-
heid en de potentiaal bestaat.[13],[11] De andere modi die vertrekken uit de
veelvouden van� en zijn het gevolg van de opsluiting langs de y-as.

Figuur 2.3: Dispersierelatie voor de LCA kern over de ribbon met
= �
 2 =
0:01. De blauwe lijnen corresponderen met de even modi en de rode met de
oneven modi. Het verschil tussen de even en oneven modi zal onder de sectie
Absorptie besproken worden.
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2.4.2 Rechthoek

Na de ribbon is een volgend eenvoudig systeem dat men kan bestuderen een
rechthoek. Beschouw een rechthoek met breedte W langs de y-as en lengte
L langs de x-as zoals in �guur 2.4. De �guur wordt gekarakteriseerd door de
breedteW die gebruikt zal worden om de variabelen dimensieloos te maken
en de verhouding tussen de zijden� = W=L. Opnieuw zorgt het invullen
van de LCA potentiaal dat het probleem zich herleid tot het vinden van
eigenwaarden van de Laplaciaan met Neumann randvoorwaarden.

Figuur 2.4: Rechthoek met breedte W langs de y-as en lengte L langs de
x-as gecentreerd rond het nulpunt van het assenstelsel.


 2
� � � (~x; ~y) =

�D
�CW 2

r 2� � (~x; ~y): (2.17)

De a
eiding van de oplossingen hiervan is redelijk triviaal en deze kan men
in de appendix vinden. De eigenfuncties worden gegeven door:

� mn (~x; ~y) = �� Amn cos
�

m��
�

~x �
1
2�

��
cos

�
n�

�
~y �

1
2

��

met het koppel (n; m) 2 N2 natuurlijke getallen die de verschillende eigen-
functies onderscheiden. De normeringsfactorAnm wordt gegeven door:

A00 =
p

� A 0n =
p

2�

Am0 =
p

2� A mn = 2
p

�:
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De eigenwaarden worden gegeven door:


 2
mn = �
 2

�
(m� )2 + ( n�� )2 �

(2.18)

met �
 2 = D
�CW 2 .

In �guur 2.5 worden de verschillende eigenfuncties van de potentiaal weer-
gegeven voor een vierkant� = 1. Hierbij worden de functies niet meer
aangeduid aan de hand van de koppels (n; m) maar aan de hand van een
index � . Deze index stijgt met stijgende eigenwaarden.

De symmetrie groep die het vierkant beschrijft is de groepD4. Deze groep
bestaat uit: twee viervoudige rotaties rond de z-as (C4(z)), een tweevoudige
rotatie rond de z-as (C3(z)), twee spiegelingen langs de x-as en de y-as (� ) en
twee spiegelingen langs de diagonalen (� d). De karakter tabel van deze groep
wordt weergegeven in tabel 2.11. Deze groep bestaat uit vier �e�endimensionale
irreducibele representaties (A1,A2 B1 en B2) en �e�en tweedimensionale irre-
ducibele representatie (E). De verschillende eigenfuncties moeten bestaan
uit deze representaties. Men kan dit uitzoeken door te kijken naar hoe de
verschillende functies transformeren onder de symmetrie operaties vanD4.[15]

D4 E 2C4(z) C0
2(z) 2� 2� d

A1 +1 +1 +1 +1 +1
A2 +1 +1 +1 -1 -1
B1 +1 -1 +1 +1 -1
B2 +1 -1 +1 -1 +1
E +2 0 -2 0 0

Tabel 2.1: De karakter tabel vanD4. Deze bevat 4 �e�endimensionale repre-
sentatiesA1,A2 B1 en B2 en ook �e�en tweedimensionale representatieE.

1Bron:[15]
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Functies waarbij de indicesn en m hetzelfde even getal zijn zoals �8(~r) blij-
ven hetzelfde onder de verschillende symmetrie operaties. Ze transformeren
zoals de irreducibele representatieA1. Functies waarbij de indicesn en m
hetzelfde oneven getal zijn zoals �3(~r) blijven hetzelfde onder de verschil-
lende symmetrie operaties behalve de viervoudige rotatie en de spiegelingen
langs de x- en y-as, daar krijgen ze een factor� 1. Ze transformeren zoals de
irreducibele representatieB2.

De paren van eigenfuncties met enerzijdsn een even getal enm een oneven
getal en anderzijdsm een even getal enn een oneven getal zoals bijvoorbeeld
� 1(~r) en � 2(~r) transformeren in elkaar onder viervoudige rotatie. Als men
deze twee functies als basis gebruikt voor de verschillende symmetrie ope-
raties ziet men dat ze transformeren zoals de tweedimensionale irreducibele
representatie E.

Vervolgens zijn er nog de eigenfuncties paren metm en n die beide een
verschillend even getal zijn zoals �4(~r) en � 5(~r). Men ziet dat deze functies
in elkaar omgezet worden onder de viervoudige rotatie maar men ziet dat
ze niet zoalsE transformeren. Dit is omdat ze transformeren volgens een
reducibele representatie. Als men de verschillende karakters uitrekent ziet
men dat deze over een komt met de directe som vanA1 en B1. Men kan uit
deze paren nieuwe paren de�ni•eren die wel transformeren zoals irreducibele
representaties. Als men dit doet voor het voorbeeld �4(~r) en � 5(~r) heeft
men:

	 4(~r) =
1

p
2

(� 4(~r) + � 5(~r)) (2.19)

	 5(~r) =
1

p
2

(� 4(~r) � � 5(~r)) : (2.20)

Hierbij transformeert 	 4(~r) volgensA1 en 	 5(~r) volgensB1.
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Tenslotte zijn er nog de eigenfuncties paren metm en n beide een verschil-
lende oneven getal zoals �11(~r) en � 12(~r) met n enm gegeven door de koppels
(3; 1) en (1; 3). Zoals de vorige zijn ook deze paren van eigenfuncties een som
van twee irreducibele representatiesA2 enB2. Opnieuw kunnen nieuwe func-
ties gede�nieerd worden door ze te ontbinden:

	 11(~r) =
1

p
2

(� 11(~r) + � 12(~r)) (2.21)

	 12(~r) =
1

p
2

(� 11(~r) � � 12(~r)) : (2.22)

Hierbij transformeert 	 11(~r) volgensA2 en 	 12(~r) volgensB2. Men kan aan
de hand hiervan de verschillende ontaardingen classi�ceren. Indien twee ei-
genfuncties transformeren zoals de tweedimensionale representatieE (zoals
bijvoorbeeld � 1(~r) en � 2(~r)) dan zijn ze ontaard en is deze ontaarding het
gevolg van de symmetrie. Deze ontaarding wordt dan normaal genoemd.
Indien echter twee ontaarde functies transformeren volgens �e�endimensionale
irreducibele representaties (zoals bijvoorbeeld �4(~r) en � 5(~r)) dan is de ont-
aarding niet het gevolg van symmetrie maar toevallig. Daarom worden deze
toevallige ontaardingen genoemd. De normale ontaardingen zijn behouden
onder perturbaties van het systeem die de symmetrie behouden. De toeval-
lige ontaardingen zijn niet behouden onder perturbaties.
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Figuur 2.5: De twaalf eerste ge•exciteerde eigenfuncties van de potentiaal
�( r ) voor een vierkant met zijdeW in de Local Capacitance Approximation.
De eigenfuncties zijn gesorteerd volgens stijgende eigenwaarden.25



2.4.3 Gelijkbenige Driehoek

In deze sectie wordt er een gelijkbenige driehoek beschouwd. De lengte van
de benen wordt gegeven door a. De lengtea zal gebruikt worden om de
co•ordinaten dimensieloos te maken. Het assenstelsel wordt zodanig gekozen
dat de z-as samen valt met de drievoudige rotatie as van de driehoek. Een
schematische weergave hiervan wordt weergegeven in �guur 2.6.

Figuur 2.6: Gelijkbenige driehoek met de rotatie symmetrie as in de oor-
sprong.

Opnieuw moet men de eigenfuncties en eigenwaarden vinden van de Lapla-
ciaan met Neuman randvoorwaarden.


 2
� � � (~x; ~y) =

�D
�a 2C

r 2� � (~x; ~y): (2.23)

Het analytisch a
eiden van de eigenstructuur van de Laplaciaan over een
gelijkbenige driehoek is redelijk omslachtig, daarom wordt er hiervoor door-
verwezen naar de literatuur.[17] De eigenwaarden worden gegeven door:


 2
mn =

4
27

�
 2
� �

r

� 2
(m2 + mn + n2) (2.24)
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met r =
p

3
6 de interne straal van de gelijkbenige driehoek. Voor de uitdruk-

king van de eigenfuncties worden eerst volgende functies gede�nieerd:

Tm;n
s (u; v; w) =

1
2

�

cos[
2�
9r

(lu + mv + nw + 3lr )] + cos[
2�
9r

(nu + mv + lw + 3nr )]

cos[
2�
9r

(mu + nv + lw + 3mr )] + cos[
2�
9r

(mu + lv + nw + 3mr )]

cos[
2�
9r

(nu + lv + mw + 3nr )] + cos[
2�
9r

(lu + nv + nw + 3lr )]
�

Tm;n
a (u; v; w) =

1
2

�

sin[
2�
9r

(lu + mv + nw + 3lr )] � sin[
2�
9r

(nu + mv + lw + 3nr )]

sin[
2�
9r

(mu + nv + lw + 3mr )] � sin[
2�
9r

(mu + lv + nw + 3mr )]

sin[
2�
9r

(nu + lv + mw + 3nr )] � sin[
2�
9r

(lu + nv + nw + 3lr )]
�

(2.25)

waarbij l = � m � n. De potentiaal eigenfuncties �nm (~x; ~y) worden dan
gede�nieerd door:

� mn (~x; ~y) =

(
�� Amn Tm;n

s (� ~y;
p

3
2 ~x + 1

2 ~y; �
p

3
2 ~x + 1

2 ~y) als n = m of m > n
�� Amn Tm;n

s (� ~y;
p

3
2 ~x + 1

2 ~y; �
p

3
2 ~x + 1

2 ~y); als n < m

met Amn een normeringsfactor zodanig dat
R

dxdy� mn (~x; ~y)� pq(~x; ~y) = � mp � nq
�� 2

over de gelijkbenige driehoek. Deze functies worden gra�sch weergegeven in
�guur 2.7 waarbij de onder index � de � 'ste eigenfunctie weergeeft gesor-
teerd op grootte van de eigenwaarden gegeven door (2.24). De methode die
gebruikt werd in referentie [17] zorgt ervoor dat alle eigenfuncties overeenko-
men met een irreducibele representatie van de groepD3. Uit karaktertabel
voor de groepD3 (Tabel 2.22) volgt dat � 9(~r) transformeert zoalsA2, � 8(~r)
en � 3(~r) zoalsA1. De rest van de gra�eken in de �guur transformeren zoals
E.

2Bron:[15]

27




	Inleiding
	Experimentele waarnemingen
	Doelstellingen
	Opbouw
	Semi-klassieke beschrijving
	Oplossingsmethode
	Invloed van invallende straling

	Invloed van de vorm
	Inleiding
	Symmetrie eigenschappen
	Invloed van uniform schalen
	Analytische uitwerking van de eigenwaarde problemen
	Ribbon
	Rechthoek
	Gelijkbenige Driehoek
	Schijf

	Numerieke uitwerking van eigenwaarde problemen
	Absorptie
	Invloed uitrekking

	Invloed van de Interactie
	Coulomb interactie
	Invloed van schalen
	Symmetrie
	Eigenstructuur voor verschillende vormen
	Invloed uitrekking
	Absorptie

	De Rytova-Keldysh interactie

	Conclusie
	Afleiding eigenfuncties van de Laplaciaan
	Rechthoek
	Schijf

	Integratie transformaties en vereenvoudigingen
	Ribbon en vierkant
	Schijf


