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Hoofdstuk 1

Paden in klassieke
mechanica, optica en
kwantummechanica

First, you must unlearn what you have learned — Yoda.

De meeste studenten fysica zijn na enkele jaren in hun opleiding gewoon
om te werken met wetten die de vorm hebben van differentiaalvergelijkingen.
Bijvoorbeeld de wet van Newton, die zegt dat naarmate een object beweegt,
de krachten die er op inwerken de volgende stap in de baan van het object
bepalen. Dergelijke wetten vertellen je hoe je vertrekkend vanuit je huidige
plek, het volgend infinitesimaal stukje baan kan bepalen en zo die baan verder
aflegt. Dit komt overeen met onze intuitie over causaliteit en ons gevoel van
voortschrijdende tijd.

Maar er is een krachtige alternatieve formulering om dezelfde fysica te be-
schrijven. Dit is een formulering die van het ganse pad uitgaat, van begin tot
eind, en die iets stipuleert over de integraal langs het ganse pad. Zo’n wetten
vertellen je iets over het pad in zijn geheel, in plaats van over een klein stukje
van het pad. Dat is een heel ander filosofisch principe om naar de natuur
te kijken, waar causaliteit niet meer domineert. In dit hoofdstuk gaan we de
klassieke mechanica en de optica in deze filosofie bekijken. Dan gaan we naar
de kwantummechanica, waarbij je gerust al je vorige kwantummechanica mag
vergeten — we gaan van nul beginnen en postulaten opstellen. Het aantonen dat
deze postulaten nog steeds compatibel zijn met de kwantummechanica zoals
je'm geleerd hebt, stellen we uit naar een later hoofdstuk.
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2 HOOFDSTUK 1. PADEN IN (KWANTUM)MECHANICA EN OPTICA

1.1 Klassieke mechanica en het principe van ex-
tremale actie

De klassieke mechanica heeft als doel om de baan van een (of meer) mas-
sadeeltje(s) uit te rekenen. Stel dat een docent een krijtje gooit naar een dag-
dromende student. Dat krijtje volgt een welbepaald traject om in een bepaalde
tijd de dagdromer bij de les te halen. Nu proberen we in onze verbeelding
eens een ander pad, een zot pad met allerlei bochten en kronkels, waarbij het
magische krijtje nog wel in dezelfde tijd van de docent naar de dagdromer gaat.
Welnu, daarbij blijkt het volgende te gelden:

Als je de kinetische energie van het krijtje uitrekent op elk ogen-
blik langs het pad en je trekt er de potentiéle energie van af, en je
integreert dat langs het ganse pad, dan zal het getal dat je bekomt
altijd groter zijn dan het getal bekomen voor het juiste, echt ge-
volgde traject.

De bewegingswetten van de klassieke mechanica kunnen uit bovenstaand principe
afgeleid worden, niet enkel voor krijtjes in de les, maar natuurlijk voor mas-
sadeeltjes allerhande. Het getal dat we uitrekenen, en dat zijn extremum bereikt
is voor het echte traject, is de actie S[z(¢)]. Het is een functionaal, want het
heeft een functie x(¢) (die het pad beschrijft) als input. De actiefunctional geeft
een reéel getal terug, met dimensie van energie maal tijd, (J-s), of equivalent
impuls maal plaats ((kg m/s) - m):

Sl(t)] = / Em (fl—t) V()

ta
Hierin beperken we ons even tot een dimensie (we kijken naar bewegingen op
en neer bijvoorbeeld, en niet naar opzij). Verder is m de massa van het deeltje,
en V(z) de potentiéle energie op plaats z. Proberen we dit even uit voor het
geval zonder potentiaal, V' = 0. Stel dat je van je kot (op x,) naar de aula (op
xp) wil gaan. Je vertrektijd is ¢,, en je wil op ¢, aankomen.

dt. (1.1)

A
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Je kan een gelijkmatige snelheid aanhouden (zwarte lijn), of je kan eerst ver-
snellen en dan trager gaan (rode curve), of je kan het eerst rustig aan doen, en
dan spurten (blauwe curve). Wat zou een massadeeltje doen waar geen krachten
(V =0) op inwerken, met andere woorden voor welk pad is

ty d 2
m T
So = 5/ (E) dt (1.2)
ta

minimaal ? We weten het antwoord eigenlijk al: dat met een uniforme snelheid;
voor snelheden die niet uniform zijn is de gemiddelde van v? groter omdat het
kwadraat een convexe functie is. Even expliciteren: van tijd ¢, tot ¢ is de snelheid
vy = (& —x4)/(t — to) en van tijd t tot to is de snelheid vo = (xp — )/ (tp — t),
zodat

t t
SO = % /’U%dtl + /U%dt/
ta t
m [(x—x,)? (25— )2
= — ) 1.3
2[ e (13)
De x waarvoor dit minimaal is, vinden we via
0S¢ T— T, Tp—T
O t—ty | t—ty 2= (14)
waardoor het traject een rechte is
t—tg
a(t) = xq + (¥ — ¥a) : (1.5)
ty — tg

Wat als we er een potentiaal bij voegen, bijvoorbeeld gravitatie: V(z) = mgz ?
Dit zal een negatieve bijdrage aan de actie geven als x groot is. Als we dus een
beetje sneller gaan naar het gebied waar de potentiaal groot is, en daar langer
vertoeven, dan is dat beter. Het is wel ten koste van de extra kinetische energie,
en we moeten de twee termen zien te balanceren. Het resultaat is een baan die
er als volgt uit ziet:

X A
|
1
Xp T~~~ $---
) |
# !
-7 !
is eerder-€n langer is |
gebied waar mgx grobt is.
:
x — - ——— 1
a | !
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Hoe vinden we in het algemeen het klassieke traject zy;(¢) dat de actiefunctio-
naal minimaal maakt ? Het voorbeeld van het vrije deeltje maakt het ons te
simpel met een eenvoudige afgeleide; de actie is geen functie van 1 getal maar
van een ganse functie. We komen in het vakgebied van de variatierekening
(in plaats van het rekenen met een simpele afgeleide). Voor een extremum van
een gewone functie weten we het volgende: als we een stapje weg gaan uit het
extremum, dan zal de functie ten hoogste veranderen met de tweede orde in de
stapgrootte (de eerste orde, de eerste afgeleide, is nul).

X A

Voor functionalen geldt eenzelfde principe: veranderen we zoals in bovenstaande
figuur het klassieke traject zy;(t) een klein beetje, naar

z(t) =z (t) + (1), (1.6)

dan mag de actie S[z(t)] slechts veranderen in tweede orde in 7, de eerste orde
verandering moet wegvallen. We formuleren dit als volgt:

‘ Langs het klassieke traject xy(t) is de variatie van de actie S = 0‘

De variatie 65 is het verschil tussen S[z(t)] en S[zy;(t)] tot op eerste orde in
n(t) = x(t) — x5 (t). Heel de klassieke mechanica zit vervat in de bovenstaande
beknopte formulering! Als je klassieke mechanica tot één formule of één recept
wil samenvatten, is dat 65 = 0. Laten we deze variatie van de actie uitrekenen
voor de algemene vorm (1.1):

Slz(t)] = /t Bm (% + %)2 — V(g +1n)

a

dt. (1.7)

Uitwerken van het kwadraat en uitvoeren van een Taylorexpansie op de poten-
tiaal geeft:

Slat)) = / Em (%) V() Lo &y

tp
SEELET 2
dt+/ {m o Vv (@cl)ﬁ] dt+0(n7).

ta

(1.8)
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De termen van orde 7% en #” (en hoger) hebben we opzijgezet in O(n?). De
eerste integraal is niets anders dan S[zy(t)], zodat we vinden dat de variatie
van de actie langs het klassieke pad gegeven is door:

t

b
- dxkl dn ’
58 = / [m 21 Y gy | i (1.9)

ta

Dit moet nul zijn voor alle . Maar, pas op, dit wil niet zeggen dat de voorfactor
van 7 én die van dn/dt allebei tegelijk nul moeten zijn, want dn/dt en n zijn
niet onafhankelijk van elkaar te kiezen. De methode die altijd weer terugkeert
in variatierekening is gebaseerd op hetzelfde werkprincipe:

e Voer de expansie naar eerste orde in 7 (of afgeleiden ervan) uit.

e Herschik via partiéle integratie de integraal zodanig dat alle afgeleiden van
n er uit verdwijnen, zodat

e het integrand als (...) X 7 te schrijven is, en stel dan (...) = 0.

Hier hebben we maar 1 partiéle integratie te doen om de variatierekening uit te
voeren. Deze partiéle integratie is

iy ty

dmkl dn d:Ekl % / d2xkl

— | =dt) = | — - dt. 1.1
/dt (dt ) (dt ”)t az )" (1.10)
t ¢t

a a

De rand-term (de eerste term in het rechterlid) valt weg vanwege de randvoor-
waarden n(t,) = 0 = n(ty). We beschouwen immers alle paden die vertrekken
uit z, op tijd ¢, en aankomen in x; op tijd tp, waarbij we dus de eindpunten
moeten vasthouden. Met deze partiéle integratie vereenvoudigen we de variatie
van de actie tot

¢
¢ d2$kl ’
05 = M Vi (zkr) | n(t)dt. (1.11)

a

Dit is nul voor alle mogelijke 7(t) enkel en alleen indien

dQSBkl
m
dt?

= —V'(zw). (1.12)

En aangezien minus de eerste afgeleide van de potentiaal gelijk is aan de kracht,
hebben we hier Newton’s wet staan:

mIy = F. (1.13)

We kunnen dus besluiten dat we een principe hebben, gebaseerd op beschouw-
ingen over een integraal langs het ganse pad, dat equivalent is aan de klassieke
mechanica zoals je het eerst kende.
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OPMERKING 1 — We zien dus dat het klassieke pad niet noodzakelijk een
mintmum moet zijn voor de actie, het volstaat dat het een extremum is. Toch
wordt soms de historisch gegroeide naam “principe van minste actie” gebruikt
in plaats van het meer correcte “principe van extremale actie”.

OPMERKING 2 — Het integrand van de actiefunctionaal ken je natuurlijk als
de Lagrangiaan L(x, ). Het is duidelijk dat we bovenstaand verhaal, gevoerd
voor 1 deeltje in 1 dimensie, gemakkelijk veralgemenen naar N deeltjes in 3
dimensies. Wanneer we dan de variatierekening toepassen vinden we de (3NV)
Euler-Lagrange bewegingsvergelijkingen

d (0L oL
=) === 1.14
dt (all'] ) 8$j ’ ( )
die de wet van Newton veralgemenen. Het bewijs hiervan laat ik als oefening.

OPMERKING 3 — Het principe van minste actie werkt ook voor de relati-
vistische mechanica, je moet enkel de juiste actiefunctionaal gebruiken. Een
zinvolle suggestie is dat we een actiefunctionaal kiezen zodanig dat de “score”
van een pad Lorentz-invariant is, en dus onafhankelijk van welke waarnemer de
actie uitrekent. Een voorbeeld van zo’n invariant is de infinitesimale lengte

ds® = *dt* — daz* — dy* — dz? (1.15)

van een lijnelement in de Minkowski ruimte-tijd. Als actiefunctionaal voor een
pad kunnen we als simpelste voorstel de lengte van het pad in ruimte-tijd kiezen:

So = —moc/ds. (1.16)

De voorfactor bevat de rustmassa mg en de lichtsnelheid ¢ om er voor te zorgen
dat de actie de juiste eenheden heeft. Deze formule is onathankelijk van het
gekozen referentiestelsel. Voor een gegeven referentiestelsel {z,y, z,t} is

ds = \Jex(dt)? - ()’ — (dy)? - (d2)?
) (@) () o

tp
So = —mOCQ/\/l —v2/c2dt. (1.18)

t

zodanig dat

Inderdaad, voor v < ¢ vinden we op een constante na de klassieke actie terug na
Taylorexpansie van de wortel. Nemen we er nog de elektromagnetische interactie
bij, dan is de relativistische actiefunctionaal

ty tp
S = *771002/\/1 —v?/c2dt — q/ [p —v-Alx,y,z,t)] dt, (1.19)
ta ta
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waarin ¢ de scalaire potentiaal is en A de vectorpotentiaal. Als oefening is het
leuk om aan te tonen dat hieruit voor A = 0 volgt dat
dp

= = Vs, (1.20)

met
mov

Pe s

Met deze actiefunctionaal kan je de relativisitische mechanica opnieuw heel een-
voudig uitdrukken door te stellen dat voor het gevolgde pad, 5 = 0.

(1.21)

1.2 Optica en het principe van Fermat

De wetten van de optica zijn ontstaan via de traditionele weg: eerst was er
observatie, bijvoorbeeld tabellen van brekingshoeken. Na een tijd merkte men
hierin systematiek en ging men fenomenologische verbanden zoeken. Zo kwam
Snellius tot zijn brekingswet sin 87 = nqs sin 0, waarin #; en 65 de hoeken met
de normaal zijn in medium 1 en medium 2. De constante mnyo is verschillend
voor elke combinatie van 2 media. Ten slotte ging men zoeken naar een dieper
liggend principe, waaruit de fenomenologische wetten als natuurlijk voortvloeisel
voortkomen. Voor de optica werd dit eerst geformuleerd door Fermat:

Van alle mogelijke paden die het licht kan nemen van A naar B neemt
het licht het pad dat in korste tijd van A naar B gaat.

Dit is opnieuw een principe dat handelt over ganse paden, en niet over infini-
tesimale stukjes paden — het past in de filosofie van dit hoofdstuk. We kunnen
de looptijd om een pad £(t) te doorlopen schrijven als

B
T— /A I (1.22)

waarbij v de lichtsnelheid is langs het pad (tijd=afstand/snelheid integreren
langs het pad). We kunnen het principe van Fermat dan schrijven als een
variatieprincipe

0T =0 (1.23)

waarbij we weerom opmerken dat we hier niet enkel het korste pad hebben, maar
elk extremum. Fermat was dus niet helemaal correct. De verbeterde versie van
het principe van Fermat is dus:

Als we een kleine verandering maken in het pad van de lichtstraal,
dan is er geen eerste orde verandering in de looptijd, maar op z'n
best verandert de looptijd als kwadratisch met de verandering in het
pad.
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Met dit principe kunnen we breking eenvoudig begrijpen door te stellen dat
licht in elk medium een andere snelheid heeft. Het gaat trager in glas dan in
lucht. Beschouw dan de volgende situatie:

Je staat op punt A, aan de oever van een rivier, en je ziet op punt B in de rivier
je lief in nood. Je wil er zo snel mogelijk naartoe, en je zou geneigd zijn recht
er op af te lopen volgens de streepjeslijn. Maar, je beweegt veel trager door
water (of je kan je inbeelden dat het modder is). Dus ga je sneller zijn als je wat
verder langs de oever loopt om dan een korter stukje door het water te moeten.
Dat is ook het idee achter breking van licht. Het licht volgt de volle lijn, niet
de streepjeslijn.

Hoe groot is de omweg precies? Dit hangt af van de snelheid in de lucht ¢;
en in het water co, en van de afgelegde weg in de lucht £; en in het water /5.
De looptijd is dan de som van de looptijd in lucht en de looptijd in water:

l 14
T=2L4+2 (1.24)
C1 Co
De afgelegde weg in lucht kunnen we schrijven als h/ cos 61, en de afgelegde weg
in water als h/ cos 62, zodat
h h

T = . 1.25
¢y cos 0 + ¢ cos 0y ( )

Als we wiggelen met de hoeken 6, en 05, dan is de variatie van de looptijd

sin 01 sin @4

ST =h 50s. (1.26)

1
c1 cos? 04 Co c0s2 0,

Maar we kunnen niet onafhankelijk 6, en 65 varieren; deze hoeken moeten im-
mers voldoen aan h(tan 6, +tanf2) = L om van punt A naar punt B te geraken.
Hieruit volgt dat de variaties van de hoeken verbonden zijn via
06, 005
0. T2 =
cos?6;  cos?0,

0. (1.27)

Dit kunnen we in de variatie van de looptijd gebruiken om §05 te elimineren:

sinf; sinfs 66,1
0T =h — . 1.28
< C1 C2 ) COS2 91 ( )
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Dit is nul voor alle §6; enkel en alleen indien

sin @) = < sin 6, (1.29)
C2

waaruit we inderdaad de wet van Snellius halen, en meer nog, we weten nu
dat ni2 = ¢1/co. Het principe van Fermat is sterker dan de fenomenologische
wet van Snellius, want we kunnen er een voorspelling uit maken. Als we tien
materialen hebben, zijn er 10 x 9/2 = 45 combinaties mogelijk, en heeft Snellius
45 coéfliciénten n;; nodig. Via het principe van Fermat hebben we slechts 10
getallen nodig, 1 per materiaal, namelijk c;.

We kunnen er nog andere fenomenen mee verklaren, bijvoorbeeld het effect
van een gedraaid glazen plaatje op lichtstralen:

Opnieuw wil je zo snel mogelijk van A naar B, maar het glas is als plakkende
marmelade waar je niet snel doorheen kan bewegen. De streepjeslijn steekt de
marmeladerivier schuin over en blijft langer plakken dan de volle lijn. De natuur
vindt het compromis waarbij je wat betaalt door een langer pad te nemen, maar
wint doordat het deel van het pad dat door de trage zone gaat, kleiner is. Het
correcte pad vind je door de kortste tijd uit te rekenen, net zoals bij breking.

Nog een andere toepassing zijn de fata morgana’s of luchtspiegelingen die
optreden op een warme dag. Dan is er een laag warme lucht, juist boven de
grond. Het licht gaat sneller door warme, ijle lucht dan door koude en dus
dense lucht :

De normale rechte weg van A naar B (de streepjeslijn) wordt dan vervormd om
een omwegje te nemen langs gebieden waar het licht sneller doorheen kan, vlak
bij de grond. Het compromis is dan een curve zoals aangegeven op de figuur,
waarbij het licht lijkt te weerspiegelen op de warme grond.

Dat het extremum niet enkel een minimum hoeft te zijn, zien we aan het
voorbeeld van een lens, waarbij het start- en eindpunt van het pad in de foci
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gekozen worden. Hierbij zijn er een heleboel verschillende trajecten die allemaal
een precies even grote doorlooptijd hebben. Dan zal er niet één enkel pad zijn
dat het licht neemt van A naar B, maar worden al die paden mogelijk voor
lichtstralen die van A naar B gaan:

e

A B

Het recht pad is korter in lengte, maar gaat langer door het gebied waar licht
traag is. Het andere pad maakt een omweg, maar moet minder lang door de
marmelade dabben waar het traag gaat. Als A en B foci zijn, dan zijn beide
paden juist even snel en dragen ze beiden bij: in B worden alle lichtstralen uit
A verzameld.

Nadat Maxwell licht beschreef als een elektromagnetische golf, heeft het
principe van Fermat nog een dieper liggende verklaring gekregen, die belangrijk
zal worden eens we proberen kwantummechanica te vatten. De fotonen die
langs de lichtstraal bewegen worden gekarakteriseerd door een fase exp{iwt}
die meeloopt. Deze fase is als de wijzer van een klok, en draait rond met een
periode 27 /w.

Verschillende paden uit A die aankomen in B zullen in het algemeen aankomen
met een verschillende fase. Wanneer naburige paden sterk verschillende fase
hebben, dan doven ze elkaar uit door destructieve interferentie. Wanneer naburige
paden ongeveer dezelfde fases hebben, dan versterken ze elkaar door construc-
tieve interferentie. Aangezien de fasehoek ® = w1 samenhangt met de loop-
tijd, treedt deze constructieve interferentie slechts op wanneer de looptijd voor
naburige paden ongeveer dezelfde is. Met andere woorden, wanneer 67 = 0! De
link met de fase laat toe om fenomenen als diffractie van licht en interferentie
van licht te begrijpen. We kunnen hiermee het variatieprincipe voor licht in zijn
meest complete vorm formuleren:

Langs het gevolgde lichtpad is de variatie van de fase nul, 6® =0 |.
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Als we een kleine verandering maken in het pad van de lichtstraal, dan is er
geen eerste orde verandering in de fase, maar op z'n best verandert de fase als
kwadratisch met de verandering in het pad.

Beschouw nu onderstaande situaties:

Situatie a Situatie b Situatie ¢

B

In situatie a weten we dat het licht de blauwe rechte volgt. Naburige lichtstralen
(de blauwe streepjeslijn) hebben nagenoeg dezelfde fase, of equivalent dezelfde
0T. Met andere woorden, als het verschil tussen de blauwe lijn en de blauwe
streepjeslijn 7(t) is, dan is het verschil in looptijd van orde n?. De lineaire vari-
atie 6T = 0. De rode lijn die een knik maakt en de rode stippellijn voldoen niet
aan 67 = 0.want de verandering in looptijd is van eerste orde in de verandering
van de curve. We kunnen aantonen dat het licht langs de blauwe rechte gaat
door een obstakel tussen A en B te plaatsen, zoals de muurtjes in situatie b. Nu
ligt het punt B in de schaduw, het wordt donker, de lichtstralen uit A geraken
er niet.

Maar wat gebeurt er als we de opening in de muur nu toeknijpen tot een
fijn spleetje? De naburige lichtstralen kunnen niet meer door en kunnen geen
destructieve interferentie maken! Er komt meer licht aan in het punt B als de
opening in het scherm wordt dichtgeknepen dan wanneer het een grote opening
is, in tegenstelling tot wat men intuitief kan verwachten. Dit gebeurt wanneer
de opening van dezelfde grootte is als de golflengte A\ van het licht: het zijn
lichstralen die in een buurt A\ van elkaar liggen die zorgen voor de constructieve
of destructieve interferentie. De fase schuift 1 periode op voor een tijd T' = 27 /w,
dus op een afstand ¢T = 27c/w = 27 /k = A.

Het associeren van een fase die ronddraait naarmate het pad doorlopen wordt
laat ten slotte ook toe om interferentie te begrijpen. Als we in het scherm niet 1
maar 2 kleine gaten maken, dan zijn er maar 2 paden die tot B kunnen geraken.
Geen naburige paden, maar hun fases gaan desalniettemin opgeteld moeten
worden en er ontstaat een interferentiepatroon:

Situatie d |
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Door met de paden een fase te associéren hebben we niet alleen een natuurlijke
verklaring voor Fermat’s principe, maar ook nog een manier om interferentie te
begrijpen.

1.3 Postulaten voor de Kwantummechanica

Het hart van de kwantummechica is het tweespletenexperiment. We gaan het
analyseren en er postulaten voor de kwantummechanica uit destilleren alsof er
nooit een Kopenhaagse interpretatie was geweest en geen golffuncties of matrix-
operatoren. Het tweespletenexperiment is in eerste plaats een veralgemening
naar deeltjes van het interferentie-experiment waar we in de vorige sectie mee
eindigden.

De essentie is dat het interferentiepatroon ook verschijnt voor
deeltjes, één per één afgevuurd en gedetecteerd, waarbij het patroon
de kansverdeling is voor de plaats van aankomst.

Deze kansverdeling is niet dezelfde als de som van de kansverdelin-
gen om door het ene gat te komen plus dat van het andere gat,
zolang het experiment niet kan onderscheiden of het deeltje door
een bepaald gat komt.

De deeltjes kunnen elementaire deeltjes zijn zoals elektronen, maar de experi-
mentele waarneming lukt ook voor ganse atomen:

cold atoms e 3.5 em

detection screen

Bovenstaande prent stelt het resultaat voor van een experiment met neon atomen
door Shimizu et al., Physical Review A 46, R17 (1992). Elke stip in het rechter-
paneel is een neon atoom dat gedetecteerd wordt op het scherm achter de spleten.
Je kan zolang wachten als je wil tussen het afvuren van twee opeenvolgende neon
atomen, maar nadat je genoeg atomen hebt afgevuurd zal het stippenpatroon
er uitzien zoals op de prent, en interferentiefranjes bevatten. Het opbouwen van
het patroon, atoom per atoom, is opmerkelijk: voor een golf verwacht je dat het
ganse patroon in één keer tevoorschijn komt wanneer het golffront het scherm
bereikt, maar hier is dat dus niet. De andere opmerkelijke eigenschap is dat
als je via een lampje probeert te zien waar het atoom zich bevindt en je het
door één van de spleten ziet komen, je het andere pad hebt uitgesloten en het
interferentiepatroon verdwijnt.
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Aangespoord door het succes van het invoeren van een fase om interferen-
tiepatronen uit te leggen, kunnen we uit het kwantummechanische tweespleten-
experiment hetvolgende voorstel maken voor “wetten”:

1. Met elk pad van A naar B moeten we een fase associéren, of in het algemeen
een complex getal ¢, dat we de amplitudo noemen. De modulus kwadraat
van deze amplitudo is de kans om het pad van A naar B te volgen.

2. Wanneer de twee alternatieve paden mogelijk zijn, met individuele ampli-
tudo’s ¢, en ¢, , dan moeten de amplitudo’s worden opgeteld: ¢ = ¢+,
en daarna pas de modulus kwadraat genomen P = |¢; + ¢2|2 . Dit is het
superpositiebeginsel.

3. Wanneer de twee paden onderscheiden kunnen worden, dan moeten de
kansen opgeteld worden, niet de amplitudo’s: P = |¢, |* +|¢s|* = PL + Ps.

Dit kan je beschouwen als de eerste kladversie voor de postulaten van de kwan-
tummechanica.

Nu kan een snuggere student, laten we hem Richard F. noemen, vragen
wat er van onze postulaten moet worden als er niet twee alternatieven zijn,
maar drie. Het antwoord is duidelijk: dan hebben we voor elk alternatief een
amplitudo ¢y, @5, @3 te bepalen, en is de totale amplitudo een som van deze
drie ¢ = ¢, + ¢ + ¢3. Niet van zijn stuk gebracht, gaat Richard F. door, en
vraagt wat er gebeurt als er nog meer gaten zijn, vier, vijf, tien? We mogen ons
ongeduld niet verliezen met deze student en antwoorden op rustige toon dat het
wel vanzelfsprekend is dat je dan gewoon sommeert over alle gaten, ¢ = j b,

Richard F. is al direct klaar met een volgende vraag: “Ja, maar wat als
we een tweede scherm met gaten achter het eerste scherm plaatsen?”. Wel, dan
hebben we natuurlijk meer alternatieven, met samengestelde amplitudos om van
de start naar gat nummer j te gaan in scherm « en dan naar gat nummer k in
scherm [ :

Bijvoorbeeld, het zwarte stippellijn-pad heeft dan een amplitudo Py, € de
groene streepjeslijn ¢, B Opnieuw moeten we sommeren over alle mogelijke
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mogelijkheden, zodat de amplitudo om van A naar B te gaan nu gegeven wordt

door
o= E E (bai,,Bj' (1.30)
i g

Maar ook dit antwoord is niet genoeg voor Richard F., hij blijft maar vragen
stellen: “Wat als je een derde, vierde, enz. scherm plaatst? En wat als ik
een scherm plaats waar ik oneindig veel gaatjes in boor, zoveel dat het scherm
eigenlijk helemaal weggeboord is en er eigenlijk geen scherm meer is? En dan
heel veel van die schermen die er niet meer zijn achter elkaar zou zetten?”. We
zien al waar dit naartoe gaat — zelfs als er geen schermen zijn, dan nog kunnen
we de amplitudo opdat een deeltje van A naar B gaat, schrijven als een som
over alternatieve paden! De totale amplitudo is dan

¢=>_ o(pad). (1.31)

paden

Hoe we precies de som over paden moeten nemen, zal verderop in de cursus
duidelijk worden. Maar je kan terugdenken aan de schermen en een willekeurig
pad x(t) via gaten in “schermen” op tijdstippen t1, %o, ..., tx vastleggen. Als het
op “tijdscherm” of “frame” t; doorheen het punt x(¢;) gaat, dan heb je

¢= Z Z ” Z ¢I(t1),$(t2)...,x(t1\/)' (1.32)
z(t1) z(t2) =(tn)
Hiervan moet je dan de limiet nemen voor N — oo. De amplitudo voor een

gegeven pad is een functionaal van het pad z(t).

Richard Feynman heeft al dadelijk een goed voorstel klaar voor deze func-
tionaal, een voorstel dat te maken heeft met de actie uit de klassieke mechanica!
Met dat voorstel kan hij zijn postulaten van de kwantummechanica opperen:

Postulaten van de Kwantummechanica:

I. Met elk pad x(t) komt een amplitudo overeen die gegeven is
door exp {iS[z(t)]/h}

II. De amplitudo om van A naar B te gaan is gegeven door de som
van de amplitudo’s van alle mogelijke paden'

Dat is er eentje meer dan wat we hadden voor de klassieke mechanica:

Postulaat van de Klassieke Mechanica:
I. Het klassieke traject xy;(¢) is datgene waarvoor de variatie van
de actie nul is 6S[xg ()] =0

ID.w.z. de mogelijke alternatieven waartussen geen onderscheid kan gemaakt worden door
de experimentele opstelling onder beschouwing.
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en het zijn er een pak minder dan de axioma’s uit de Kopenhaagse interpre-
tatie: we hebben enkel het voorschrift voor de amplitudo van een pad, en het
superpositiebeginsel. Bovendien kan je nu mooi de link zien met de klassieke
mechanica en de motivatie voor de keuze van exp {iS[z(t)]/h}. Beschouw een
pad z(t) en een naburig pad x(t) + n(t). Als de actie S[z(t)] sterk verschilt van
S[z(t) + n(t)], dan zullen deze naburige paden elkaar uitdoven via destructieve
interferentie, net zoals we dat in de optica zagen. Maar dat wil zeggen dat de
enige paden die meetellen diegene zijn waarvoor een kleine variatie in het pad
geen variatie in actie geeft tot op eerste orde! FEr treedt enkel constructieve
interferentie op wanneer de actie niet snel verandert van pad tot nabuurpad,
Slzri(t)] = S[xr(t) + n(t)]. Maar dit is precies de bewering dat enkel de paden
met 65 = 0 meetellen!

Door de keuze van exp {iS[z(t)]/h} als functionaal voor de amplitudo van
een pad, heb je in één klap ook het postulaat van de klassieke mechanica mee!

De fase geassocieerd met het pad is niet langer wt uit de optica, maar
S[z(t)]/h. Fases moeten dimensieloos zijn, daarom wordt er gedeeld door een
constante die dezelfde eenheid heeft als de actie, namelijk A. In de optica hebben
we gezien dat de paden die elkaar besnuffelen en zorgen voor constructieve of de-
structieve interferentie de paden zijn die een golflengte uit elkaars buurt liggen.
Doorheen gaten veel groter dan de golflengte heb je geen diffractie meer. Hoe
zit dat met de paden uit de kwantummechanica? De actiefunctionaal heeft een-
heden van impuls p maal plaats . Als de neon atomen met impuls p worden
weggeschoten, vanaf welke grootte van een gat in een scherm treedt diffractie
op? We voeren dezelfde redenering als voor de optica: de fase verandert met 2w
wanneer de S/h verandert met 2w, wat impliceert dat pxz/h toeneemt met 2.
De ‘golflengte’ voor diffractie van kwantumpaden is x = h/p.

klassieke traject

Klassiek is er maar één traject (de rode lijn in bovenstaande prent), maar in
de kwantummechanica is er een onbepaaldheid waardoor een bundeltje paden
meetelt. Alle paden waarvoor (4.5)/h nog klein is ten opzichte van 27 hebben
geen sterk verschillende fases en doen mee aan de constructieve interferentie,
zoals de stippellijnen in bovenstaande prent. Dit geeft aanleiding tot een on-
bepaaldheid op de plaats, compatibel met Heisenberg’s onbepaaldheidsrelatie.
Daaraan zien we dat de constante & niets anders kan zijn dan de constante
van Planck (gedeeld door 27). De klassieke limiet wordt bekomen wanneer A
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klein wordt ten opzichte van de actie S[zy(t)]. Dan trekt de bundel paden die
meedoet samen rond zx;(t). Net zoals je in optica geen details kleiner dan de
golflengte kan zien (de diffractielimiet), kan je in de kwantummechanica geen
details van p maal x kleiner dan & bepalen.



Hoofdstuk 2

Sommeren over paden

If the path be beautiful, let us not ask where it leads
— Anatole France.

2.1 De samenstellingsregel en de propagator

We gaan eerst wat notaties invoeren, om niet alles met ¢ aan te duiden. We
zoeken de kans dat een deeltje, vertrekkend in z, op tijdstip ¢, aankomt in plaats
xp op tijdstip t,. Van elk pad z(¢) dat deze ruimtetijdpunten verbindt, kennen
we de amplitudo nu, via postulaat 1, exp {iS[z(¢)]/h}. We moeten sommeren
over alle mogelijke paden, en die som noemen we de propagator:

K(wptolzata) = > exp{iS[a(t)]/h}. (2.1)

paden

De propagator is dus de totale amplitudo dat een deeltje vanuit {z,,t,} terecht
komt in {xp, tp}. Merk op hoe we de volgorde van de punten schrijven in K, alsof
het een voorwaardelijke kans is (wat ook zo wordt als we de modulus kwadraat
van de propagator nemen!). Nu is alleen die som over paden nogal onwiskundig
genoteerd, ook daarvoor komt er een nieuw symbool

zp(ts)
K (zyty|ate) = / Da exp {iS[z(0)]/1} . (2.2)

To(ta)

De maat van de padintegraal, Dz, wordt met een gekrulde D geschreven.

Aan de hand van een gedachtenexperiment met één enkel scherm, waarin
heel veel gaten geboord zijn, kunnen we al een belangrijke rekenregel voor de
propagator uitwerken. In dat gedachtenexperiment plaatsen we het scherm op
tijdstip t. in de ruimtetijd, ergens een tijdstip tussen t, en ¢, (maar dat hoeft
in principe wiskundig gezien niet):

17
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Elk pad z(t) dat loopt van x, naar x; zal wel ergens terecht gekomen zijn op
tijdstip t.. Noteer 2, = z(t.). We kunnen elk pad dan opsplitsen in een deel van
{Za,ts} naar {z.,t.} en daarna van {z.,t.} voort naar {zp,t,}. We moeten —
onze principes indachtig— sommeren over alle mogelijke mogelijkheden: hier zijn
dat alle mogelijke plaatsen waar het deeltje kon terecht komen op tijdstip t..
Bijgevolg moet gelden dat

Vi : K(zptp|ate) = /K(utb\zctc)K(zctc\xata)d:cc. (2.3)

In een dimensie loopt de integraal van —oo tot 400, in 3D loopt het over de ganse
ruimte. Deze hele belangrijke eigenschap is de samenstellingseigenschap of
semi-groep eigenschap. Uitgeschreven met de nieuwe notatie voor padintegralen

@y (ts)
Vit / Davay exp {iS [y ()] /1)

Tq(ta)
Te (tc) Tp (tb)

— [ [ on | mebexp{%w[xab(m+S[xbc<t>]>}.<2.4>

o (ta) zc(te)

Hierin zijn x4.(t) de paden van {z,,t,} naar {z.,t.}; de integraal met Dz,
sommeert over al deze paden. Verder zijn z(¢) de paden van {z.,t.} naar
{zp,tp}, de integraal met Dz, sommeert over al deze paden. En ten slotte
sommeren we over alle punten z.. Het resultaat is gelijk aan de som over alle
paden . (t) van {z.,t,} naar {xp,t,}: we tellen precies dezelfde verzameling
termen op.

Zo uitgelegd lijkt de samenstellingsregel een redelijk triviale manier om de
zaken weeral een pak ingewikkelder te maken. Maar deze regel heeft zijn nut
in het opsplitsen van paden in heel kleine stukjes, waarvoor we K wél kunnen
uitrekenen, en daarna kunnen we de kleine stukjes terug aaneenrijgen. Deze
methode wordt “time-slicing” genoemd. Het andere nut van deze eigenschap,
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zoals we zullen zien, is om aan een lang pad nog een infinitesimaal klein stukje
bij te plakken. Hiermee kan de integraalvergelijking (2.3) worden omgeschreven
tot een differentiaalvergelijking, die we kunnen onderwerpen aan een andere
batterij oplossingstechnieken.

NORMERINGSREGEL VOOR DE PROPAGATOR — Zolang er geen deeltjes verd-
wijnen, moet een deeltje dat in {x,,t,} vertrekt wel érgens aangekomen zijn op
tijdstip t,. Bijgevolg is

2
‘/dl’bK(.’Ebtb|$ata) = ]., (25)

Wanneer we de aankomsttijd ¢, heel dicht bij de vertrektijd ¢, brengen, kan het
deeltje nog nergens naartoe geweest zijn; dus geldt

tlirI% K(xptp|zats) = 0(zp — 4). (2.6)
b—la

Deze normeringsregels helpen ons om lastige voorfactoren in de som over paden
uit te werken.

OPMERKING — We werken hier in één dimensie voor de duidelijkheid, maar er
is geen enkele bijkomende moeilijkheid om met plaatsvectoren in 3D te werken.

2.2 Time-slicing: paden onder stroboscooplicht

De time-slicing methode om padintegralen uit te rekenen bestaat er in dat we
de tijd opdelen in N intervallen, gewoonlijk even lang. Het is alsof we het
deeltje dat het pad x(t) aflegt van {z,,t,} naar {x, ¢y}, bekijken onder stro-
boscoopverlichting. Na elk tijdsinterval At = (¢, — t,)/N komt er een lichtflits
en noteren we de positie van het deeltje. We hebben dan een “film” bestaande
uit N 4+ 1 frames op tijden tg = t,, t1 = tq + At, to = t, + 2A¢L, ..., ty = tp. De
positie op tijdstip ¢; noteren we x;, waarbij r¢o = T, en xy = ;. Een persoon
met dergelijk stroboscoopzicht zou dus een pad karakteriseren door de getallen
{z0,21, ..., o} € RVFL

XA
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Het echte pad z(t) kan nog meer kronkels maken dan wat je vermoed door enkel
naar het setje getallen {xg,z1,...,2n} te kijken. Maar toch zegt je intuitie je
dat als N maar groot genoeg wordt, je het echte pad kan benaderen. Dit in-
tuitief gevoel werd mathematisch scherp gesteld door Norbert Wiener. Hij stelt
voor om het echte pad x(t) te benaderen door de verzameling rechte stukjes die
de punten x;_;, x; verbinden. Met andere woorden, Wiener construeert het
‘N-stroboscoop pad’ 2(V)(t) als volgt

t—tj 1

() = wjo1 + (25— 2j-1)
tj — tjfl

voor tj_1 <t <t (2.7)

Dit is een lineaire interpolatie tussen de punten {zg,x1,...,2x}. Wiener had
ook een straffe spline-interpolatie kunnen kiezen, maar dat maakt de zaken
moeilijker dan nodig. Naarmate N groter wordt is zelfs een lineaire interpolatie
als #V)(t) een goede benadering van het echte pad z(t). Inderdaad, Wiener
kan aantonen! dat als F[z(t)] een functionaal is van het echte pad, dan geldt
dat

Flz()] = lim FzWN(1)). (2.8)

N—oo

Het is in die betekenis dat we zeggen dat het stroboscoop-pad convergeert naar
het echte pad, namelijk: functionalen van het stroboscoop pad convergeren naar
functionalen van het echte pad. Dit is intuitief duidelijk, maar vergt wiskundig
toch wat meer finesse, daar hebben we dus de Norbert voor nodig gehad. We
gaan nog op de finesses terugkomen wanneer we de padintegralen met een vec-
torpotentiaal gaan time-slicen!

Laten we dat eens toepassen op de actiefunctionaal

S[x(t)}—/[%m <‘fl—f> ~ V)| dt. (2.9)
Dan hebben we
Slz@t)] = NlignooS[i(N)(t)]
g 7 (N) 2
= lim [%m <ddt > —V(QE(N))] dt. (2.10)

a

De integraal schrijven we als som van integralen over de afzonderlijke tijdsstap-
pen,
2

N7 ()
SEM @) =3 / Bm<d dt ) —v<z<N>>] dt. (2.11)

]:ltj71

L The Average of an Analytic Functional, N. Wiener, Proc. Nat. Acad. Sci. 7, 253 (1921).
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Uit de definitie (2.7) volgt dat

dz(V) e
xdt - xtﬂ_ _fﬂ 11 voor t;_1 <t < ;. (2.12)
J J—

Verder gaan we er van uit dat de potentiaal V' continu is, zodat er voor elke
gewenste nauwkeurigheid € er een N groot genoeg gevonden kan worden zodanig
dat, binnen de gewenste nauwkeurigheid ¢ geldt dat

VEM)~ vV (%) voor t;_y <t < t;. (2.13)
Het doet er trouwens niet toe of we bovenstaand voorstel gebruiken of V' (x;)
of V(z;41) — zolang V continu is gaan die in de limiet van grote N hetzelfde
resultaat opleveren. Hierbij merken we nu al op dat dit niet het geval is voor
de vectorpotentiaal — daar is de keuze niet vrijl We komen hierop terug in
hoofdstuk 4, sectie 2. De actie is dus

Z/l (t—fﬁf‘v(%)]dt- (.14

Deze actiefunctionaal is eigenlijk een actie-functie geworden die van N+ 1 input-
variabelen {zg, 21, ...,zx} athangt. Het integrand is onathankelijk van ¢, zodat
de integralen zich laten uitwerken tot

SEM ()] = f: Bmw v (%) (t; — tjl)] . (215)

= tj — tj_1

Gegeven een set tijden {to,t1,...,tx} en een overeenkomstig stroboscoop pad
{xg,x1,..., x5} kunnen we hiermee S[Z(")(t)] uitrekenen. In het algemeen zijn
de intervalletjes t; — t;—1 = At allen even groot gekozen. De actiefunctionaal
voor het pad z(t) kan dan geschreven worden als de volgende limiet:

t—tjl

Sla(t)) = Jim ﬁ:[ — Ty 1)2v(”“"j +;“"j1>(tjtj1)]. (2.16)

2.3 Som over alle time-sliced paden

Nog niet te vroeg gejuicht, want als we de propagator willen uitrekenen, moeten
we nog de som over alle paden [ Dz kunnen uitvoeren. We kunnen wel de som
over alle stroboscoop paden met een gegeven N uitvoeren: dit is de integraal
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over alle {zg,21,....,zN} € RN+1, waarbij we nog eisen dat xg = x4, en Ty = Xp.
Dus,

Z /dxo/dacl /da?N 0(xo — xa)d(xN — Tp). (2.17)

stroboscoop
paden
Dit is echter niet de som over alle paden... want met elk stroboscoop pad
komt er een zeker gewicht aan gewone paden overeen (er gaat meer dan 1 pad
doorheen de punten {zg, 1, ...,zn5}). We noteren dit onbekend gewicht dat bij
elke integraal f dx; staat als A. We vinden dan ten slotte de time-slicing
formule:

K(xptp|xats) = J\;ijrlmAN/dxo/dxl.../de 0(xo — xa)0(xN — )

X exp hZ{ xﬂ D* —V("’”J*"’”J 1)At] . (2.18)

De constante Ay is een normeringsfactor (aangezien de kans om ergens aan te
komen 1 moet worden) en is in het algemeen moeilijk te vinden; we zullen via
de samenstellingsregel aantonen dat deze integratiemaat gelijk is aan

- (%)W. (2.19)

VERBAND MET DE SAMENSTELLINGSREGEL — Merk op dat we de samen-
stellingsregel meermaals achtereen kunnen toepassen om te schrijven dat

K($btb ‘:Eata)

/d$1 K(zbtb|x1t1)K(x1t1|xatQ)

/d$1/d$2 K(SEbtb|ZL‘2t2)K($2t2|£L’1t1)K(SC1t1‘Zl'ata)
= /dl’l.../de,l K(l’btbkﬂj\],lt]\{,l) X ... X K(xltl\xata),
of nog,

K(xptp|zata) /dwo /dacN 0(zg — x4)0(xN — Tp) X HK(xjtj\xj_ltj_l).

(2.20)
Anderzijds kunnen we de time-slicing regel ook schrijven als

K(xzptp|zats) = A}iinoo/d:ro/dm.../d:rjv 0(xg — xa)d(xN — Tp)

N ; )2
x AN Hexp{% Bm(% Axtj‘l) —V (’”ﬁ*;”f—l) At] } (2.21)
=1
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Beide geven hetzelfde resultaat als we voor de infinitesimale propagator van
Zj—1,t;—1 naar x;,t; veronderstellen dat

im(x; —x_1)% 4 Eidas
K. (zjtjlxj_1tj—1) = Aexp {2—71% - ﬁV (%) At} . (2.22)

De benadering wordt nauwkeuriger naarmate het stapje infinitesimaler wordt.
Dit is geen onredelijk resultaat, want voor een infinitesimaal tijdsstapje verwachten
we dat het deeltje niet ver kan geraken, zodat zoals eerder geargumenteerd een
continue potentiaal min of meer constant blijft en gelijk aan V[(z; + x;-1)/2]
genomen kan worden?. Voor een constante potentiaal is het sterkst bijdragend
pad dat van een vrij deeltje, waarvoor de actie m(Az)?/(2At) is, zoals we in
hoofdstuk 1 uitgerekend hebben.

We moeten natuurlijk in de limiet ¢; — t;_; nog steeds voldoen aan de
normeringsregel (2.6),

Im K(zjtylegatj) = 0(w; —zj-), (2.23)

en hieruit halen we A. De delta-distributie kan voorgesteld worden als een limiet
van Gaussische functies, met name

e—0 3

8(z; — j_1) = lim {\/%exp [—M} } (2.24)

met & = 2ihAt/m zien we dan dat

- o (@) I s
Alirilo{AeXp{ 2ih At =3z — )
m 1/2
& A=(5mm) (2.25)

zoals we eerder beweerd hebben. We hebben hier geen last van de potentiaal
aangezien

. _i Tit+xi—1 _
Alirgo exp [ hV (72 ) At} 1. (2.26)

Dus, tot besluit nog eens de vervolledigde formule voor de time-sliced padinte-
graal:

K (zptp|Tats) = I\}iirlwfdxofdxl...fde §(xo — 24)0(zNn — Tp)

N .
m i [1 (xj—xj-1)? Tj+xj_1
S [ 