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Abstract

The interest in (exciton-)polaritons in semiconductor microcavities has grown significantly
since the first realization of polariton Bose-Einstein condensation in 2006. Polaritons in
solid states provide an easily accessible environment to study a wide range of quantum
mechanical behavior. Due to their photonic component, polaritons can be coherently excited
by an incident laser and detected through the emission of light from the microcavity.

A polariton condensate shares many signatures of a Bose-Einstein condensate in dilute,
ultra-cold atomic gases: massive occupation of the ground state, phase coherence up to
large distances and the manifestation of quantum vortices. However, since photons are
leaking from the microcavity polaritons exhibit a finite lifetime, which causes the system to
be in a non-equilibrium and requires compensation by continuously applying a pump laser.
This leads to some novel properties of the polariton condensate.

For this thesis, our research is focused on the evolution of a vortex-antivortex pair in an
exciton-polariton condensate and its influence on the condensate. Through a theoretical si-
mulation based on the generalized Gross-Pitaevskii equation, which accounts for the effects
of pumping and losses, a variety of non-linear phenomena were observed. We found that the
density profile of the condensate shows spiral waves originating in the vortex cores. Further-
more, the act of pumping induces an attraction between the vortex and antivortex, resulting
in annihilation or a push-pull scenario. After annihilation, under certain circumstances the
condensate will introduce new vortex-antivortex pairs.

i



Samenvatting

In deze thesis wordt het gedrag van een vortex-antivortex paar in een polaritoncondensaat
onderzocht. Polaritonen zijn hybride licht en materie quasideeltjes. We bestuderen exciton-
polaritonen, die gevormd worden door de koppeling van een foton met een exciton, een
gebonden toestand van een elektron en een gat in een halfgeleider. Exciton-polaritonen zijn
bosonen, waardoor ze Bose-Einstein condensatie kunnen ondergaan. Dit is een faseovergang
waarbij een macroscopische hoeveelheid deeltjes in het systeem in de laagste energietoestand
komen en waardoor kwantummechanische eigenschappen op een macroscopisch niveau zicht-
baar worden. Bose-Einstein condensatie wordt vaak onderzocht in de context van atomaire,
ultrakoude gassen, maar het bestuderen ervan bij polaritonen in vaste stoffen heeft enkele
bijzonderheden. Zo zorgt de kleine massa vanwege het fotonisch karakter ervoor dat con-
densaten van polaritonen zowel bij lage als hogere temperaturen (zelfs kamertemperatuur)
gerealiseerd kunnen worden, wat interessant is voor praktische toepassingen als polaritonla-
sers en optische toestellen. Een andere consequentie van het fotonisch karakter is de eindige
levensduur van een polariton wegens het ontsnappen van licht uit het systeem. Bijgevolg
zijn polariton condensaten in een thermodynamisch onevenwicht en moeten de verliezen via
een pomp gecompenseerd worden. Dit leidt tot opmerkelijke niet-lineaire eigenschappen
van het condensaat.

Nog verschillend tegenover Bose-Einstein condensaten van atomaire, ultrakoude gassen is
dat kwantumvortices in polaritoncondensaten reeds in de grondtoestand voorkomen. Zij
worden gekenmerkt door een plaats in het condensaat waar de dichtheid tot nul afneemt
en een faseverschil van 2π rondom de lijn waar er geen condensaat meer is. Dat laatste
komt fysisch overeen met een stroming rondom het gat. Een antivortex is een type vortex
waarvoor de stroming in de andere zin draait dan bij een reguliere vortex. Vortices en
antivortices kunnen stabiele paren vormen. Zo’n vortex-antivortex paren zijn onder andere
belangrijk bij de overgang naar een superflüıde fase van het polaritoncondensaat.

Concreet wordt er in dit werk via numerieke simulaties gekeken naar hoe het pompen en
de verliezen van het polaritoncondensaat de tijdsevolutie van een vortex-antivortex paar
kan bëınvloeden. Daaruit blijkt dat de dichtheid van het condensaat vanuit de vortices spi-
raalvormige golven vertoont die met elkaar interfereren. Er wordt verder ook gevonden dat
vanwege het pompen het vortex-antivortex paar onstabiel wordt en naar elkaar toe beweegt.
Dit kan leiden tot ofwel annihilatie van de vortices ofwel een proces waarbij de vortices zich
weer van elkaar verwijderen om daarna opnieuw naar elkaar toe te komen. Tenslotte zal
aangetoond worden dat er ook nieuwe vortex-antivortex paren gecreëerd kunnen worden in
het condensaat.
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1 Inleiding

De voorbije decennia is de interesse voor de fysica van halfgeleider microcaviteiten sterk toe-
genomen [1–4]. Microcaviteiten vormen een veelbelovende omgeving waar licht en materie
elkaar kunnen ontmoeten en leiden tot opmerkelijke niet-lineaire effecten. In het bijzonder
is er veel aandacht voor exciton-polaritonen, quasideeltjes die voortkomen uit de sterke kop-
peling van excitonen met fotonen die opgesloten zijn binnen een microcaviteit. Excitonen
zijn gebonden toestanden die het gevolg zijn van de Coulomb interactie tussen elektronen
en gaten in een halfgeleider: door licht in te schijnen op een halfgeleider in de grondtoe-
stand kan een elektron geëxciteerd worden van de valentieband naar de conductieband en
blijft een positief gat achter. Excitonen vervallen door de recombinatie van het elektron
en gat, waarbij er een foton wordt uitgestuurd. Sterke koppeling tussen excitonen en licht
ontstaat wanneer het tempo waarmee fotonen de caviteit verlaten lager ligt dan het tempo
waarmee fotonen en excitonen in elkaar omgezet worden. In dit regime zijn de eigentoestan-
den van het systeem niet langer excitonen en fotonen, maar superposities hiervan, die men
exciton-polaritonen noemt. Experimentele evidentie hiervan werd voor het eerst geleverd
in 1992 [5].

Exciton-polaritonen erven het bosonisch karakter van zowel het exciton als het foton. On-
der de juiste omstandigheden gedragen deze deeltjes zich als een Bose-Einstein condensaat
(BEC), een toestand waarbij er een macroscopische bezetting is van het laagste energieni-
veau. In 2006 werd dit voor het eerst experimenteel verwezenlijkt [6]. Exciton-polaritonen
zijn een ideale context voor het onderzoeken van condensatie en gerelateerde fenomenen
als fasecoherentie, superflüıditeit en gekwantiseerde vortices. Een voordeel van het bestu-
deren van polaritonen in vaste stoffen is dat hun effectieve massa bepaald wordt door het
design van het materiaal en veel kleiner is dan atomaire massa’s. Daar de kritische tem-
peratuur voor BEC omgekeerd evenredig is met de massa kunnen condensaten van deze
aard gerealiseerd worden bij relatief hoge temperatuur, tot zelfs kamertemperatuur [7]. Dit
is een aanzienlijk verschil met de temperatuurschaal die nodig is voor het bereiken van
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condensaten van ijle, atomaire gassen, zo’n 100 nK.

Door hun fotonische component vertonen de polaritonen een eindige levensduur aangezien
licht kan ontsnappen uit de caviteit. Dit betekent dat polaritonen voortdurend aangevoerd
moeten worden om de verliezen te compenseren. In die zin wordt het systeem dus niet
beschreven vanuit een thermodynamisch evenwicht zoals bij andere BEC, maar vanuit een
(dynamisch) evenwicht tussen dissipatie en externe aandrijving. Via hun materie component
zullen polaritonen met elkaar interageren. Samen met het inherente onevenwicht levert dit
interessante niet-lineaire eigenschappen op.

In een los taalgebruik zou men de polaritonen kunnen beschouwen als een verzameling van
interagerende fotonen. Wanneer BEC optreedt, en de polaritonen massaal in de grondtoe-
stand verkeren, zal het licht dat uit de caviteit ontsnapt coherent en monochromatisch zijn.
Dit is het basisidee van polaritonlasers [7–10]. De emissie van licht door het condensaat ge-
beurt spontaan. Er is geen populatie-inversie zoals bij traditionele lasers, waardoor slechts
een kleine hoeveelheid energie nodig is om de laserwerking op gang te krijgen. Dat vormt,
naast de eigenschap van condensatie bij hoge temperatuur, de reden waarom verwacht wordt
dat polaritonlasers in de toekomst belangrijk zullen worden. Verder kan er, uit het door
polaritonen uitgestuurde licht, informatie gewonnen worden over de eigenschappen van de
polaritonen binnen de caviteit. Dit is opnieuw in contrast met een BEC van koude atomen,
waar typisch destructieve methoden gebruikt worden om metingen uit te voeren.

Gekwantiseerde vortices kunnen spontaan opduiken in polariton condensaten door een sa-
menspel van enerzijds de stroming van het condensaat (als gevolg van dissipatie en pompen)
en het potentiaal landschap gevoeld door de polaritonen anderzijds (als gevolg van aanwe-
zige wanorde en defecten) [11]. In evenwichtssystemen zoals een BEC van atomaire gassen
en vloeibaar helium is het voorkomen van stabiele vortices een uiting van superflüıditeit. In
de onevenwichtsituatie van polariton condensaten is dit minder rechtlijnig. Voor een inter-
agerend 2D Bose gas is wel geweten dat er een overgang bestaat naar een superflüıde fase,
de Berezenskii-Kosterlitz-Thouless transitie [12], waarbij vortex-antivortex paren gevormd
worden. Deze thermisch geactiveerde vortex-antivortex paren spelen dus een belangrijke rol
in de realisatie van superflüıditeit in polariton condensaten en zijn op zichzelf een interessant
onderzoeksdomein.

Het doel van deze thesis is om het gedrag van een vortex-antivortex paar in een steady state
exciton-polariton condensaat naderbij te bestuderen. Daarbij maken we gebruik van een
numeriek model gebaseerd op de gedreven dissipatieve Gross-Pitaevskii vergelijking, die de
dynamica van het condensaat theoretisch beschrijft. In de eerste hoofdstukken wordt deze
vergelijking afgeleid en besproken. Daarna introduceren we vortices in het systeem en laten
ze tenslotte vrij evolueren volgens de gekende dynamica.
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2 Beschrijving van het exciton-polariton

In dit hoofdstuk beschrijven we de verschillende concepten die een exciton-polariton omvat.
Eerst wordt de fysica van microcaviteiten besproken. Daarna komen excitonen in halfgelei-
ders aan bod. Tenslotte wordt nagegaan hoe de koppeling tussen licht en materie leidt tot
de vorming van quasideeltjes die de exciton-polaritonen genoemd worden.

2.1 Fotonen in een microcaviteit

Een microcaviteit is een vlakke Fabry-Pérot resonator bestaande uit twee Bragg spiegels,
enkele micrometers van elkaar en parallel geplaatst, zoals in Figuur 2.1. De Bragg reflectoren
bestaan uit afwisselende lagen van twee materialen met verschillende brekingsindices. De
dikte van iedere laag bedraagt een kwart van de gewenste golflengte λ, zodat reflecties aan
elk raakvlak constructief interfereren. Het resultaat is een fotonische bandgap rondom λ

waarin propagatie in de richting loodrecht op de lagen (de z-richting) verboden is. Op
die manier wordt een zeer reflectieve spiegel gecreëerd. Door fotonen op te sluiten tussen
zo’n twee spiegels worden polaritonen uiteindelijk langer in stand gehouden. Na spontane
emissie van een foton door een exciton is de kans op absorptie voor de creatie van een
ander exciton aanzienlijk vergroot. Dit is de voorwaarde voor het sterke koppelingsgebied.
De sterke koppeling tussen excitonen en fotonen wordt verder in de hand gewerkt door de
excitonen - opgesloten in een kwantumput (QW) - te lokaliseren waar de amplitude van het
elektrisch veld van de staande elektromagnetische golf een maximum bereikt (de antinode).
Aangezien perfecte reflectie niet mogelijk is, zal er continu een verlies van fotonen zijn en
moet het systeem gepompt worden met een laser.

Elektromagnetische golven worden in de z-richting gekwantiseerd en zijn vrij in het vlak
evenwijdig met de spiegels. Zodoende wordt een 2D systeem geleverd. De fotonen in de
microcaviteit worden dus gekarakteriseerd door hun golfvector in het vlak, k||. Die wordt
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op zijn beurt bepaald door de invalshoek θ van de laserbundel.

Figuur 2.1: Microcavitieit, gevormd door twee Bragg reflectoren. Excitonen zijn geplaatst
in de antinodes van de foton modi. Figuur uit [6].

Energie van het foton

De toegelaten foton modi in de caviteit zijn gedefinieerd aan de hand van de staande golf
voorwaarde,

Nλ

2
= l,

met l de afstand tussen de spiegels en N ∈ N het aantal antinodes. In termen van het
golfgetal luidt dit

kz =
Nπ

l
.

De energie van een caviteit modus met golfvector k wordt gegeven door

Ec = ~c|k| = ~c
√
k2
z + k2

||

waarbij c de lichtsnelheid in het materiaal voorstelt. Samen met de eerdere vergelijkingen
en voor kleine k|| kan dit geschreven worden als

Ec(k||) = mcc
2 +

~2k2
||

2mc
, (2.1.1)

wat een kwadratische dispersierelatie aangeeft als functie van k||. De fotonen krijgen via
hun opsluiting een effectieve massa gegeven door

mc = N
π~
cl
.

Voor typische materialen is die massa van de orde mc = 10−4me (met me de vrije elektron
massa).
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Kwantumveldbeschrijving

De Hamiltoniaan voor het vrije fotonveld in de caviteit wordt gegeven door

Ĥf =
∑
k

∑
σ

Ec(k)â†k,σâk,σ (2.1.2)

waarin de operatoren â†k,σ en âk,σ respectievelijk een foton creëren en annihileren met golf-
vector k en polarisatie σ. Zij voldoen aan de bosonische commutatierelaties:[

âk,σ, â
†
k′,σ′

]
= (2π)2δk,k′δσ,σ′[

âk,σ, âk′,σ′
]

=
[
â†k,σ, â

†
k′,σ′

]
= 0

De polarisatie vrijheidsgraad van fotonen vertaalt zich uiteindelijk in de verschillende spin-
toestanden voor polaritonen [13].

2.2 Excitonen in halfgeleiders

In halfgeleiders kunnen elektronen van de valentieband naar de conductieband geëxciteerd
worden, bijvoorbeeld via absorptie van een foton. Beschouwen we initieel een volledig
gevulde valentieband en een lege conductieband, dan kan na een excitatie het elektron zich
vrij bewegen door het materiaal, terwijl het een atoom achterlaat met een lege toestand die
een gat genoemd wordt. Elektronen van naburige atomen kunnen deze toestand innemen.
Deze situatie kan gëınterpreteerd worden als de propagatie van een positief geladen deeltje
doorheen het materiaal. Een vrij elektron in de conductieband en een gat in de valentieband
ondervinden een aantrekking via de Coulombkracht, waardoor een gebonden toestand van
een elektron-gat paar mogelijk is. Indien de bindingsenergie groot genoeg is, gedraagt zo’n
paar zich als een samengesteld boson, het exciton.

Energie van een bulk exciton

De lengteschaal waarop een binding tot exciton plaatsvindt, is groter dan de roostercon-
stante van standaard halfgeleiders. Bijgevolg kunnen excitonen als onafhankelijke quasi-
deeltjes behandeld worden. De dispersie wordt dan gegeven door

EX(k) = Eg − Eb +
~2k2

2mX
(2.2.1)

met Eg de band gap, Eb de bindingsenergie en mX de effectieve massa van het exciton,
bepaald door de bandmassa van het elektron en gat: mX = m∗e + m∗h. Excitonen zijn
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verwant aan het waterstofatoom, waar een elektron via de Coulombinteractie gebonden is
aan een positief proton. De exciton bindingsenergie is gerelateerd aan de Rydberg energie
Ry van waterstof:

Eb(n) =

(
µ

meε2

)
Ry
n2
.

Aangezien de permittiviteit van het materiaal, ε, veel groter is dan van vacuüm, is de
exciton bindingsenergie veel kleiner dan die in een waterstofatoom. Zo is voor GaAs, een
veelgebruikte halfgeleider, de bindingsenergie een factor 100 kleiner. De effectieve massa
van een exciton in GaAs is typisch 20 keer kleiner dan de massa van een vrij elektron [14].

Excitonen in een kwantumput

Net zoals de fotonen, worden de excitonen opgesloten. Dit gebeurt in een kwantumput,
een dun laagje halfgeleider materiaal (bvb GaAs) dat langs beide kanten omgeven wordt
door een halfgeleider materiaal met een grotere bandgap (bvb AlGaAs). Excitaties zijn
dan begrensd in een richting (die we opnieuw de z-richting kiezen), zodat een 2D systeem
bekomen. Door die opsluiting zal een exciton in de kwantumput met een bepaalde golfvector
makkelijker koppelen aan fotonen met dezelfde golfvector in het vlak van de put. Een ander
belangrijk gevolg van de lokalisatie van excitonen in een vlak is dat het de bindingsenergie
ervan vergroot [15]. Voor de dispersierelatie kunnen we nu schrijven:

EX(k) = Ez +
~2k2
||

2mX
. (2.2.2)

Kwantumveldbeschrijving

We vertrekken van de Hamiltoniaan voor vrije elektronen en gaten:

Ĥ0 =
∑

σ=±1/2

∑
k

Ee(k)ĉ†k,σ ĉk,σ +
∑

σ=±3/2

∑
k

Eh(k)v̂†k,σv̂k,σ

De operator ĉ†k,σ creëert een elektron in de conductieband met spin σ en energie Ee(k),
terwijl v̂†k,σ een gat creëert in de valentieband met spin σ en energie Eh(k). Elektronen in
de conductieband bevinden zich in het laagste energieniveau, corresponderend met een z-as
projectie van de totale draaiimpuls mz = ±1/2. Het energieniveau van gaten bovenaan
in de valentieband is ontaard en komt overeen met kwantumgetallen voor de projectie van
de draaiimpuls mz = ±1/2,±3/2, corresponderend met zogenaamde lichte en zware gaten.
Een uitgebreidere behandeling van het tot stand komen van de spintoestanden kan gevonden

7



worden in [14]. De opsluiting in een kwantumput leidt tot een opheffing van de ontaarding
en bevoordeelt energie-overgangen met de zware gaten.

Nu laten we Coulombinteracties tussen elektronen en gaten toe:

Ĥint =
1

2

∑
k,k′

∑
q

Vcoul(q)

(∑
σ,σ′

ĉ†k′+q,σ′ ĉ
†
k−q,σ ĉk′,σ′ ĉk,σ +

∑
σ,σ′

v̂†k′+q,σ′ v̂
†
k−q,σvk′,σ′vk,σ

−2
∑
σ,σ′

v̂†k′+q,σ′ ĉ
†
k−q,σv̂k′,σ′ ĉk,σ

) (2.2.3)

Deze termen beschrijven de verstrooiing van respectievelijk twee elektronen, twee gaten en
tenslotte een elektron en gat met impulsoverdracht ~q. De Coulomb interactiesterkte in
het materiaal bedraagt Vcoul(q) = e2

2ε|q| . Nu is het mogelijk om bosonische operatoren te
definiëren die bestaan uit een lineaire combinatie van de eerdere fermionische operatoren.
Na diagonalisatie van de Hamiltoniaan in de nieuwe exciton basis komt er

Ĥ0 =
∑
σ

∑
k

EX(k)b̂†k,σ b̂k,σ (2.2.4)

Voor een volledige uitwerking hiervan verwijzen we naar [16]. De energie EX van het ex-
citon werd eerder afgeleid. De mogelijke spintoestanden komen voort uit de som van de
totale draaiimpuls voor het elektron en (zware) gat. De vier mogelijkheden zijn +2, +1,
-1, -2. Het doel is uiteindelijk een koppeling met licht, dat enkel spintoestanden +1 en -1
heeft. Een koppeling zal bijgevolg enkel plaatsvinden met de +1 en -1 excitonen. De +2 en
-2 excitonen interageren niet met licht en er wordt daardoor naar gerefereerd als donkere
excitonen. De relevante waarden in dit model zijn dus σ = ±1. De manifestatie van deze
twee spintoestanden heeft enkele gevolgen voor het polariton. Zo wordt er onder andere
een onderscheid gemaakt tussen half vortices, waarbij slechts één component vortexvorming
ondergaat, en volle vortices, waarbij beide componenten dezelfde topologische lading bezit-
ten [17, 18]. In deze thesis wordt zulke afhankelijkheid niet expliciet onderzocht en nemen
we de spinvrijheidsgraad vanaf hier niet meer mee.

2.3 Exciton-polaritonen

Fotonen worden gekwantiseerd via opsluiting in de microcaviteit, excitonen via opsluiting
in de kwantumput. Beide concepten werden beschreven als een 2D systeem en zodoende
kan er een één-op-één koppeling plaatsvinden tussen een foton en exciton, met behoud van
energie en impuls in het vlak, k||1. Sterke koppeling wordt gerealiseerd door het vlak van

1Vanaf hier vaak gewoon genoteerd als k.
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de kwantumput samen te brengen met een maximum van het staande golfpatroon van het
licht. Daarnaast wordt de energie van de resonante caviteitsmodus in de buurt gebracht
van de excitonische overgang. Men definieert daarbij de detuning δ als het verschil tussen
de exciton en foton modus bij k = 0:

δ = Ec(0)− EX(0). (2.3.1)

Polariton energie

We vertrekken van de Hamiltonianen van het vrije fotonveld en excitonveld:

Ĥ0 =
∑
k

Ec(k)â†kâk +
∑
k

EX(k)b̂†k,σ b̂k,σ.

Formeel gebeurt de interactie tussen fotonen en excitonen via een koppeling tussen de
velden:

Ĥint =
∑
k

~Ω

2

(
b̂†kâk + â†kb̂k

)
De operatoren b̂†kâk en â†kb̂k beschrijven respectievelijk de absorptie van een foton om een
exciton te creëren en de emissie van een foton ten koste van het exciton. De interactiesterkte
Ω van beide processen is dezelfde, zodat de Hamiltoniaan hermitisch blijft. De totale Ha-
miltoniaan kan in matrixvorm geschreven worden:

Ĥ =
∑
k

(
â†k b̂†k

)(Ec(k) ~Ω
2

~Ω
2 EX(k)

)(
âk

b̂k

)
. (2.3.2)

De eigentoestanden voor dit interagerend systeem zijn lineaire combinaties van excitonen
en fotonen, de polaritonen. Zij worden gevonden door diagonalisatie van de Hamiltoniaan.
De eigenwaarden leveren de energieniveaus voor het polariton:

EU,L(k) =
Ec(k) + EX(k)

2
±
√

(Ec(k)− EX(k))2 + ~2Ω2

2
(2.3.3)

In Figuur 2.2 worden de dispersierelaties getoond voor δ = 0. De nieuwe energieën ver-
tonen het typische anti-crossing karakter, resulterend in twee gescheiden energiebanden.
De bovenste band EU correspondeert met een upper polariton, de onderste curve EL met
een lower polariton. De kwadratische exciton energie EX(k) gedraagt zich als een constante
voor de relevante k-range door het grote verschil in effectieve massa tussen exciton en foton:
mX = 103 − 104mc.

De bovenste energieband bevindt zich volledig boven de lager gelegen, zodat de bezetting
ervan verwaarloosbaar zal zijn voor energieschalen kleiner dan EU . Typisch worden polari-
tonen gëınjecteerd via een laser ter hoogte van de lower polariton tak of net erboven. We

9



0

k

E
ne
rg
ie

exciton

foton

Figuur 2.2: Dispersierelaties voor de ongekoppelde systemen (stippellijnen) en voor het
upper (blauwe volle lijn) en lower polariton (gele volle lijn) bij een detuning δ = 0.

zullen in dit werk bijgevolg enkel spreken over de fysica van lower polaritonen. Vele eigen-
schappen van polaritonen zijn gelinkt aan de dispersierelatie. Voor een kleine golfvector
heeft de lower polariton dispersie een bijna kwadratische k-afhankelijkheid, net zoals het
foton. De massa van de polaritonen is daar ook van de orde van de effectieve massa van het
foton. Dit laat Bose-Einstein condensatie toe bij hoge temperaturen. Bij grotere k onder-
gaat de dispersie een afbuiging en gedraagt het polariton zich steeds meer exciton-achtig,
waardoor interacties belangrijker worden. De dispersierelatie kan experimenteel geverifieerd
worden via hoekafhankelijke fotoluminescentie metingen [19]. Immers, wegens behoud van
impuls is de polariton golfvector volledig bepaald door de hoek θ en golflengte λ van het
licht dat uit de caviteit ontsnapt: k = 2π

λ sin θ.

De unitaire transformatie van de exciton-foton basis naar de polariton basis gebeurt via(
Ûk

L̂k

)
=

(
X(k) −C(k)

C(k) X(k)

)(
âk

b̂k

)
. (2.3.4)

De elementen X(k) > 0 en C(k) < 0 noemt men de Hopfield coëfficiënten en kunnen
berekend worden via de eigenvectoren van vergelijking (2.3.2) [23]. Ze drukken het aandeel
uit van respectievelijk de excitonische en fotonische component voor de nieuwe quasideeltjes.
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De gediagonaliseerde Hamiltoniaan voor polaritonen luidt nu:

Ĥ0 =
∑
k

(
EL(k)L̂†kL̂k + EU (k)Û †kÛk

)
. (2.3.5)

Polariton-polariton interacties

De Hamiltoniaan in vergelijking (2.3.5) beschrijft ideale (niet interagerende) bosonen. Door
hun excitonische component weten we echter dat er polariton-polariton interacties moeten
zijn:

Ĥint = ĤX−X + ĤX−c

De exciton-exciton interactie wordt verklaard door de Coulombinteractie tussen de ladings-
dragers van verschillende excitonen. Bij kleine k wordt die interactie gedomineerd door de
exchange symmetrie van elektronen [20], het proces waarbij twee excitonen hun elektronen
uitwisselen. Algemeen kan een elastische verstrooiing tussen excitonen geschreven worden
als

ĤX−X =
1

2

∑
k,k′,q

VX−X(k,k′,q)b̂†k+qb̂
†
k′−qb̂kb̂k′

wat overeenkomt met vergelijking (2.2.3) in de exciton basis. Zo’n term komt neer op
een verschuiving van de polariton dispersie (en bijgevolg frequentie) naar boven, waarnaar
verwezen wordt als een blueshift daar de golflengte van het licht dat de caviteit verlaat naar
blauw verschuift.

De extra interactieterm tussen een exciton en caviteit foton kan verklaard worden als een
verzadigingseffect, waarbij de interactiesterkte Ω voor de exciton-foton koppeling kleiner
wordt voor een grotere dichtheid aan excitonen. De screening van kwantumput excito-
nen door elektron-gat paren kan beschreven worden als het proces waarbij twee excitonen
interageren tot een exciton en een foton.

Een meer rigoureuze uitwerking van de interactietermen wordt behandeld in [21]. De twee
effecten samen zorgen voor de volgende effectieve interactieterm voor het lower polariton:

Ĥint =
1

2

∑
k,k′,q

V (k,k′,q)L̂†k′−qL̂
†
k+qL̂k′L̂k (2.3.6)

waarin V (k,k′,q) de details van de interacties met een exciton bevat. Voor de totale
Hamiltoniaan die de lower polaritonen beschrijft, bekomen we nu

ĤLP =
∑
k

EL(k)L̂†kL̂k +
1

2

∑
k,k′,q

V (k,k′,q)L̂†k′−qL̂
†
k+qL̂k′L̂k (2.3.7)
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2.4 Polariton dynamica

Omdat we uiteindelijk gëınteresseerd zijn in zaken als de dichtheid of snelheid van het
polariton condensaat als functie van de positie, transformeren we de operatoren naar reële
ruimte:

Ψ̂†(r) =
1√
V

∑
k

L̂†ke
−ir·k

Ψ̂(r) =
1√
V

∑
k

L̂ke
ir·k.

Deze creëren en annihileren een lower polariton op positie r en ze voldoen aan bosonische
commutatierelaties: [

Ψ̂(r), Ψ̂†(r′)
]

= δ(r− r′)[
Ψ̂†(r), Ψ̂†(r′)

]
=
[
Ψ̂(r), Ψ̂(r′)

]
= 0.

De Hamiltoniaan (2.4.6) in positieruimte wordt dan beschreven door

ĤLP =

∫
dr Ψ̂†(r)

(
−~2∇2

2m

)
Ψ̂(r)+

1

2

∫
dr

∫
dr′ Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)U(r−r′)Ψ̂(r′)Ψ̂(r). (2.4.1)

De dynamica van een polariton kan berekend worden aan de hand van de Heisenberg bewe-
gingsvergelijking. Die vertelt dat de tijdsevolutie van een operator Â verkregen kan worden
uit de commutator met de Hamiltoniaan:

d

dt
Â(t) =

i

~

[
Ĥ, Â(t)

]
(2.4.2)

Toepassing op de polariton annihilatie operator (analoog voor de creatie operator) en ge-
bruik van de commutatierelaties levert

i~
∂Ψ̂(r)

∂t
=

[
−~2∇2

2m
+

∫
dr′ Ψ̂†(r′)U(r− r′)Ψ̂(r′)

]
Ψ̂(r). (2.4.3)

Voor de interactie wordt een afstotende contactpotentiaal verondersteld,

U(r− r′) = gδ(r− r′), (2.4.4)

met g > 0 de polariton interactiesterkte. Deze benadering is geldig indien de reikwijdte van
de interactie veel kleiner is dan de afstand tussen de deeltjes en de de Broglie golflengte van
de deeltjes. Vergelijking (2.4.3) wordt daardoor herleid tot

i~
∂Ψ̂(r)

∂t
=

[
−~2∇2

2m
+ gΨ̂†(r)Ψ̂(r)

]
Ψ̂(r). (2.4.5)
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2.4.1 Pompen en verliezen

Er is nog een laatste element dat ontbreekt om de exciton-polaritonen in de microcaviteit
volledig te beschrijven. We weten dat de polaritonen een korte levensduur hebben en dat
licht uit de caviteit ontsnapt. Om de polariton dichtheid in stand te houden, moet het
verlies van fotonen gecompenseerd worden door aanhoudend licht bij te pompen met een
laser. Het gesloten systeem dat we eerder hadden, moet dus uitgebreid worden om deze
stromen in rekening te brengen. De fotonen afkomstig van de laser buiten de caviteit zullen
we voorstellen als een foton bad dat functioneert als een reservoir van foton modi waar de
polaritonen in de caviteit mee kunnen koppelen. Dit groter geheel kan beschouwd worden
als een systeem in evenwicht, met Hamiltoniaan

Ĥtot = ĤLP + ĤB + ĤC + ĤP . (2.4.6)

De eerste term is de lower polariton Hamiltoniaan, (2.4.1). De andere drie termen vervol-
ledigen de beschrijving van het systeem: ĤB voor de vrije fotonen in het bad, ĤC voor de
koppeling tussen de microcaviteit polaritonen en de fotonen in het reservoir en ĤP voor het
pompen. We laten formeel een harmonische koppeling toe tussen een microcaviteit modus
(i.e. een polariton met golfvector k) en een continuüm van extern ingestuurde modi (i.e.
het spectrum der elektromagnetische golven met golfvector in het vlak k) [22]:

ĤB = ~
∫ ∞
−∞

dω ωâ†k(ω)âk(ω) (2.4.7)

ĤC = i~
∫ ∞
−∞

dω κ(ω)
[
â†k(ω)L̂k − L̂†kâk(ω)

]
(2.4.8)

waarbij âk en â†k de bosonische annihilatie/creatie operatoren zijn voor de fotonen in het
bad en κ de koppelingsterkte karakteriseert met het reservoir. De bewegingsvergelijking
voor de bad operator is daarmee

∂âk(ω)

∂t
= −iωâk(ω) + κ(ω)L̂k

en heeft als oplossing

âk(ω) = e−iωtâk(ω)|t=0 + κ(ω)

∫ t

0
dt′e−iω(t−t′)L̂k(t′). (2.4.9)

Beschouwen we eerst het bad en de koppeling ermee, dan is de tijdsevolutie voor de polariton
operator

∂L̂k

∂t
=
i

~

[
ĤLP , L̂k

]
+
i

~

[
ĤB, L̂k

]
+
i

~

[
ĤC , L̂k

]
=
i

~

[
ĤLP , L̂k

]
+
i

~

[
ĤC , L̂k

]
=
i

~

[
ĤLP , L̂k

]
−
∫ ∞
−∞

dω κ(ω)âk(ω).
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Hier kunnen we vergelijking (2.4.9) gebruiken. We maken daarbij nog twee vereenvou-
digingen. De eerste term met âk(ω)|t=0 resulteert in kwantumfluctuaties [22] en laten we
achterwege met het oog op een uitmiddeling via de gemiddeld veld theorie verderop. De vol-
gende stap is de Markoviaanse aanname dat de koppeling onafhankelijk is van de frequentie
van het licht:

κ(ω) =
√
γ/2π (2.4.10)

met γ > 0. Dit is een redelijke benadering aangezien we gëınteresseerd zijn in een beperkte
range frequenties rond de resonantiefrequentie van de caviteit. Op die manier bekomen we

∂L̂k

∂t
=
i

~

[
ĤLP , L̂k

]
− γ

2π

∫ ∞
−∞

dω

∫ t

0
dt′e−iω(t−t′)L̂k(t′). (2.4.11)

Nu schakelen we twee eigenschappen van de deltafunctie in:∫ ∞
−∞

dω e−iω(t−t′) = 2πδ(t− t′) (2.4.12)∫ t

t0

dt′ c(t′)δ(t− t′) =
1

2
c(t) (2.4.13)

Daarmee wordt uiteindelijk verkregen dat

∂L̂k

∂t
=
i

~

[
ĤLP , L̂k

]
− γ

2
L̂k. (2.4.14)

De koppeling aan een thermisch reservoir zorgt voor een afname van de polariton operator
in de tijd, zodat de foton verliezen in rekening gebracht blijken. Het effect kan verder
aangetoond worden door de vergelijking op te lossen voor enkel de koppeling:

∂L̂k

∂t
= −γ

2
L̂k =⇒ L̂k(t) = L̂k(0)e−γt/2. (2.4.15)

Op kwantumniveau is er een probleem met deze vergelijking daar de commutator
[
L̂k, L̂

†
k

]
exponentieel afneemt in de tijd. Dit wordt verholpen door de kwantumfluctuaties in de
bewegingsvergelijking mee te nemen. Beschouwen we nu een toestand |N〉 met N polari-
tonen, dan vinden we de evolutie van de dichtheid aan polaritonen aan de hand van de
verwachtingswaarde van de teloperator L̂†k(t)L̂k(t):

〈N |L̂†k(t)L̂k(t)|N〉 = Ne−γt (2.4.16)

waaruit volgt dat de dichtheid exponentieel afneemt met de tijd, waarbij γ een maat is voor
de polariton levensduur: τ ∼ 1/γ. Typische waarden zijn van de orde τ = 10−12 s. Voor de
polariton operator in positieruimte kunnen we schrijven

∂Ψ̂(r, t)

∂t

∣∣∣∣
C

= −γ
2

Ψ̂(r, t). (2.4.17)
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Tenslotte rest ons nog het pompen zelf te detailleren. Een laser brengt een bepaalde mode
in een coherente toestand: âk(ω)→ âk(ω) +F0/κ(ω)δ(ω−ωp). De Hamiltoniaan beschrijft
dan naar analogie met vergelijking (2.4.8) de volgende koppeling van de polariton operator
met een elektromagnetische golf:

ĤP = ~
(
FL̂†kp

+ F ∗L̂kp

)
(2.4.18)

met een vlakke golf profiel voor de invallende golf F = F0e
−iωpt, momenteel nog in k-ruimte.

De parameter F0 geeft de pompsterkte weer en vervat zowel de intensiteit van de laser,
de transmissie van de Bragg reflectoren als de koppeling tussen fotonen en het sample om
excitonen te vormen. De laser stuurt coherent en monochromatisch licht uit met impuls ~kp
en frequentie ωp, die bij de excitonovergang ingesteld wordt. We veronderstellen dat enkel
nieuwe polaritonen met de laser impuls en frequentie via de pomp in het systeem gebracht
worden. De hoek θ die de laserbundel maakt met de normaal op het vlak is zodanig dat voor
de golfvector van het geëxciteerde polariton geldt k =

ωp

c sin θ. De bewegingsvergelijking
voor het polariton die volgt uit de Hamiltoniaan voor de pomp is

∂L̂k

∂t

∣∣∣∣
P

=
i

~

[
ĤP , L̂k

]
= −iF0e

−iωptδk,kp .

Dit beschrijft inderdaad een proces waarbij via de externe coherente pomp de polaritonen
met een zeker tempo (bepaald door de pompsterkte) de impuls en frequentie (energie) van de
laser overnemen. Het compenseert zo de afname aan fotonen uit de caviteit die we eerder in
rekening gebracht hebben. Sterker nog, dit systeem is met voldoende pompsterkte in staat
om zichzelf te balanceren en wordt zo gekarakteriseerd door een quasi-evenwicht. Immers,
uit vergelijking (2.4.16) volgt dat een toename van de polaritondichtheid in de caviteit leidt
tot een toename van de verliezen. Dit hele proces valt onder de noemer coherent pompen:
de coherentie van de polaritonen wordt als het ware geërfd van de coherentie van de laser.
Er bestaat ook nog een andere methode, het incoherent pompen, waarbij de energie van
het invallende licht ver boven de excitonische overgang ligt. Daar wordt de coherentie van
een polariton condensaat op een andere manier gerealiseerd.

Transformatie van de Hamiltoniaan en bewegingsvergelijking naar de positieruimte levert

∂Ψ̂(r, t)

∂t

∣∣∣∣
P

= F0(r, t)ei(kp·r−ωpt). (2.4.19)

Meestal hanteert men in experimenten een ruimte- en tijdsafhankelijk profiel voor de pomp-
sterkte F0. In deze studie benaderen we de laserbundel echter als homogeen en statisch:
F0(r, t) ≡ F .
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De bewegingsvergelijking voor de totale Hamiltoniaan (2.4.6) is finaal

i
∂Ψ̂(r, t)

∂t
=

[
−~∇2

2m
+ V (r) + gΨ̂†(r, t)Ψ̂(r, t)− iγ

2

]
Ψ̂(r, t) + Fei(kp·r−ωpt). (2.4.20)

Hierin hebben we een externe potentiaal V (r) toegevoegd ter volledigheid. Ze neemt de
verschillende bronnen van wanorde mee: defecten in de halfgeleider en aan de grenslagen
door imperfecte groei of variaties in de lengte van de caviteit. Deze laatste worden vaak
gëımplementeerd door experimentatoren omdat ze manipuleerbaar zijn. Voor onze simula-
ties beschouwen we het homogene geval, V (r) = 0, wat neerkomt op translatie-invariantie
in het vlak.
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3 Bose-Einstein condensatie van
polaritonen

Dit deel begint met een beknopte beschrijving van de definiërende concepten van een Bose-
Einstein condensaat (BEC), gebaseerd op [24], [26] en [27]. Daarna volgt een uiteenzetting
over hoe condensatie tot uiting komt voor exciton-polaritonen, die zich van nature in een
onevenwicht bevinden. De gelijkenissen en verschillen met de daarvoor besproken BEC
theorie worden uitgelicht. Tenslotte bekijken we hoe vortices in dit verhaal passen.

3.1 BEC

Een eenvoudig voorbeeld van Bose-Einstein condensatie is dat van een niet-interagerend bo-
sonisch gas in thermisch evenwicht. BEC laat zich daar kenmerken door een macroscopisch
aantal atomen in de laagste energietoestand onder een bepaalde transitietemperatuur. Dit
mechanisme kan gedemonstreerd worden aan de hand van de Bose-Einstein verdeling:

nBE =
1

e(E−µ)/(kBT ) − 1

waarin µ < 0 de chemische potentiaal, T de temperatuur en E = 0 het laagste energieniveau
voorstelt. De verdeling divergeert voor E = µ en daalt exponentieel voor grote E. Dit
betekent dat er oneindig veel deeltjes in de laagste energietoestand kunnen gestoken worden
maar slechts een eindig aantal in de hogere niveaus. Wanneer er meer en meer deeltjes in het
systeem gebracht worden, of de temperatuur verlaagd wordt, zal op een bepaald moment
µ = 0 worden. Vanaf dan zullen nieuwe deeltjes allemaal in de grondtoestand geplaatst
worden. Indien het aantal deeltjes nog verder toeneemt, kan de hoeveelheid deeltjes in de
grondtoestand macroscopisch groot worden en de veeldeeltjesgolffunctie domineren.

In een breder kader kan BEC gedefinieerd worden als een ééndeeltjestoestand met macro-
scopische bezetting. Daarbij is er één complexe functie Ψ die geldt voor elk deeltje in het
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systeem. De veeldeeltjesgolffunctie krijgt dan de vorm

ψ(r1, ..., rN ) =

N∏
i=1

Ψ(ri).

Een centrale parameter in de verwezenlijking van BEC is de de Broglie golflengte,

λdB =

√
2π~2

mkBT
, (3.1.1)

die de spreiding op de positie van een atoom relateert aan de temperatuur. Indien de
temperatuur laag genoeg is, wordt de spreiding vergelijkbaar met de afstand tussen de
atomen. Op dat moment beginnen de golffuncties van de atomen te overlappen, waardoor
interferentie optreedt. Verder afkoelen van het bosonisch gas leidt er toe dat alle atomen
één en dezelfde golffunctie vergaren, die in fase opereert. Zulk gedrag is een voorbeeld van
(fase) coherentie.

Gross-Pitaevskii vergelijking

De bewegingsvergelijking voor een zwak interagerend, ultrakoud, ijl, bosonisch gas is de
tijdsafhankelijke Gross-Pitaevskii vergelijking (GPV):

i~
∂Ψ(r, t)

∂t
=

(
−~2∇2

2m
+ Vext + g|Ψ(r, t)|2

)
Ψ(r, t). (3.1.2)

In dit formalisme is de kwantummechanische operator ψ̂(r, t) die in de Hamiltoniaan opduikt
reeds vervangen door een klassiek veld Ψ(r, t). Deze benadering is geldig zolang de bezetting
van de toestand beschreven macroscopisch groot is.

Hydrodynamische interpretatie

De complexe golffunctie wordt vaak geschreven als het product van twee reële velden, n(r, t)

en S(r, t):
Ψ(r, t) =

√
n(r, t)eiS(r,t) (3.1.3)

waarbij n(r, t) de dichtheid en S(r, t) de fase voorstelt. Het vermenigvuldigen van de tijds-
afhankelijke GPV (3.1.2) met Ψ∗(r, t) en vervolgens het verschil nemen met het complex
toegevoegde daarvan, levert

∂|Ψ(r, t)|2

∂t
+∇ ·

(
~

2mi
[Ψ∗(r, t)∇Ψ(r, t)−Ψ(r, t)∇Ψ∗(r, t)]

)
= 0, (3.1.4)
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en kan gezien worden als een continüıteitsvergelijking,

∂n(r, t)

∂t
+∇ · j = 0, (3.1.5)

aangezien |Ψ(r, t)|2 = n(r, t). In dat geval komt de tweede term in vergelijking (3.1.4) neer
op een stroom j(r, t) = n(r, t)v(r, t) en moet er voor het snelheidsveld gelden dat

v(r, t) =
~

2mi

Ψ∗(r, t)∇Ψ(r, t)−Ψ(r, t)∇Ψ∗(r, t)

|Ψ(r, t)|2
. (3.1.6)

Hierin implementeren we de hydrodynamische beschrijving, (3.1.3), zodat

v(r, t) =
~
m
∇S(r, t). (3.1.7)

Dit is een belangrijk resultaat: de snelheid van het condensaat wordt volledig bepaald door
de gradiënt van de fase. Verder is, aangezien ∇× v(r, t) = 0, de stroming irrotationeel.

Indien we direct de transformatie (3.1.3) in de GPV zouden steken, komt er naast de
continüıteitsvergelijking nog een tweede vergelijking uit [25]:

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = − 1

m
∇µ̄ (3.1.8)

waarbij µ̄ = gn − ~2
2m
√
n
∇2√n. Die vergelijking is in exacte overeenkomst met de Euler

vergelijking voor een wrijvingsloos en niet-visceus flüıdum in de klassieke hydrodynamica.
Daaruit kan worden besloten dat het condensaat zich gedraagt als een ideaal flüıdum en
vloeit zonder wrijving. In deze context wordt verwezen naar superflüıditeit van het BEC,
maar dit concept is in zijn algemeenheid breder en omvat ook nog gekwantiseerde vortices
en verhoogde warmtegeleiding zoals in vloeibaar Helium.

Tijdsonafhankelijke GPV

Voor een condensaat in evenwicht, zijn we gëınteresseerd in de grondtoestand φ. Door een
minimalisatie van de energie kan een tijdsonafhankelijke GPV verkregen worden:

µφ(r) =

(
−~2∇2

2m
+ Vext + g|φ(r)|2

)
φ(r). (3.1.9)

Hierin wordt µ gëınterpreteerd als de chemische potentiaal1 en bepaald via de normalisatie
N =

∫
|φ(r)|2dr. Via identificatie met de tijdsafhankelijke GPV volgt dat oplossingen van

(3.1.9) een triviale tijdsafhankelijkheid hebben:

φ(r, t) = exp(−iµt)φ(r). (3.1.10)
1gedefinieerd als de energie nodig om een deeltje aan het systeem toe te voegen
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De eigenwaarde µ geeft dus ook de oscillatiefrequentie van de fase van het condensaat onder
de tijdsafhankelijke GPV.

In de vrije ruimte (Vext = 0) reduceert de GPV voor een homogeen condensaat zich tot een
toestandsvergelijking:

µ = g|φ0|2, (3.1.11)

waarbij de chemische potentiaal gerelateerd wordt aan de bulkdichtheid |φ0|2 ≡ nbulk.

De fase van de golffunctie ligt niet vast vanwege globale ijkinvariantie en kan arbitrair geko-
zen worden. Verder valt op dat de GPV invariant is onder tijdsinversie. Daaruit leiden we
af dat een condensaat in thermisch evenwicht in de grondtoestand geen stromingspatroon
kan vertonen. Dit is in contrast met de observaties bij polariton condensaten. Het toevoe-
gen van de pomp-en verliesterm in de Hamiltoniaan zal de tijdsinversie symmetrie breken,
waardoor een stroming in de grondtoestand wel toegelaten is.

3.1.1 Vortices

We hebben net besloten dat een condensaat in de grondtoestand geen stromingspatronen
heeft, dus ook geen vortices. Klassieke vortices ontstaan wanneer in een flüıdum geroerd
wordt. Een condensaat van een atomair gas kan geroteerd worden via het insturen van een
laser. Indien de frequentie van die rotatie groot genoeg is, zullen er vortices optreden.

Bij de bespreking van kwantum vortices staat de kwantisatie van de circulatie centraal. De
circulatie κ van het snelheidsveld wordt gegeven door

κ =

∮
C

v · dl

=
~
m

∮
C
∇S · dl. (3.1.12)

Voor een oppervlak omsloten door de lus dat volledig in het condensaat ligt, is de circulatie
volgens de stelling van Stokes gelijk aan 0. Indien er een gat in het condensaat zit waarrond
de lus gaat, geldt de stelling niet meer. De fase is immers niet gedefinieerd op plaatsen
waar de dichtheid nul is. Wel kan er gebruik gemaakt worden van het feit dat de fase na
een volledige omloop van de lus met een geheel aantal keer 2π toegenomen moet zijn. De
kringintegraal over de gradiënt van de fase is dan het verschil in fase na één omloop:

κ =
~
m
n · 2π

= n
h

m
n ∈ Z, (3.1.13)
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waarbij h/m het kwantum van circulatie is. Indien er een gat in het condensaat aanwezig
is, kan de circulatie dus verschillen van 0 en veelvouden van dit kwantum aannemen. Er
ontstaat dan een stromingspatroon rond het gat. Nu moet er een gat zijn in elk oppervlak
omsloten door de lus. De eenvoudigste geometrie die hier aan voldoet, is een lijn waarlangs
de condensaatdichtheid naar nul gaat. Dit noemt men de vortexlijn. Het gebied waar de
condensaatdichtheid van nul toeneemt tot de bulkwaarde wordt de vortexkern genoemd.

De circulatie rond een rechte vortexlijn kan berekend worden door de cilindersymmetrie in
acht te nemen. Stel als contour een cirkel waarvan het centrum ligt op de vortexlijn. De
snelheid hangt, wegens de symmetrie, enkel af van de afstand tot de vortexlijn en is parallel
met de cirkel, zodat:

κ =

∮
C

v · dl

=

∫ 2π

0
rv(r) dθ. (3.1.14)

Verder:

v(r) =
κ

2πr

= n
~
mr

. (3.1.15)

De snelheid van het condensaat ten gevolge van de vortex neemt dus af met de afstand tot
de vortexlijn.

Vortices worden gekenmerkt door het aantal circulatiekwanta n, ook wel bekend als de
topologische lading van een vortex. Uit energieoverwegingen volgt er dat vortices met
|n| > 1 dissociëren in meerdere vortices met |n| = 1. Een speciaal geval is een vortex
waarvoor n = −1, een antivortex gedoopt. Het snelheidspatroon van zo’n antivortex is
omgekeerd aan dat van een reguliere vortex. De stroming rond een vortex is (per definitie)
tegen de klok en voor een antivortex met de klok mee, zoals weergegeven in Figuur 3.1. Het
stromingspatroon voor een combinatie van een vortex en antivortex toont een merkbare
horizontale snelheid van het condensaat in de regio tussen de vortices, terwijl de stroming
rond het paar verwaarloosbaar is als we uitzoomen (de totale circulatie is immers nul). De
interactie tussen twee vortices is zodanig dat zij elkaars snelheidsveld veld voelen. Dit leidt
tot een lineaire beweging van het paar gelijk aan v = ~/(md), met d de V-AV afstand.

Healing lengte

We beschouwen nu het scenario waarbij een homogeen condensaat wordt beperkt in de
ruimte x > 0 via een harde wand op x = 0. We zijn gëınteresseerd in de lengteschaal
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(a) vortex (b) anti-vortex (c) vortex-antivortex paar

Figuur 3.1: Snelheidsveld van verschillende vortexstructuren.

waarop het condensaat terug de bulkdichtheid aanneemt (als het ware geneest). Die lengte
noemt men de healing lengte ξ en geeft de schaal waarop veranderingen in de ordeparameter
belangrijk zijn. Een uitdrukking voor ξ wordt verkregen door te kijken naar de lengteschaal
waarop de kinetische energie en interactie-energie in de GPV (3.1.9) gelijk worden:

~2

2mξ2
= gnbulk

waaruit
ξ =

~√
2mgnbulk

. (3.1.16)

De oplossing van de GPV in 1D voor het homogeen condensaat naast een harde wand is
afhankelijk van de healinglengte volgens:

Ψ(r) =
√
nbulk tanh

(
r√
2ξ

)
. (3.1.17)

Het condensaat geneest dus inderdaad over een typische lengte gegeven door de healinglengte,
ook getoond in Figuur 3.2. Deze oplossing zal ook nuttig zijn voor het bestuderen van vor-
tices aangezien het condensaat daar vanaf de vortexlijn ook moet genezen.

Dit deel wordt afgesloten met een blik op dichtheidsgolven, oftewel geluid. Door een kleine
perturbatie te beschouwen op de dichtheid, n = nbulk + δn, en te substitueren in de hy-
drodynamische vergelijkingen wordt er een golfvergelijking verkregen. De snelheid c wordt
daarin gëıdentificeerd als

c =

√
gnbulk
m

(3.1.18)

=
1√
2

~
mξ

. (3.1.19)
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De healing lengte duikt hier weer op. Ze bepaalt dus ook de geluidsnelheid in een conden-
saat.

1 2 3 4 5
r/ξ

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ψ (r)2

nbulk

Figuur 3.2: Dichtheid van het condensaat per eenheid van de bulkdichtheid en als functie
van de afstand tot de vortexlijn.

3.2 Exciton-polariton condensatie

Exciton-polaritonen lijken geschikte kandidaten om Bose-Einstein condensatie te ondergaan.
De polariton massa is zeer klein, m ∼ 10−4me, waardoor de kritische temperatuur voor BEC
hoog ligt, zoals uit vergelijking (3.1.1) volgt. Nog door hun fotonische component kunnen
zij gemakkelijk fase coherentie van de golffunctie opleggen over een uitgebreid gebied in de
ruimte. Experimenteel stapelen tekenen van BEC zich op, onder andere door het aantonen
van massale bezetting van de grondtoestand en coherentie tot op grote afstanden. In 2006
hebben onderzoekers dit gedemonstreerd via de sterk gepiekte emissie van het polariton
gas, zie Figuur 3.3. In a wordt de intensiteit van de emissie uitgezet binnen een bepaalde
ruimtehoek. Bij het vergroten van het excitatievermogen, ontstaat er een scherpe piek voor
θ = 0, wat overeenkomt met de laagste impulstoestand ~k = 0. In b wordt ook de energie
meegenomen. Voor kleine vermogens is er een brede verdeling van de emissie in de energie
en impuls. Boven een bepaald vermogen wordt de meerderheid van het geëmitteerde licht
gegenereerd door een enkele kwantumtoestand, i.e. de laagste energietoestand, waarvoor
k = 0. Uit interferometrie experimenten blijkt dat het uitgestuurde licht dan ook coherent
wordt. Dit soort drempelgedrag is een indicatie voor een faseovergang zoals BEC. Voor een
BEC van atomaire gassen of vloeibaar Helium is de parameter die de faseovergang drijft
echter de temperatuur, terwijl het hier de dichtheid aan gëınjecteerde polaritonen is.
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Figuur 3.3: Emissie van een polariton gas gemeten voor drie excitatie-intensiteiten rond
het drempelvermogen. Figuur uit [6].

In die zin verschilt het systeem van een ideaal BEC, dat een welbepaalde temperatuur en
chemische potentiaal heeft die naar nul gaan. Polariton condensaten zijn nog op andere
vlakken verschillend:

- Het condensaat is niet in thermodynamisch evenwicht.

- In geval van coherent pompen wordt fasecoherentie aangebracht door de laser en
gebeurt dus niet spontaan.

- De macroscopische bezetting van een enkele kwantumtoestand Ψ kan niet afgeleid
worden uit minimalisatie van de energie [26].

Dat laatste impliceert dat de vorm van Ψ altijd bepaald is door een dynamische balans tussen
pompen en verliezen. Afhankelijk van de geometrie kunnen stationaire toestanden gevonden
worden met plaatsafhankelijke fase. We weten uit vergelijking (3.1.7) dat dit correspondeert
met een stroom van het condensaat in de richting van de caviteit. We hebben al besproken
hoe dit experimenteel kan verwezenlijkt worden voor coherent pompen: de creatie van
polaritonen met een golfvector in het vlak k verschillend van nul gebeurt via injectie onder
een hoek θ 6= 0, herinner daarbij de discussie onder vergelijking (2.4.18).
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3.2.1 Gross-Pitaevskii vergelijking

We hebben een kwantumveldbeschrijving van het polariton afgeleid in het vorige hoofdstuk.
Om bruikbare berekeningen op veeldeeltjessystemen te verrichten is die theorie nog onprak-
tisch. Bovendien is het doel voor ogen een beschrijving van een macroscopisch en coherent
systeem, waardoor we gëınteresseerd zijn in het gemiddelde gedrag van de polaritonen en
niet in alle kleine fluctuaties. Het fysisch kader waarin dit uitgebuit wordt, is de gemid-
deld veld theorie. In plaats van de enorme hoeveelheid vrijheidsgraden van alle deeltjes
wordt het probleem gereduceerd tot een van een enkele variabele: het gemiddelde veld. De
kwantumveldbeschrijving is gebaseerd op operatoren, terwijl op macroscopische schaal de
verwachtingswaarden daarvan de relevante grootheden zijn. We definiëren daartoe:

〈Ψ̂(r, t)〉 = Ψ(r, t) (3.2.1)

waarin Ψ(r, t) de golffunctie vertegenwoordigt. Nu nemen we de verwachtingswaarde van
vergelijking (2.4.20), waarbij we operatoren Ψ̂ vervangen door de golffunctie Ψ(r, t). Voor
de interactieterm schrijven we in de gemiddeld veld benadering:

〈Ψ̂†Ψ̂Ψ̂〉 = 〈Ψ̂〉〈Ψ̂〉〈Ψ̂〉. (3.2.2)

Hiermee is de laatste bouwsteen gelegd voor een volledige beschrijving voor de dynamica
van het polariton condensaat:

i
∂Ψ(r, t)

∂t
=

[
−~∇2

2m
+ V (r) + g|Ψ(r, t)|2 − iγ

2

]
Ψ(r, t) + F (r, t)e−i(ωpt−kp·r). (3.2.3)

Dit noemt men de veralgemeende Gross-Pitaevskii vergelijking, naar analogie met de GPV
voor atomaire BEC, maar met termen voor het pompen en de verliezen. Zij laat eveneens
een hydrodynamische interpretatie toe in termen van de dichtheid en snelheid. De veral-
gemeende GPV is hierdoor in vrij goede overeenkomst met het experiment en stelt ons in
staat om de evolutie van vortices te bestuderen. Vanaf dit punt voeren we eenheden in
waarvoor ~ = 1, waardoor begrippen als energie en frequentie onderling verwisselbaar zijn.

3.2.2 Pompen van het condensaat

Polariton systemen dienen voortdurend gedreven te worden met een externe bron om de
verliezen van fotonen te compenseren. Dit wordt niet gezien als iets nadelig. Het pompen
draagt immers zelf bij tot de soms onverwachte fysica van polariton condensaten. Bovendien
is er veel controle mogelijk over het systeem via de parameters van het ingestuurde licht en
door de detectie van de emissie. Er bestaan verschillende stramienen die men kan volgen
bij het pompen. Enkele worden kort toegelicht omdat de fysica ervan meer inzicht geeft in
het tot stand komen van een BEC van polaritonen.

25



Coherent pompen

Bij het coherent pompen wordt een laser ingeschakeld met een energie in de buurt van de
dispersie curve van het lower polariton. De polaritonen nemen de energie en impuls direct
van de laser over, zodat het geheel gezien kan worden als een systeem van deeltjes die zich
allemaal in dezelfde kwantumtoestand bevinden. Indien de levensduur van de polaritonen
kort genoeg is zodat thermalisatie langs de dispersiecurve (via exciton-exciton interactie)
vermeden wordt, blijft de verdeling van de energie en impuls van de deeltjes gepiekt rond
die van de laser en blijft coherentie behouden. Dit is de reden waarom de gemiddeld veld
benadering zinvol is. Het systeem dat we krijgen na coherent pompen bezit veel van de
eigenschappen van een BEC, maar het is belangrijk om op te merken dat fasecoherentie in
BEC van ultrakoude atomaire gassen het gevolg is van een spontane symmetriebreking met
een geassocieerde faseovergang, terwijl de coherente fase na coherent pompen rechtstreeks
veroorzaakt werd door de coherentie van de laser.

Het pompen van een polariton condensaat zorgt voor een toename van de polariton-polariton
verstrooiing en dus van de interactie-energie. Dit resulteert in een blueshift van de dispersie.
Nu is er daardoor een verschil in gedrag naargelang de energie van de laser onder of boven
de dispersie ingesteld wordt (respectievelijk negatieve en positieve detuning). Wanneeer
gepompt wordt met een positieve detuning, zal de blueshift de dispersiecurve dichter bij re-
sonantie brengen met de laser energie. Voor een groot genoeg vermogen kan de dispersie de
laser energie zelfs voorbij gaan, naar de situatie van negatieve detuning. Men stelt daarom
dat het pompen met positieve detuning onstabiel is en gevoelig aan de intensiteit van de
laser. Dit effect is gekend als de Kerr bistabiliteit en wordt afgebeeld op Figuur 3.4. Indien
het polariton systeem gepompt wordt met een negatieve detuning, wordt de dispersie uit
resonantie geduwd door de blueshift, wat leidt tot een stabiel regime.

Parametrische oscillatie

Een opmerkelijk fenomeen uit zich wanneer de laser coherente polaritonen inbrengt dicht bij
het buigpunt van de lower polariton dispersie. Zoals getoond in Figuur 3.5, bestaat er een
impulstoestand (en overeenkomstige ’magic angle’) vanaf welke, bij voldoende pompvermo-
gen, twee identiteke pomp polaritonen (p) resonant kunnen verstrooien, i.e. met behoud
van energie en impuls. De finale toestanden zijn een met lage impuls (signal s) en een met
hoge impuls toestand (idler i), zodat p+p→ i+s. Op die manier is er een stimulatie van de
bezetting van die twee toestanden. Bovendien gaat de initiële, coherente fase van de pomp
φp polaritonen verloren. Uit behoudsoverwegingen moet enkel gelden dat 2φp = φs +φi. In
dit geval is er dus wel spontane symmetriebreking.
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Figuur 3.4: Kwalitatief effect van de blueshift op de dispersie. Figuur uit [27].

Figuur 3.5: Proces van Optical Parametric Oscillation (OPO). Figuur uit [27].

Incoherent pompen

Incoherent pompen beslaat het insturen van licht met een energie ver boven de lower polari-
ton energie range. Zo wordt een reservoir gekweekt van ’warme’ polaritonen, wier levensduur
lang genoeg is dat ze thermaliseren langs de dispersiecurve via botsingen met fonen maar
vooral via exciton-exciton verstrooiing [28]. Bij de verstrooiing is de coherentie van de laser
verloren gegaan, maar er is spontane coherentie mogelijk indien het pompvermogen boven
een drempelwaarde komt (i.e. U(1) symmetriebreking treedt op). Dit valt te zien uit de
niet-lineaire emissie bij de bodem van de lower polariton tak, zoals in Figuur 3.3.

Men zou finaal kunnen stellen dat condensatie van polaritonen ergens ligt tussen een atomair
BEC en een laser. Er is immers sprake van een stimulatie van verstrooiing naar de laag-
ste energietoestanden, in analogie maar niet in exacte overeenkomst met de gestimuleerde
emissie van een laser, die het gevolg is van populatie-inversie.
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3.2.3 Stationaire toestand

Wanneer kortlevende polaritonen aan continu pompen onderworpen worden, kan een stati-
onaire toestand bereikt worden. We schrijven de GPV expliciet als

i
∂Ψ(r, t)

∂t
=

[
ω0 −

∇2

2m
+ g|Ψ(r, t)|2 − iγ

2

]
Ψ(r, t) + F (r, t) (3.2.4)

om de nadruk te leggen op het feit dat we de energie meten vanaf de bodem van de lower
polariton tak, ω0. Nu stellen we een homogeen, vlakke golf profiel in voor de pomp:

F (r, t) = Fe−i(ωpt−kp·r) (3.2.5)

met F een complex getal. Wegens coherent pompen zoeken we dan stationaire oplossingen
van de GPV met eenzelfde profiel:

Ψ(r, t) = Ψ0e
−i(ωpt−kp·r). (3.2.6)

Substitutie in de GPV levert

F =

[
ωp − ω0 −

k2
p

2m
− g|Ψ0|2 +

iγ

2

]
Ψ0. (3.2.7)

Deze vergelijking linkt de dichtheid aan de parameters van het model en kan dus begrepen
worden als een toestandsvergelijking voor de polaritonen. Vergelijken we dit met de stan-
daard toestandsvergelijking, (3.1.11), dan valt op dat in (3.2.7) de symmetrie van globale
rotaties van de fase gebroken wordt door de pompterm aan de linkerzijde. Verder is de
oscillatiefrequentie van de golffunctie nu niet gerelateerd aan de dichtheid via de chemische
potentiaal zoals eerder. In de plaats daarvan is de oscillatiefrequentie van Ψ nu bepaald
door de frequentie van de laser, ωp, en dus makkelijk instelbaar. Echter, de polaritondicht-
heid n = |Ψ|2 is nu erg gevoelig aan de resonantievoorwaarde tussen de laserfrequentie en
de polaritonfrequentie ωLP (kp) ≈ ω0 +k2

p/(2m). Veel van het gedrag hangt af van het teken
van de laser detuning ∆ = ωp−ωLP (kp) in vergelijking (3.2.7). Het resultaat is weergegeven
in Figuur 3.6 en luidt als volgt [26, 29]. Voor ωp < ωLP (kp) is de dichtheid een monotoon
stijgende functie van de intensiteit I = |F |2. Voor ωp > ωLP (kp) is de dichtheid nog steeds
in stijgende lijn, maar treedt er bistabiliteit op: voor een range van waarden van I zijn er
twee mogelijke waarden van de polariton dichtheid, gelegen op verschillende takken van de
curve. Vanaf een bepaalde drempelintensiteit kan een hysteresislus geobserveerd worden.
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Figuur 3.6: Condensaatdichtheid als functie van de pompintensiteit (in arbitraire eenhe-
den) voor ∆ < 0 (boven) en ∆ > 0 (onder). Stippellijnen duiden de onstabiele regio’s aan.
Figuur uit [26].

3.2.4 Vortices in polariton condensaten

Vortices in polariton condensaten zijn experimenteel bevestigd voor zowel coherent als in-
coherent pompen. Men kan met OPO bijvoorbeeld vortices planten in de arbitraire fase
tussen signal en idler [30,31]. Zo is het mogelijk om een vortex in de signal te printen en een
antivortex in de idler. Vortices bij polaritonen worden op eenzelfde manier opgemeten als
bij condensaten van ultrakoude gassen: het interferentiepatroon van een deel van het con-
densaat wordt overlapt met een ander gebied of zijn omgekeerde. Een vortex komt daarin
tot uiting als een vork dislocatie.

Opmerkelijk voor de polaritonen is dat het condensaat niet geroteerd hoeft te worden zoals
bij atomaire BEC. Onder een incoherente pompwerking treden zelfs in de stationaire toe-
stand spontaan gekwantiseerde vortices op [11]. De verklaring hiervoor is de combinatie van
het continue pompen en de inhomogeniteit van het systeem. De aanwezigheid van pompen
en verliezen maakt dat het polariton condensaat continu vloeit langsheen de potentiaal ge-
associeerd met de wanorde. Het hangt van de details van die potentiaal af of er ook effectief
een vortex zal ontstaan bij passage. Als gevolg zullen vortices ook niet meteen door de
Magnuskracht het condensaat uit roteren: ze worden gepind op de lokale minima van de
wanorde potentiaal.
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(a) Fase voor een antivortex in de oorsprong. (b) Fase voor een V-AV paar op (0,-10) en (0,10).

Figuur 3.7

We kunnen ook opnieuw kijken naar vortex-antivortex paren. In 2D superflüıda wordt
de faseovergang (Berezenskii-Kosterlitz-Thouless transitie) van normaal naar superflüıdum
gekenmerkt door gebonden V-AV paren. Een andere motivatie voor een studie van V-
AV systemen is dat zij energetisch voordeliger zijn dan een enkele vortex/antivortex. We
bestuderen deze vortexstructuren op een afstand, zoals in Figuur 3.7, waar de fase (als
veelvoud van π) getoond wordt aan de hand van de kleurschaal. Het is duidelijk dat de fase
van een V-AV paar bij benadering niet verandert in de buurt er rond. Dit staat in contrast
met de fase van een vortex/antivortex, die zich over de hele ruimte moet uitbreiden. Met
het oog op fasecoherentie voor condensatie is een V-AV paar dus veel geschikter.

Verwacht wordt dat de evolutie van een V-AV paar voor een stationaire toestand reeds
grondig gewijzigd is ten opzichte van de dynamica van zo’n paar in een evenwicht BEC.
Het kwalitatief gedrag en de mate van niet-lineariteit zullen daarbij sterk afhangen van de
gebruikte parameters. Zo zijn er in de literatuur al wat uiteenlopende fenomenen te vinden
voor V-AV paren: onmiddellijke annihilatie [32], beweging met een radiale component [32,
33], pull-push scenario [35], ...

Vortex-antivortex paren worden ook eenvoudig in het experiment verkregen. Wanneer een
polariton stroom langs een obstakel passeert, zal er typisch een vortex en antivortex aan
weerskanten ontstaan. Indien de wanorde potentiaal groter is dan de blueshift gëınduceerd
door de polariton-polariton interacties, zal het V-AV paar gepind zijn op een bepaalde
plaats. Indien het omgekeerde geldt, dan zijn de vortices mobiel.

Een interessante alternatieve aanpak is gegeven in [34]. Via een laser wordt de dichtheid van
het condensaat op een bepaalde plaats minimaal gemaakt. Dit kan gezien worden als een

30



superpositie van een vortex-antivortex paar. Door een kleine perturbatie aan te brengen,
ontstaat een fluctuatie in de fase, die de vortices van elkaar scheidt.

31



4 Modelleren van het systeem

De dynamica van het condensaat wordt beschreven door de tijdsafhankelijke, veralgemeende
GPV die de evolutie van de ordeparameter Ψ(r, t) van het condensaat geeft:

i
∂Ψ(r, t)

∂t
=

[
ω0 −

∇2

2m
+ g|Ψ(r, t)|2 − iγ

2

]
Ψ(r, t) + Fe−i(ωpt−kp·r).

Dit model incorporeert de dissipatie van polaritonen met tempo γ en het effect van homo-
geen, coherent pompen via een constante term F . Nu leggen we het nulpunt van de energie
bij de bodem van de lower polariton dispersie, zodat ω0=0. Verder stellen we kp = 0, met
andere woorden een invalshoek θ = 0 voor de laserbundel en initieel geen stroming van
het condensaat. Het effect van de fase van de pompterm is een faseverschuiving voor de
golffunctie Ψ→ Ψe−iωpt. Dit alles resulteert uiteindelijk in:

i
∂Ψ(r, t)

∂t
=

[
−∇

2

2m
− ωp + g|Ψ(r, t)|2 − iγ

2

]
Ψ(r, t) + F.

Om de tijdsevolutie het condensaat te karakteriseren wordt deze vergelijking numeriek op-
gelost op een 2D grid. Dit gebeurt aan de hand van de Split Step Fourier methode, die in
de volgende sectie toegepast wordt. Zij laat toe om niet-lineaire partiële differentiaalverge-
lijkingen op te lossen door ze op te splitsen in een lineair en niet-lineair deel en apart op te
lossen voor elke kleine tijdstap, gescheiden door een Fourier transformatie.

4.1 Split step algoritme

Beschouwen we de volgende niet-lineaire Schrödinger vergelijking (NLSV):

i
∂Ψ

∂t
=

(
− 1

2m

∂2

∂x2
− ωp + g|Ψ|2 − iγ

2

)
Ψ
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Voor de eenvoud wordt dit in 1D genoteerd, maar uitbreiding naar meerdere dimensies is
triviaal. Nu delen we deze vergelijking op in een lineair stuk L dat lokaal is in Fourier
ruimte en een niet-lineair stuk N dat lokaal is in reële ruimte:

i
∂Ψ

∂t
= (L+N ) Ψ

waarvoor geldt:

L = − 1

2m

∂2

∂x2

N = −ωp + g|Ψ|2 − iγ
2
.

Formeel kan de oplossing dan geschreven worden als

Ψ(x, t) = e−it(L+N )Ψ(x, 0).

Nu zijn L enN operatoren zodat in het algemeen niet geldt dat exp(L+N ) = exp(L) exp(N ).
Volgens de Baker-Campbell-Hausdorf is wel bij benadering eAeB = eA+B+[A,B]/2+..., zodat

exp (dt L) exp (dt N ) = exp

(
dt L+ dt N +

dt2

2
[L,N ] + . . .

)
= exp

(
dt L+ dt N +O(dt2)

)
welke een fout introduceert van de orde dt2. Indien we de tijdstap dus klein genoeg kiezen,
geldt in goede benadering dat de operatoren commuteren en dan volgt er

Ψ(x, t+ dt) ≈ e−i dt L e−i dt NΨ(x, t).

Het deel met N kan direct berekend worden op de golffunctie. Voor het toepassen van L
gaan we over naar impulsruimte, waar ∂

∂x → ik. Zo krijgen we vervolgens

Ψ(x, t+ dt) = F−1
[
e−i dt k

2/(2m)F
[
e−i dt NΨ(x, t)

]]
,

waarin F en F−1 de Fourier transformatie en zijn inverse aangeven. Tot slot moeten we de
pompterm F nog in rekening brengen. Deze hangt niet af van de golffunctie en kan direct
gëıntegreerd worden uit de NLSV.

Concreet ziet de implementatie in pseudocode voor elke tijdstap er dan als volgt uit:

Ψxy = exp(−i dt(−ωp + g|Ψxy|2 − iγ/2)) Ψxy; % Los het niet-lineaire deel op

Ψk = fft2(Ψxy); % Neem de 2D Fourier transformatie

Ψk = exp(−i dt Ek) Ψk; % Ga verder in Fourier ruimte

Ψxy = ifft2(Ψk); % Keer terug naar reële ruimte

Ψxy = Ψxy + f dt; % Voeg de pomp toe

Door gebruik van een ingebouwde Fast Fourier Transform (FFT) is deze methode relatief
snel, maar ze impliceert wel periodische randvoorwaarden.
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4.2 Initialisatie

Vanwege het gebruik van discrete Fourier transformaties wordt gewerkt met een macht van
2 voor het aantal gridpunten n. Er wordt geopteerd voor een grid van 256×256 of 512×512
naargelang het effect van de periodische randvoorwaarden op de condensaatdichtheid. De
vortices zelf blijven binnen de tijdspannes altijd ver genoeg van de rand, zodat algemene
besluiten voor een oneindig groot systeem getrokken kunnen worden.

We werken in dimensieloze eenheden waarvoor ~ = 1, ξ = 2~√
mgnbulk

= 4.4721 en µ =

gnbulk = 2. De healinglengte ξ is een directe maat voor de lengte, met andere woorden de
lengte van het condensaat is zo’n 114 (n = 256) of 228 (n = 512) keer de healinglengte. De
interactie-energie µ bepaalt de tijd in eenheden van ~

µ .

De tijdstap voor elke simulatie is dt = 0.005. Dit blijkt voldoende in de zin dat voor kleinere
dt de resultaten dezelfde zijn. De stapgrootte in de ruimte bedraagt dx = dy = 1.0, zodat
de lengte van het condensaat L = (n− 1)dx is.

De parameters ωp, γ en f van het model worden normaal gezien bepaald uit het experiment.
In ons geval worden ze fenomenologisch vastgelegd. Zo wordt gekeken voor welke waarden
van de parameters het condensaat lang genoeg stabiel blijft, de dichtheid niet te snel toe-
neemt/afneemt, de vortices niet te snel naar elkaar toe gaan of uit het systeem verdwijnen,
op welke tijdschaal/grootte van het grid er interessante fysica gebeurt enz. Dit vormt geen
probleem omdat we veelal gëınteresseerd zijn in het kwalitatief gedrag.

We plaatsen een vortex-antivortex paar symmetrisch verticaal ten opzichte van de oor-
sprong, met de vortex bovenaan, zoals in Figuur 3.7b. Op die manier ontstaat een stroming
van het condensaat naar positieve x. Dit is de enige stroming is omdat de pomp loodrecht
invalt en bijgevolg verplaatsen de vortices zich volledig in het snelheidsveld van de andere
vortex.

4.2.1 Vortexbeschrijving

De golffunctie voor een condensaat met een vortex schrijven we in termen van de dichtheid
en fase, zoals in de hydrodynamische interpretatie (3.1.3),

Ψ(r, t) =
√
n(r, t)eiS(r,t).

We weten dat de dichtheid homogeen is (en gelijk aan nbulk), behalve voor de vortexkern.
Daar groeit de dichtheid van nul op de vortexlijn tot nbulk over een afstand van de orde van
de healinglengte. Eenzelfde gedrag werd afgeleid voor de dichtheid van de golffunctie aan
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een harde wand, (3.1.17):

√
n(r, t) =

√
nbulk tanh

(
r√
2ξ

)
.

De tanh zullen we als benadering nemen voor de vorm van een vortex, waarbij r nu de
afstand tot de vortexlijn is. De grootte van de vortexkern is bepaald door de noemer van
het argument en de precieze waarde wordt hier empirisch bepaald: een te kleine vortex kan
verdwijnen door fluctuaties en polariton interacties. In Figuur 4.1 is een voorbeeld van de
dichtheid weergegeven. In de simulaties stellen we de bulkdichtheid gelijk aan 1 en worden
dichtheden dus ook weergegeven als fractie daarvan.
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ξ
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Ψ (r)2
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Figuur 4.1: Dichtheid van een condensaat met een vortex in de oorsprong.

De fase van een vortex (antivortex) wijzigt met een veelvoud van 2π rondom de kern en laat
zich dus uitdrukken door de hoek θ in poolcoördinaten. De golffunctie voor een condensaat
met een vortex in de oorsprong ziet er dan als volgt uit:

Ψ(r) =
√
nbulk tanh

(
r

ξ

)
eilθ.

Hierin is l het aantal circulatiekwanta: +1 voor een vortex en -1 voor een antivortex.

Nu wordt de situatie beschouwd van een vortex en een antivortex. De golffunctie van dit
condensaat is

Ψ(r) =
√
nbulk tanh

(
rV
ξ

)
tanh

(
rAV
ξ

)
eiθV −iθAV . (4.2.1)

Daarbij is het product genomen van de golffuncties van een vortex en een antivortex en niet
bijvoorbeeld de som. Dit kan begrepen worden vanuit de niet-lineaire aard van de GPV:
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de som van twee oplossingen is in het algemeen geen oplossing. Door het vermenigvuldigen
van de exponenten, worden de verschillende fases opgeteld, wat fysisch correct is.

Voor een vortex op positie (0, d/2) en een antivortex op positie (0,−d/2) kunnen de af-
standen tot hun vortexlijn r en de fases θ worden gehaald uit de posities in carthesische
coördinaten via de gebruikelijke omzettingen

rV =
√
x2 + (y − d/2)2 θV = tan−1

(
y − d/2

x

)
rAV =

√
x2 + (y + d/2)2 θAV = tan−1

(
y + d/2

x

)

4.2.2 Bepaling van de grondtoestand

Wanneer we vortices aanbrengen in een condensaat zijn ze onstabiel, i.e. ze zijn geen
laagste energietoestand. In het geval van een vortex-antivortex paar betekent dit dat het
faseverschil afneemt en ze annihileren, zoals getoond in Figuur 4.2. Experimenteel ontstaan
stabiele vortices in atomaire BEC na rotatie van het condensaat. Bij polariton condensaten
kunnen langlevende vortices tot stand komen wanneer een stroming langs een defect passeert
of via directe injectie met een resonante laser.

Zoals eerder aangehaald, komen in een experiment stabiele vortices voor door rotatie van
het condensaat (atomaire BEC) of ontstaan na het passeren van een stroming bij een defect
(polariton condensaten).

Om in dit model een stabiel V-AV paar te bekomen dat vrij kan evolueren in de tijd volgens
de veralgemeende GPV, wordt eerst naar de grondtoestand van het systeem met vortices
gezocht. Dit gebeurt met behulp van een imaginaire tijd algoritme [36]. Beschouwen we de
tijdsafhankelijke Schrödingervergelijking voor het probleem,

i
∂Ψ(r, t)

∂t
= HΨ(r, t),

welke formeel oplossingen heeft van de vorm

Ψ(r, t) = e−iHtΨ(r, 0).

Nu voeren we een Wick rotatie uit, t→ −it, zodat:

Ψ(r, t) = e−HtΨ(r, 0).

Ontbinding in eigentoestanden φm(r) levert:

Ψ(r, t) =
∑
m

cmφm(r)e−Emt.
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Figuur 4.2: Dichtheid (links) en fase (rechts) op tijdstippen t = 0 (boven), t = 10 (midden)
en t = 20 (onder) voor een onstabiel V-AV paar dat annihileert.
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Voor een voldoende grote t zal Ψ(r, t) = c0φ0(r)e−E0t aangezien de andere exponenten
sneller exponentieel dalen. Normalisatie van deze functie levert dan de grondtoestand φ0.
Aangezien de norm ook daalt met de tijd, dient normalisatie bij elke tijdstap te gebeuren.

We willen een stabiel paar vortices op posities (0, d/2) en (0,−d/2) op het einde van dit
algoritme. Daarom voeren we voor de imaginaire tijdsevolutie een pinning potentiaal in,
die het paar op de gewenste positie houdt. Wanneer het systeem een stationaire toestand
bereikt, wordt de potentiaal afgezet en zullen de stabiele vortices daarna evolueren in reële
tijd volgens de veralgemeende GPV.
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5 Evolutie van een vortex-antivortex paar

Voor een condensaat in evenwicht wordt het gedrag van een V-AV paar volledig bepaald
door de interactie tussen de vortices. Dit komt neer op een parallelle beweging met snelheid
v = ~

md , met m de polaritonmassa en d de afstand tussen de vortex en antivortex, zie Figuur
5.1.

Door pompen en verliezen zal de dynamica van een polariton condensaat hiervan verschillen.
Eerst wordt de snelheid nagekeken voor een condensaat in evenwicht als een staving naar
de nauwkeurigheid van het numeriek model. Daarna voeren we de pomp- en verliesterm in
en bekijken het effect daarvan op de beweging van de vortices en de fase en dichtheid van
het condensaat.

5.1 Sanity test

Figuur 5.2 geeft de waargenomen snelheid (verplaatsing op het grid/verstreken tijd) weer
in functie van 1/d. We weten uit de theorie dat dit een lineair verband moet zijn en dat de
richtingscoëfficiënt gegeven wordt door 1/m. De polaritonmassa die gebruikt wordt in het
model is steeds m = 0.1. De gevonden data worden onderworpen aan een lineaire fit. Een
eerste methode, resulterend in de rode curve, is gebaseerd op de kleinste kwadratenmethode
en levert m = 0.0913 voor de polaritonmassa. Een alternatief is om een lineaire regressie
te verrichten met de conditie dat het punt (0, 0) zeker op de rechte ligt. Immers, voor
d→∞ zijn de vortices onafhankelijk en is er geen gezamenlijke snelheid. Na het uitvoeren
van deze methode, wordt de blauwe lijn bekomen en m = 0.0872. Tenslotte voegen we
de theoretische curve in (groen), geassocieerd met v = 10/d. Er is een merkbaar verschil
tussen de verschillende verbanden.
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Figuur 5.1: Voorbeeld van de parallelle beweging na t = 60 voor d = 20 (boven) en d = 50

(onder) in een evenwichtscondensaat.
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Figuur 5.2: Snelheid v van een V-AV paar in een evenwichtscondensaat voor verschillende
afstanden d tussen de vortices. De data (zwarte symbolen) zijn met hun lineaire fits (rode
en blauwe lijn) weergegeven en vergeleken met de theorie (groene lijn).

5.2 Invloed van pompen en verliezen

In dit deel gaan we op zoek naar de effecten geassocieerd met de energieschaal gëıntro-
duceerd door de processen van pompen en verliezen.

Resonantie met de vortex

De eerste simulaties voor een polaritoncondensaat uit evenwicht zijn gedaan voor ωp = 0.
Dit komt overeen met het insturen van licht bij de bodem van de polariton dispersie (nul-
punt van de energie) waar het condensaat zich vertoeft. Echter, we weten dat de dispersie
een blueshift ondergaat evenredig met g|Ψ|2 vanwege polariton-polariton interacties (Figuur
3.4). Het gevolg is dat we vooral efficiënt fotonen insturen (en bijgevolg polaritonen injecte-
ren) op de positie van de vortex, waar de dichtheid nul is. We noemen dit resonantie van de
pomp met de vortex. De parameters γ en f werden vervolgens gevarieerd en de dichtheid
en fase van het condensaat geobserveerd. De staat van het condensaat hangt sterk af van
de combinatie van deze parameters, waardoor slechts een beperkt aantal combinaties inte-
ressant is. In Figuur 5.3 wordt de invloed geschetst op de dichtheid en fase voor γ = 0.01

en f = 0.2. De globale dichtheid neemt aanzienlijk af met de tijd en het systeem wordt vrij
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Figuur 5.3: Dichtheid (links) en fase (rechts) bij t = 10 (boven) en t = 40 (onder) voor
γ = 0.01 en f = 0.2. Na voldoende tijd ontstaan er meerdere vortex-antivortex paren.

snel complex, met na t = 40 de vorming van nieuwe V-AV paren. Die zijn te herkennen als
een plaats waar de dichtheid nul is en tegelijk de fase rondom gaat met een faseverschil van
2π. Om niet zo snel in een geheel niet-lineair regime te belanden, werd vanaf hier steeds
gewerkt bij γ = 0.01 en f = 0.1.

Figuur 5.4 toont de dichtheid en fase voor deze combinatie van pompen en verliezen. Er
treedt een opmerkelijk fenomeen op: dichtheidsgolven die weg van het centrum bewegen
in een spiraal. Voor f = 0.2 manifesteerden zij zich ook al, maar nu valt het interferen-
tiepatroon van de golven op. Bovendien is het duidelijk dat de spiralen roteren door een
interferentiemaximum te volgen. Spiraalgolven zijn gekende oplossingen van de complexe
Ginzburg-Landau vergelijking1. In die context is reeds aangetoond dat een pompterm de

1De complexe Ginzburg-Landau vergelijking is een algemeen type niet-lineaire vergelijking die diverse
fenomenen verklaart zoals niet-lineaire golven, tweede orde faseovergangen en supergeleiding.
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Figuur 5.4: Dichtheid (links) en fase (rechts) bij t = 10 (boven) en t = 20 (onder) voor
γ = 0.01 en f = 0.1. Een variërend golfpatroon voor de dichtheid is zichtbaar.

radiale symmetrie van de fase breekt, wat leidt tot zowel radiale als azimutale stroming,
welke interageren tot spiraalgolven [37,38]. Die vervorming van de fase is duidelijk wanneer
we de vortices dichter bij elkaar brengen (d = 20) en kleinere tijdstippen beschouwen, zoals
in Figuur 5.5.

Intüıtief is dit te begrijpen vanuit de continüıteitsvergelijking. In de vortexkern is de dicht-
heid lager en zijn de verliezen daar dus ook geringer. Echter, de pomp is homogeen en dus
is er een surplus aan polaritonen daar, die een uitwaartse stroom teweegbrengen.
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Figuur 5.5: Ontstaan van spiraalvormige dichtheidsgolven door vervorming van de fase,
bij kleine tijden: t = 0.5 (boven), t = 1 (midden) en t = 2 (onder).
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We testen een eenvoudig model voor de parameters dat dit mogelijk zou kunnen verklaren.
Vergelijking (3.1.10) leerde ons de stationaire toestand voor de GPV. Nu is de relevante
vergelijking echter van de vorm

i
∂φ

∂t
= EGP + F

Näıef kunnen we schrijven φ(r, t) = φ0(r)e−iµt − iF t voor kleine F , zodat:

|φ|2 = |φ0|2 + F 2t2 + iφ0Fte
−iµt − iφ∗0Fteiµt

= |φ0|2 + F 2t2 + iF t
[
|φ0|ei(θ−µt) − |φ0|ei(−θ+µt)

]
= |φ0|2 + F 2t2 + iF t|φ0|

ei(θ−µt) − ei(−θ+µt)︸ ︷︷ ︸
2i sin(θ−µt)


= |φ0|2 + F 2t2 + 2Ft|φ0| sin(µt− θ)

waarbij gebruik gemaakt werd van φ0 = |φ0|eiθ(r), met de amplitude en fase bepaald worden
analoog aan (4.2.1). Deze vergelijking voor de dichtheid is vervolgens geplot voor kleine t
in Figuur 5.6. De verliesterm met γ is niet in opgenomen in dit model omdat het effect
voor kleine t nog niet zo belangrijk is.

Dit lineair model verklaart de bescheiden, uitgestrekte (vlinderachtige) dichtheidsmodula-
ties, maar op geen enkele manier het ontstaan van kleinschalige, spiraalvormige oscillaties.
Hieruit besluiten we dat het voorkomen van spiraalgolven een niet-lineair effect is.

Figuur 5.6: Eenvoudigste theoretisch model voor de dichtheidsoscillaties bij zeer kleine
tijen: t = 0.5 (links) en t = 1 (rechts). Er volgen geen spiraalgolven uit dit model.

Een volgende observatie betreft de aantrekking binnen het V-AV paar. Hiervoor laten we
het paar langer evolueren, zoals in Figuur 5.7.
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Figuur 5.7: Evolutie van een V-AV paar voor langere tijden: (boven) t = 10 en t = 30,
(midden) t = 40 en t = 50 en (onder) t = 60. De vortices trekken elkaar aan.
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De vortices zijn waarneembaar naar elkaar toe bewogen. De afstand op t = 0 bedroeg d =

20, tegenover d = 10 op het eindtijdstip. Dit paar heeft een horizontale afstand overbrugd
∆x = 47, terwijl een paar met dezelfde initialisatie zonder pomp aan ∆x = 38 geraakt
(Figuur 5.1), een duidelijk teken van de onderlinge toenadering. Hoe kunnen we verklaren
dat dit gebeurt door het aanzetten van de pomp? Hernemen van de pomp Hamiltoniaan
(2.4.18) met de hydrodynamische beschrijving (3.1.3) Ψ =

√
nbulke

iθ levert:

ĤP = FΨ† + F ∗Ψ

= F
√
nbulke

−iθ + F ∗
√
nbulke

iθ

= F
√
nbulk

(
e−iθ + eiθ

)
= F
√
nbulk 2 cos(θ)

waarbij de derde stap veronderstelt dat F reëel is, zoals hier gekozen is. Uit deze uitdrukking
halen we dat de energie minimaal is voor θ = π. Voor een condensaat zonder vortex is de
globale fase arbitrair en kan dus gelijk aan π gekozen worden. Hetzelfde geldt voor de ruime
omgeving rondom een V-AV paar, zoals eerder beargumenteerd werd. Voor de zone tussen
de vortex en antivortex verschilt de fase dan echter wel van π en dit zal energie kosten. De
vortices zullen die kost (zone) verkleinen door steeds dichter naar elkaar toe te komen en
uiteindelijk te annihileren.

Tot slot nog een woord over de snelheid van de spiraalgolven. We spreken over dichtheids-
golven, net zoals geluid, en dus vermoeden we dat deze golven zich verplaatsen aan de
geluidsnelheid (3.1.19): c =

√
gnbulk/m ≈ 4.47. Figuur 5.8 toont een voorbeeld van hoe dit

geschat kan worden. Door een specifiek minimum of maximum te volgen over een tijdsduur
t = 4 wordt een verplaatsing gevonden van ∆x = 19 en dus een snelheid c = 4.75, in de
buurt van de geluidsnelheid.
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Figuur 5.8: Dichtheid bij t = 12 en t = 16. Een schatting van de snelheid wordt hier
gemaakt door het volgen van een lokaal maximum in de dichtheid.

Resonantie met het condensaat

In de volgende simulaties wordt de pomp ingesteld in de buurt van de energie van het
condensaat, i.e. ωp > 0.

A) ωp = 0.5

In Figuren 5.9 en 5.10 is het voornaamste gedrag weergegeven. Dichtheidsgolven
zijn zichtbaar voor t = 10, samen met het profiel voor de fase. Zij bestaan nu uit
concentrische cirkels. De vortices gaan opnieuw naar elkaar toe. Op tijdstip t = 50

zijn ze net geannihileerd en ontstaan er nieuwe V-AV paren.

Om te verifiëren dat de bekomen faseverschillen en creatie van nieuwe vortexparen
geen artefact is van de numerieke methode, werd ook een homogeen condensaat met
pomp voor lange tijd geobserveerd.

B) ωp = 1.0

De dichtheid tussen de vortex en anti-vortex geneest niet naar de bulkwaarde, maar
meestal tot ongeveer nbulk/2. Waar een laser met ωp = 0 de vortices zal stimuleren,
zal een laser met ωp = 1.0 energie in het systeem pompen die overeenkomt met die
van het condensaat tussen de vortices.

In het algemeen zorgt dit voor complex gedrag, met verschillende toenames en afnames
van de dichtheid in bepaalde gebieden. Desalniettemin zijn er een aantal interessante
zaken. In Figuur 5.11 zien we dat de vortices eerst naar elkaar toe bewegen tot het
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Figuur 5.9: Dichtheid en fase van het condensaat voor ωp = 0.5 en t = 10. Het golfpatroon
van de dichtheid bestaat nu eerder uit concentrische cirkels.

Figuur 5.10: Dichtheid en fase van het condensaat voor ωp = 0.5 en t = 50. De vortices
zijn geannihileerd en er worden nieuwe V-AV paren gevormd.
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Figuur 5.11: Dichtheid van het condensaat voor ωp = 1 en t = 3, 5, 10, 12. De afstand
tussen de vortices oscilleert in de tijd.

moment waarop er plots een verhoogde dichtheid tussen de vortices tot stand gekomen
is. Dit fungeert als een korte afstoting voor de vortices, tot ze elkaar vanaf een
bepaald moment terug gaan naderen. Dit push-pull principe is onlangs experimenteel
waargenomen [35]. Verder zien we dat de globale dichtheid eerst afneemt en daarna
toeneemt onder t = 10 en dat op t = 12 een bijzonder hoge dichtheid tussen de vortices
waargenomen kan worden, vermoedelijk ten gevolge van de resonantie.

Figuur 5.12 beschrijft de toestand waarin meerdere V-AV paren gecreëerd zijn en zich
in een structuur schikken.
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Figuur 5.12: Dichtheid en fase van het condensaat voor ωp = 1 en t = 30. Verschillende
V-AV paren organiseren zich in een boog.

C) ωp = 2.0

Deze aanpak komt neer op het direct stimuleren van de polaritonen met energie µ =

g|nbulk|2 = 2 in het condensaat. Dit is ook onmiddellijk te zien aan de hoge dichtheden
in Figuur 5.13. Daarnaast is opnieuw een voorbeeld van push-pull V-AV interactie te
zien. Het paar blijft bestaan tot minstens t = 70. Er worden deze keer geen nieuwe
V-AV paren gekweekt. Met een andere initialisatie (d = 80 in plaats van 20) werden
nieuwe V-AV paren verkregen na t = 27. Dit toont aan dat het systeem behoorlijk
gevoelig is aan de beginvoorwaarden.

D) ωp = 5

Wanneer men pompt met een energie significant boven de energie van het condensaat,
zal dat zich gedragen als een conservatief BEC: de dichtheid blijft in stand (en is
bijvoorbeeld kleiner dan voor ωp = 2), er ontstaan geen nieuwe vortexparen en er is
een parallelle beweging voor het paar. Een coherente pomp uit resonantie kan met
andere woorden geen directe invloed uitoefenen op de dynamica van het systeem.

E) ωp < 0

Tenslotte is er nog de mogelijkheid is om te pompen onder de polariton dispersiecurve.
We zagen eerder al dat dit een stabiel pompmechanisme is. De dichtheid wordt vrij
egaal en neemt af met de tijd. De vortices blijven ook weer parallel.
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Figuur 5.13: Dichtheid van het condensaat voor ωp = 2 en t = 1, 3, 5, 15, 20, 25. De hoge
dichtheden tonen de resonantie met het condensaat aan. Er is ook opnieuw een push-pull
interactie van het V-AV paar merkbaar.
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6 Conclusies

In deze thesis is het gedrag onderzocht van een vortex-antivortex paar in een exciton-
polariton condensaat. Eerst werd de veralgemeende Gross-Pitaevskii vergelijking afgeleid,
die de tijdsevolutie beschrijft van een condensaat met pompen en verliezen. De beschrijving
van het vortex-antivortex paar in het condensaat gebeurde naar analogie met vortices in
een Bose-Einstein condensaat van atomaire, koude gassen. De grondtoestand voor het con-
densaat inclusief vortices is bepaald door een imaginaire tijd algoritme. Tenslotte werd de
Gross-Pitaevskii vergelijking voor het systeem numeriek opgelost op een tweedimensionaal
grid via de split step Fourier methode.

We varieerden de frequentie van de pomp, wat de positie bepaalt waarop de polaritonen
het efficiëntst in het systeem gestuurd worden. De belangrijkste resultaten daarbij worden
opgesomd:

• De globale polaritondichtheid neemt meestal af in de tijd vanwege de eindige levens-
duur van de polaritonen.

• In de tijd variërende spiraalvormige golven in de dichtheid die de radiale symmetrie
van het condensaat breken. Zij zijn te begrijpen als het resultaat van enerzijds een
radiale stroming vanuit de vortexkern ten gevolge van een surplus aan gëınjecteerde
polaritonen en anderzijds een azimutale stroming, die zorgt voor een rotatie van de
dichtheidsgolf en die zijn oorsprong vindt in de vervorming van de fase.

• Er werd nagekeken dat de dichtheidsgolven ongeveer bewegen aan de geluidsnelheid.

• Vanwege van het pompen is er een aantrekking in het V-AV paar die kan leiden tot
annihilatie van de vortices of een situatie waarbij de afstand tussen de vortices kleiner
en daarna weer groter wordt (push-pull scenario).
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• Het ontstaan van meerdere V-AV paren na annihilatie van het originele paar is mo-
gelijk. Het is opmerkelijk dat dit tot stand kan komen zonder het invoegen van een
externe potentiaal (i.e. wanorde).

• De voorgaande fenomenen zijn niet-lineaire effecten.

Perspectief

Het bestuderen van de verschillende facetten van de dynamica van vortices (en in het bijzon-
der een V-AV paar) in polariton condensaten is steeds nuttig, onder andere met het voor-
uitzicht op polariton superflüıditeit. Voor toekomstig onderzoek is het concreet interessant
om nog dieper in te gaan op de spiraalvormige dichtheidsgolven die vanuit de vortexkern
ontstaan. Een succesvolle analytische beschrijving ervan zal tot een beter begrip leiden
van dit fenomeen. Een mogelijkheid daartoe is het Bogoliubov-de Gennes formalisme, dat
gelokaliseerde fluctuaties op de ordeparameter behandelt voor inhomogene systemen.
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