
22

PYTHAGORAS SEPTEMBER 2015

We willen graag de getallen m bepalen waarvoor er 
positieve gehele getallen a en b bestaan met 

m = a2 + b2. 

Dit is een eeuwenoud probleem, dat we (waarschijn-
lijk) voor de eerste keer tegenkomen in 1634 bij de 
Franse wiskundige Albert Girard (zie figuur 1). In 
een vertaling van een werk van de Vlaming Simon 
Stevin gaf Girard het volgende antwoord:

I. elk kwadraat. 
�II. elk priemgetal dat 1 meer is dan een vier-
voud. 
III. producten van dergelijke getallen. 
IV. het dubbele ervan. 

En hiermee is het probleem ogenschijnlijk inder-
daad opgelost. Maar wiskundigen willen ook graag 
een bewijs zien, om zeker te zijn. En het heeft nog 
wel even geduurd voor dat er kwam, en grote na-
men zoals Fermat en Euler waren erbij betrokken. 

Wij willen een idee geven van wat er allemaal bij 
komt kijken. We zullen niet alles bewijzen, want zo-

als een andere wiskundige, de Brit Godfrey Hardy, 
schreef in 1940: er is van deze stelling geen bewijs 
dat een niet-wiskundige kan begrijpen. 

Punt I is duidelijk: je kan elk kwadraat n2 schrij-
ven als som van 2 kwadraten: n2 = n2 + 02. Punt III 
is een gevolg van deze eigenschap: 

Eigenschap 1. De identiteit van Fibonacci:
(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac + bd)2 + (ad – bc)2. 

Je kan deze identiteit (die voorkomt in een boek 
van Fibonacci uit 1225, maar al veel langer bekend 
was) bewijzen door beide leden uit te werken. Een 
gevolg ervan is dat het product van twee (of meer) 
getallen die te schrijven zijn als een som van twee 
kwadraten, zelf ook een som van twee kwadraten is. 
Ook punt IV volgt hieruit, omdat 2 = 12 + 12. Uit 
32 + 22 = 13 volgt met de identiteit van Fibonacci: 

�26 = 2 · 13 = (12 + 12)(32 + 22) = 
(1 · 3 + 1 · 2)2 + (1 · 2 – 1 · 3)2 = 52 + 12. 

Vooral punt II is lastig. Hiervoor hebben we de ei-
genschap nodig die nu komt. Het is nuttig eerst 
even stil te staan bij de priemgetallen als bouwste-
nen van de gehele getallen. Elk geheel getal is na-
melijk op een unieke manier te schrijven als een 
product van priemgetallen, en daarom is het vaak 
een goed idee om iets te doen met de priemfacto-
ren van een gegeven getal. We hebben in deze ei-
genschap ook het begrip relatief priem nodig: twee 
getallen zijn relatief priem als ze geen gemeen-
schappelijke priemfactor hebben, dus 14 en 51 zijn 
relatief priem, maar 14 en 62 niet. 

kwadraten       Aflevering 4
In de reeks artikelen over kwadraten buigen we ons deze keer over de vraag welke 
positieve gehele getallen te schrijven zijn als een som van twee kwadraten. 
■  door Paul Levrie (Toegepaste Ingenieurswetenschappen, Universiteit Antwerpen)

Som van twee 
kwadraten

Figuur 1 Antwoord van Girard op een 
kwadratenvraagstuk.
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Eigenschap 2. Stel dat een som van twee kwa-
draten a2 + b2, met a en b relatief priem, het 
priemgetal p als factor heeft, dan is p te schrij-
ven als een som van twee kwadraten. 

Om dit te bewijzen, gebruiken we een bewijs door 
oneindige afdaling. We illustreren deze bewijsme-
thode aan de hand van een voorbeeld. We ver-
trekken van de volgende som van twee kwadraten 
waarvan we ook de ontbinding in priemfactoren 
geven: 

212 + 402 = 2041 = 13 · 157. 

We gaan het hebben over de priemfactor 157, die 
13 keer past in deze som van twee kwadraten. Door 
gebruik te maken van een bepaalde techniek zullen 
we een strikt positief getal k < 13 bepalen zodat ook 
k · 157 te schrijven is als som van twee kwadraten. 
Hoe dat precies gebeurt, lees je in het onderstaande 
kader, en dit is het resultaat: 

172 + 52 = 2 · 157. 

We kunnen op dezelfde manier verdergaan, en op-
nieuw de factor bij 157 verkleinen. En omdat die 
factor bij 157 steeds kleiner wordt maar wel groter 

blijft dan nul, is het procedé gedoemd te eindigen 
bij de factor 1. Dat gebeurt in dit voorbeeld al in de 
volgende stap: 

112 + 62 = 1 · 157. 

Je krijgt zo een rijtje sommen van kwadraten, elk 
met de factor 157, dat eindigt bij het gevraagde: 

�212 + 402 = 13 · 157 ⇒ 172 + 52 = 2 · 157 ⇒ 
112 + 62 = 1 · 157. 

We kunnen nu dadelijk iets meer zeggen over die 
priemfactoren uit de vorige eigenschap. Om te be-
ginnen is er het priemgetal 2, het enige even priem-
getal, en dat is te schrijven als een som van 2 kwa-
draten: 

2 = 12 + 12. 

Alle andere priemgetallen zijn oneven, en je kan 
eenvoudig inzien dat elk oneven getal één meer 
is of drie meer is dan een viervoud. Dit is zo om-
dat elk geheel getal één van de volgende 4 vormen 
heeft: 4n, 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3, en de eerste en de 
derde vorm geven een even getal. De verzameling 
van alle oneven priemgetallen wordt zo opgesplitst 
in twee groepen, en de elementen van een van de 
twee groepen kunnen niet geschreven worden als 

k · 157 als som van twee kwadraten 
Aan de hand van het volgende voorbeeld laten we zien hoe het werkt. Uit 212 + 402 = 13 · 157 volgt 
172 + 52 = 2 · 157. Het is hierbij handig om modulo 13 te werken, waarbij 13 die factor is die we willen 
verkleinen. Dit wil zeggen dat we alle getallen die voorkomen in de gebruikte uitdrukking vervangen 
door hun rest bij deling door 13. Gelijkheden blijven dan gelijkheden. En we spreken hierbij af dat we 
de resten modulo 13 die we gebruiken steeds kiezen tussen –6 en 6, dus uit –6, –5, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6. We hebben dus bijvoorbeeld: 

212 + 402 = 13 · 157 ⇒ (–5)2 + 12 = 0 modulo 13,

want 21 = –5 modulo 13 en 40 = 1 modulo 13. En inderdaad: (–5)2 + 12 = 2 · 13. 
We nemen nu het product van deze twee sommen van kwadraten, en passen hierop eigenschap 1 toe: 

�2 · 132 · 157 = (212 + 402)((–5)2 + 12) = (–65)2 + 2212, 
 

want 21 · (–5) + 40 · 1 = –65 en 21 · 1 – 40 · (–5) = 221.
Nu kun je opmerken dat beide kwadraten in het rechterlid deelbaar zijn door 132. Dit is geen toeval, 
want het volgt uit het vorige: 

�21 · (–5) + 40 · 1 = 21 · 21 + 40 · 40 = 0 modulo 13 (dankzij het gegeven) 
en �21 · 1 – 40 · (–5) = 21 · 40 – 40 · 21 = 0 modulo 13. 

Indien we die gemeenschappelijke factor wegdelen, dan vinden we dit:  52 + 172 = 2 · 157. 
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een som van twee kwadraten: 

Eigenschap 3. Een priemgetal van de vorm 
p = 4n + 3 is niet te schrijven als som van twee 
kwadraten. 

Stel dat dit wel zo is, en dat er twee getallen c en d 
bestaan met 

p = c2 + d2,

dan kunnen c en d niet beide even zijn en ook niet 
beide oneven, want dan zou p even zijn. Dus stel nu 
even dat c even is, en dus van de vorm 2k, en dat d 
oneven is, dus van de vorm 2m + 1. Dan hebben we 
voor de som van de kwadraten: 

�c2 + d2 = (2k)2 + (2m + 1)2 = 
4k2 + 4m2 + 4m + 1 

en het rechterlid hiervan is duidelijk een viervoud 
plus 1. Een som van twee kwadraten kan dus nooit 
van de vorm 4n + 3 zijn.

Merk op dat uit eigenschap 2 volgt dat een 
priemgetal van de vorm 4n + 3 dan ook niet kan 
voorkomen als factor van een som van twee (rela-
tief prieme) kwadraten. 

De laatste stap die we moeten zetten is de vol-
gende: elk ander oneven priemgetal is te schrijven 
als een som van twee kwadraten. En hiervoor heb-
ben we het volgende resultaat nodig, dat, toegege-
ven, een beetje uit de lucht komt vallen. 

Eigenschap 4. Een priemgetal p is te schrijven 
als een som van twee kwadraten indien er een 
getal e bestaat zodat e2 + 1 een veelvoud is van p. 

Inderdaad, als er zo’n getal e bestaat, dan volgt on-
middellijk uit eigenschap 2 dat p te schrijven is als 
een som van 2 kwadraten. Stel dat er een e en een t 
zijn met t · p = e2 + 1. Dan geldt eigenschap 2, want 
t · p = e2 + 12. Hierin zijn e en 1 relatief priem, en p 
is een factor van het rechterlid. Dus p is te schrijven 
als som van twee kwadraten. 

En dan nu de kers op de taart: 

Eigenschap 5. Voor een priemgetal van de vorm 
p = 4n + 1 bestaat er een getal e zodat e2 + 1 een 
veelvoud is van p, meer bepaald e = (2n)!. 

We zullen deze eigenschap, die een direct gevolg is 
van een belangrijke stelling uit de getaltheorie, na-
melijk de stelling van Wilson, niet bewijzen, maar 
illustreren met wat voorbeelden. Hiervoor kijken 
we naar de kleinste priemgetallen van de vorm 
4n + 1 en geven de ontbinding in factoren van de 
bijhorende (2n)!2 + 1: 

p = 5 = 4 · 1 + 1  en 2!2 + 1 = 5;
p = 13 = 4 · 3 + 1 en 6!2 + 1 = 13 · 39877;
p = 17 = 4 · 4 + 1 en 8!2 + 1 = 17 · 95629553; 
�p = 29 = 4 · 7 + 1 en 14!2 + 1 = 
	             29 · 109 · 2404319663572286441;
�p = 37 = 4 · 9 + 1 en 18!2 + 1 = 
        37 · 1107848353183710355135404972973;
�p = 41 = 4 · 10 + 1 en 20!2 + 1 = 
	        41 · 348046955609 · 448324749841 ·
	        86816017 · 10657.

Een gevolg van het vorige is dus dat elk priemge-
tal van de vorm p = 4n + 1 te schrijven is als een 
som van twee kwadraten, een resultaat dat meestal 
de Kerststelling van Fermat genoemd wordt, omdat 
Pierre de Fermat deze stelling vermeldt in een brief 
die hij op 25 december 1640 stuurde naar Marin 
Mersenne. In deze brief schrijft Pierre de Fermat 
ook dat het maar op één manier kan (zie figuur 2). 

Conclusies Tijd om de besluiten te trekken:
• �De enige priemgetallen die te schrijven zijn als 

een som van twee kwadraten zijn het getal 2 en 
alle priemgetallen van de vorm p = 4n + 1; 

• �Elk getal dat een product is van zulke priemgetal-
len is dankzij de (eventueel herhaalde) toepassing 
van de identiteit van Fibonacci (eigenschap 1) zelf 
ook te schrijven als een som van twee kwadraten;

• �Indien een getal een priemfactor van de vorm p = 
4n + 3 heeft, dan is het enkel te schrijven als een 
som van twee kwadraten als deze factor voorkomt 
met een even macht. 

Figuur 2 Fermat meldt in een brief aan Mersenne: ‘Elk priemgetal dat één meer 
is dan een viervoud, is op één manier de som van twee kwadraten, ...’
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Omkering van eigenschap 4 
Eigenschap 4 heeft ook een omgekeerde: als een getal m te schrijven 
is als een som van twee kwadraten a en b met a en b relatief priem, 
dan bestaat er een getal e zodat e2 + 1 een veelvoud is van m. We to-
nen dit grafisch aan.

Stel dat m = a2 + b2 met a en b relatief priem. Met het punt (a, b) 
als roosterpunt (= startend vanuit een roosterpunt a naar rechts en 
b naar boven) (zie figuur 1) kunnen we dan vierkanten tekenen met 
zijde a2 +b2  die natuurlijk het vlak volledig overdekken (zie figuur 
2). Indien we nu het linkerhoekpunt van het eerste vierkant als oor-
sprong nemen, dan blijkt dat voor elk roosterpunt (x, y) (zie figuur 3) 
geldt dat x2 + y2 deelbaar is door m. Inderdaad, de punten (a, b) en 
(b, –a) vormen een basis van het rooster en elk ander roosterpunt 
heeft de vorm

	
k · (a, b) + l · (b, –a) = (ka + lb, kb – la) 
 

en voor dit laatste hebben we

(ka + lb)2 + (kb – la)2 = (k2 + l2)(a2 + b2) 

dankzij de identiteit van Fibonacci. Die tweede factor is deelbaar 
door m. 

Zo’n roosterpunt bepaalt dus samen met de oorsprong steeds een 
vierkant waarvan de oppervlakte deelbaar is door m. Er zijn enkele 
speciale keuzes. We kunnen er bijvoorbeeld voor zorgen dat we een 
overdekking van het vlak krijgen met ‘rechte’ vierkanten (zie figuur 
4). Inderdaad, de speciale keuze k = a, l = b levert als roosterpunt op: 

�k · (a, b) + l · (b, –a) = (a2 + b2, ab – ba) = (m, 0) 

en zo een ‘recht’ vierkant met zijde m. In figuur 3 betekent dit dat we 
in het nieuwe rooster b naar rechts en a naar boven moeten gaan om 
een ander hoekpunt van zo’n recht vierkant te vinden (zie het artikel 
Roosters en sommen van kwadraten door Hugo de Blank en Jeanine 
Daems in Pythagoras 54-1 (september 2014)). In de figuren is a = 5 
en b = 3.

Een andere speciale keuze geeft een omgekeerde van eigenschap 4. 
Omdat a en b relatief priem zijn, en dus grootste gemene deler 1 heb-
ben, zijn er volgens de stelling van Bachet-Bézout die je in elk boek 
over getaltheorie aantreft twee getallen k en l te vinden zodat 

k · a + l · b = 1 = ggd(a, b). 

Met deze k en l komen we uit in het roosterpunt 

k · (a, b) + l · (b, –a) = (ka + lb, kb – la) = (1, e) 

indien we stellen dat e = kb – la. Zie figuur 5 voor het overeenkom-
stige vierkant. 

Het punt (1, e) is dus een roosterpunt, en we hebben hiermee aan-
getoond dat er steeds een getal e bestaat zodat e2 + 1 een veelvoud is 
van m! 

Figuur 1

Figuur 2

Figuur 3

Figuur 4

Figuur 5
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is als een som van 2 kwadraten, 65 is het tweede 
kleinste. 

Voorbeeld 3. Het getal 5256904123625 is te 
schrijven als een som van 2 kwadraten. 

We ontbinden 5256904123625 in priemfactoren: 
5256904123625 = 53 · 72 · 114 · 312 · 61 = 
(7 · 112 · 31)2 · 53 · 61 = 262572 · 53 · 61. Zoals je 
ziet, zijn er drie priemfactoren van de vorm 
p = 4n + 3, namelijk 7, 11, en 31, die elk voorko-
men met een even macht, en we nemen die samen: 
Q2 = 262572. De andere factor, 53 · 61, bevat enkel 
priemfactoren van de vorm p = 4n + 1 en is dus te 
schrijven als een som van twee kwadraten: 

53 · 61 = (22 + 12)3 · (62 + 52) = 562 + 672. 

Hieruit volgt dan: 

�5256904123625 = Q2 · (562 + 672) = 
(26257 · 56)2 + (26257 · 67)2. 

We hebben dus, samengevat, het volgende resultaat: 

Een geheel getal m is te schrijven als een som 
van twee kwadraten als en alleen als alle priem-
factoren van m van de vorm 4n + 3 voorkomen 
met een even macht. 

Een vraag waarop we je het antwoord schuldig blij-
ven is deze: is er een eenvoudige manier om voor 
een gegeven priemgetal p twee getallen a en b te 
vinden waarvoor p = a2 + b2 ? ■ 
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Inderdaad, dit laatste volgt uit eigenschap 2. Stel 
namelijk dat we starten met een getal m waarvan 
we de ontbinding in priemfactoren hebben, dan 
kunnen we in dit getal de priemfactoren van de 
vorm 4n + 3, die elk met een even macht voorko-
men, voorop zetten, en die vormen dan samen een 
kwadratische factor. We stellen deze voor door Q2. 
De andere factor is ofwel gelijk aan 1, en dan vin-
den we deze triviale oplossing van het probleem: 

m = Q2 + 02, 

ofwel is hij enkel opgebouwd uit priemfactoren van 
de vorm p = 4n + 1 en/of factoren 2, en is dan te 
schrijven als een som van twee kwadraten. We ge-
ven enkele voorbeelden. 

Voorbeeld 1. Het getal 34 is te schrijven als een 
som van 2 kwadraten. 

Inderdaad: 34 = 2 · 17, en zowel 2 als 17 zijn van de 
juiste vorm. Voor 17 vind je al snel dat het de som 
is van 42 en 12, en dus: 

�34 = 2 · 17 = (12 + 12)(42 + 12) = 
(1 · 4 + 1 · 1)2 + (1 · 1 – 1 · 4)2 = 52 + 32. 

Voorbeeld 2. Het getal 65 is te schrijven als een 
som van 2 kwadraten. 

Ontbinding in factoren geeft 65 = 5 · 13, met 
5 = 22 + 12 en 13 = 32 + 22. Dus 

�65 = (22 + 12)(32 + 22) = 
(2 · 3 + 1 · 2)2 + (2 · 2 – 1 · 3)2 = 82 + 12. 

En we hebben ook dit: 

�65 = (22 + 12)(22 + 32) = 
(2 · 2 + 1 · 3)2 + (2 · 3 – 1 · 2)2 = 72 + 42. 

Er zijn dus soms meerdere manieren. Het getal 50 
is het kleinste getal dat op 2 manieren te schrijven 
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