
Matrixproducttoestanden in
topologische supergeleiding

Een studie van een uitgebreid topologisch Su-Schrieffer-Heeger
model via gemiddeld-veld benadering en matrixproducttoestanden.

Ingvar Zappacosta

Proefschrift ingediend tot het behalen van de graad van
Master in de Fysica

Promotor: Prof. dr. Jacques Tempere

Departement Fysica
Universiteit Antwerpen

België
2022-2023





Abstract

The discovery of superconductivity in 1911 [1] opened an entire new field of
physics. More than 40 years later J. Bardeen, L. N. Cooper and J. R. Schrief-
fer (BCS) were able to construct a microscopic theory for this phenomenom
[11]. More recently, in 2006, it was found that the topology of bandstructures
in materials could lead to a new phase of superconducting systems, topological
superconductivity [12]. This new phase of matter gained a lot of interest. After
studying the properties of these kind of superconductors it appeared that they
could be useful in quantum computing.

The microscopic theory of superconductivity, BCS theory, is a simplified mo-
del. Even though the theory is simplified, to be able to model systems of many
particles, the mean-field approximation has to be used. However, this does not
take many particle quantum entanglement into account. To resolve this issue, a
description based on tensor networks can be used. We will investigate the use of
matrix product states (MPS) to describe quantum entanglement in topological
and conventional superconducting states in an effective manner. These matrix
product states provide a middle ground between solving the system exactly or
using a mean-field approximation.

The specific system we choose to investigate in this thesis is a topological su-
perconducting toy model [17] based on the Su-Schrieffer-Heeger model (SSH)
[2]. This toy model, expanded with tunneling and scattering terms, will be
researched by using BCS theory and a mean-field approximation. After this
a short introduction to tensor networks is given, which focuses on matrix pro-
duct states. The last chapter of the thesis is dedicated to propose a general
description of an MPS for superconducting models in presence of quantum en-
tanglement. Finally this general MPS will be used to describe the expanded
topological toy model analytically for a small system.
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Abstract

De ontdekking van supergeleiding in 1911 [1] opende een heel nieuw gebied van
de natuurkunde. Meer dan 40 jaar na de ontdekking wisten J. Bardeen, L.
N. Cooper en J. R. Schrie�er (BCS) een microscopische theorie te construeren
voor dit fenomeen [11]. Meer recent, in 2006, werd ontdekt dat de topologie
van bandstructuren in materialen zou kunnen leiden tot een nieuwe fase van su-
pergeleidende systemen, topologische supergeleiding [12]. Deze nieuwe fase van
materie kreeg meteen veel belangstelling. Na bestudering van de eigenschap-
pen van dit soort supergeleiders bleek dat ze bruikbaar zouden kunnen zijn in
kwantumcomputing.

De microscopische theorie van supergeleiding, BCS-theorie, is een vereenvou-
digd model. Ook al is de theorie vereenvoudigd, om systemen van veel deeltjes
te kunnen modelleren, moet nog steeds de gemiddeld-veld benadering worden
gebruikt. Dit houdt echter geen rekening met kwantumverstrengeling van veel
deeltjes. Om dit probleem op te lossen, kan een beschrijving op basis van tensor-
netwerken worden gebruikt. We zullen het gebruik van matrixproducttoestan-
den (MPS, \matrix product states") onderzoeken om kwantumverstrengeling
in topologische en conventionele supergeleidende toestanden op een e�ectieve
manier te beschrijven. Deze matrixproducttoestanden bieden een middenweg
tussen het exact oplossen van het systeem (enkel mogelijk voor systemen met
weinig deeltjes) of het gebruik van een gemiddeld-veld benadering.

Het speci�eke systeem dat we in dit proefschrift willen onderzoeken is een
topologisch supergeleidend \toy model" [17] gebaseerd op het Su-Schrie�er-
Heeger model (SSH) [2]. Dit toy model, uitgebreid met termen voor tunne-
ling en verstrooiing, zal worden onderzocht met behulp van de BCS-theorie en
een gemiddeld-veld benadering. Hierna wordt een korte inleiding gegeven over
tensornetwerken, waarin matrixproducttoestanden centraal staan. Het laatste
hoofdstuk van het proefschrift is gewijd aan het voorstellen van een algemene
beschrijving van een MPS voor supergeleidende modellen in aanwezigheid van
kwantumverstrengeling. Ten slotte zal deze algemene MPS worden gebruikt om
het uitgebreide topologische toy model analytisch te beschrijven voor een klein
systeem.
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Inleiding

Heike Kamerligh Onnes deed in 1911 [1] in de Universiteit van Leiden de baan-
brekende ontdekking dat wanneer bepaalde metalen gekoeld worden tot extreem
lage temperaturen, hun elektrische weerstand verdwijnt. Hiervoor kreeg hij in
1913 de Nobelprijs in de Fysica toegekend. Supergeleiding is tot op heden een
groot onderzoeksgebied, speci�ek zoekende naar een materiaal dat bij kamer-
temperatuur en -druk nog supergeleiding vertoont. Dit zou de grootste horde
om supergeleiders in het dagelijks leven te kunnen toepassen elimineren. Na
decennia aan experimenten werden verschillende hints over de natuur van de
supergeleidende toestand door J. Bardeen, L. N. Cooper en J. R. Schrie�er
(BCS) [11] gebruikt om een vereenvoudigd model voor te stellen dat superge-
leiding op microscopisch niveau beschrijft. Al is deze beschrijving sterk vereen-
voudigd, biedt ze toch een accurate beschrijving van de kwantummechanische
processen die plaatsvinden in supergeleidende systemen. Het grootste probleem
dat de BCS-theorie ondervindt is dat een exacte oplossing vinden voor grotere
systemen quasi onmogelijk wordt door de computationele kost die hierbij komt
kijken. De methode om deze systemen op te lossen is door de gemiddeld-veld
benadering toe te passen, waarbij e�ecten door veeldeeltjesverstrengeling niet
in rekening kunnen worden gebracht.

Tegenwoordig is het gebied van supergeleiding nog wat meer uitgebreid. Net
zoals isolatoren [12, 13, 14] kunnen ook supergeleiders fenomenologische eigen-
schappen vertonen die afhangen van de topologische structuur van hun energie-
banden [3, 5]. Topologische systemen die normaal een bandkloof in de energie
bevatten, kunnen toch energiemodes vertonen liggend op het Fermi-niveau in
de bandkloof. Deze nulmodes zijn gelokaliseerd aan de rand van het systeem en
kunnen enkel verdwijnen door een verstoring op het volledige systeem, waardoor
de nulmodes geen e�ecten ondervinden van lokale perturbaties. Het feit dat een
kwantumtoestand op deze nulmode maar een minimale energie nodig heeft om
be•�nvloed te worden, terwijl het bestaan van deze kwantumtoestand topologisch
beschermd is tegen lokale perturbaties, heeft ertoe geleid dat deze nulmodes als
robuste qubits werden voorgesteld [4].

Wanneer topologische supergeleidende systemen beschreven worden door BCS-
theorie, wordt de gemiddeld-veld benadering gebruikt. Dit volstaat niet wanneer
men wenst om veeldeeltjesverstrengeling in rekening te brengen. Hiervoor moet
een nieuw soort beschrijving gebruikt worden. Dit kan door het gebruik van
tensornetwerken, waarin een matrixproducttoestand kan worden gecre•eerd die
de veeldeeltjesverstrengeling wel beschrijft. Met matrixproducttoestanden kan
zelfs gekozen worden hoeveel verstrengeling men wil meenemen in de kwantum-
toestand. Doordat er keuze aanwezig is in hoe verstrengeld de toestanden kun-
nen zijn, bieden matrixproducttoestanden een middenweg tussen het systeem
exact op te lossen (en alle verstrengeling te bekijken) en een gemiddeld-veld
benadering. Wanneer dit uitgebreid wordt om grote systemen te bekijken, kan
de complexiteit van exponenti•ele naar polynomiale schaling gereduceerd worden.
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In deze thesis bekijken we een systeem dat zowel normale als topologische su-
pergeleiding kan vertonen. Het doel van de thesis is om dit te bestuderen met
matrixproducttoestanden en dit te contrasteren met de gemiddeld-veld benade-
ring en met exacte berekeningen voor het geval van weinig deeltjes.

De conventionele (BCS) supergeleiding en topologische supergeleiding worden
ingeleid in hoofdstuk 1. In hoofdstuk 2 wordt het speci�eke systeem dat we
gaan onderzoeken uitgelegd, namelijk het supergeleidend Su-Schrie�er-Heeger
model. Hoofdstuk 3 geeft een inleiding tot tensornetwerken en matrixproduct-
toestanden. Ten slotte wordt in hoofdstuk 4 het voorgaande gecombineerd tot
een studie van matrixproducttoestanden van het supergeleidend SSH-model.
Hoofdstuk 5 geeft conclusies en een vooruitblik.
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1 Supergeleiding

Conventionele supergeleiding wordt op microscopisch niveau beschreven door
elektronparen waarbij de elektron-fonon interactie aanleiding geeft tot de bin-
ding tussen elektronen. Deze gebonden elektronparen worden ook wel Cooper-
paren genoemd en zullen zich als bosonen gedragen. Deze Cooperparen zijn de
basis voor het opstellen van een microscopisch supergeleidende theorie. In deze
sectie zullen we deze microscopische theorie presenteren en uitbreiden, zoals in
[8, 9].

1.1 BCS-theorie

1.1.1 BCS-Hamiltoniaan

Bardeen, Cooper en Schrie�er [11] waren op zoek naar de meest eenvoudige
microscopische theorie die supergeleiding kan beschrijven. Deze theorie hoeft
de elektron-fonon interacties niet expliciet in rekening te brengen. Er zijn wel 3
criteria die belangrijk blijken om supergeleiding te beschrijven, namelijk:

1. De typische fonon energie is gegeven door de Debye energie~! D . Omdat
de conductieband gevuld is met elektronen tot aan het Fermi-niveau met
Fermi-energieEF , kunnen alleen de elektronen die in de energiebandD =
[EF � ~! D ; EF + ~! D ] zitten verstrooiing met fononen ondergaan.

2. Wanneer een Cooperpaar wordt gevormd tussen elektronen met tegenover-
gestelde impuls, zal de kinetische energie van het Cooperpaar minimaal
zijn.

3. Aangezien elektronen het Pauli-uitsluitingsprincipe volgen kunnen elek-
tronen met dezelfde spin niet op dezelfde plaats gevonden worden. Dit
zorgt er voor dat elektronen met tegenovergestelde spin dichter bij elkaar
gebracht kunnen worden, wat tot een grotere binding tussen het paar
zorgt.

Dankzij deze criteria konden Bardeen, Cooper en Schrie�er de Hamiltoniaan
van hun model opstellen. In tweede kwantisatie wordt de BCS-Hamiltoniaan
geschreven als

ĤBCS =
X

k ;�

" k ĉy
k ;� ĉk ;� � V

X

k 2D

X

k 02D

ĉy
k ;" ĉy

� k ;#ĉ� k 0;#ĉk 0;" ; (1)

met ĉy
k ;� de fermionische creatie-operator voor een fermion met impulsk en spin

� en ĉk ;� de fermionische annihilatie-operator voor dit soort fermionen. De ki-
netische term brengt de vlakke-golf energie (met golfgetalk) van elk individueel
fermion in een niet-interagerend Fermi-gas in rekening. Ook al is dit een gesim-
pli�ceerd model, het is nog steeds niet exact oplosbaar voor grote systemen en
zal via een gemiddeld-veld benadering moeten opgelost worden, hier komen we
later op terug. We kijken eerst naar de BCS-gol�unctie.
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1.1.2 BCS-gol�unctie

Na het opstellen van de Hamiltoniaan, konden Bardeen, Cooper en Schrie�er
variationeel een nieuwe gol�unctie vinden die een lagere energie produceerde dan
de gevulde Fermi-sfeer. De voorgestelde gol�unctie wordt de BCS-gol�unctie
genoemd:

j� BCS i =
Y

k

�
uk + vk ĉy

k ;" ĉy
� k ;#

�
j? i ; (2)

waarbij j? i het elektronvacu•um is. Algemeen zijn uk en vk complexe parame-
ters, laten we ons echter beperken tot re•ele parameters. Door normalisatie van
de gol�unctie moet gelden dat u2

k + v2
k = 1. De BCS-gol�unctie is simpelweg het

product van een superpositie van Cooperparen. Het product van superposities
leidt tot het feit dat er geen vast aantal deeltjes is te vinden in de BCS-theorie,
als we de gol�unctie namelijk expliciet uitschrijven voor 2 superposities is te
zien dat

j� BCS i = uk uq j00i k j00i q + vk uq j"#i k j00i q + uk vq j00i k j"#i q + vk vq j"#i k j"#i q :
(3)

Er is dus inderdaad geen vast aantal deeltjes te zien in bovenstaande gol�unctie,
de eerste term bevat zelfs geen enkel elektron! Door de parametersuk , uq ,
vk en vq te kiezen kan wel een statistisch gemiddeld aantal deeltjes gekozen
worden. Omdat er geen vast aantal deeltjes in het BCS-systeem zitten zullen
verwachtingswaarden zoalsĥck ;" ĉ� k ;# i niet per se nul zijn, zoals in een systeem
met een vast aantal deeltjes wel het geval is.

1.2 Topologische supergeleiding

Een topologische supergeleider is een speciaal soort supergeleider waarbij de
Blochbanden in het systeem een niet-triviale topologische structuur bevatten.
In een kristal kan men deeltjes beschrijven door gebruik van de Bloch gol�unctie
[10]

 (r ) = ei k �r u(r ) (4)

waar u(r ) een periodische functie voorstelt die de periodiciteit van het kristal
beschrijft. Deze wordt gemoduleerd door een vlakke golf met golfgetalk . De
topologische structuur van de Blochbanden laat toe dat wanneer men de golf-
functie over de Brillouin zone beweegt tot men terug bij het startpunt komt,
de gol�unctie een extra fase kan hebben opgenomen. Ook al ondervindt de
Bloch gol�unctie geen e�ect onder toevoeging van een globale fase, het feit dat
de topologisch niet-triviale structuur van de supergeleider deze fase introdu-
ceert is meteen een kwanti�cering van hoe een topologische supergeleider zich
onderscheidt van een normale supergeleider. Een interessante eigenschap dat
deze topologische systemen kunnen bevatten is het bestaan van \randmodes"
die zich manifesteren als nulmode (mode met energie op het Fermi-niveau) in
een systeem dat normaal een energiekloof bevat.
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1.2.1 Deeltjes-gaten symmetrie

Supergeleiding wordt op microscopisch niveau gekarakteriseerd door een Hamil-
toniaan die Cooperparen annihileert en cre•eert, zoals duidelijk te zien is in de
BCS-Hamiltoniaan (1). Het resultaat hiervan is dat een Cooperpaar alleen ge-
cre•eerd kan worden door een gat te cre•eren op een andere plek (dus annihileren
van het Cooperpaar op een andere plek, verstrooiing), hierdoor kan gesproken
worden van een deeltjes-gaten symmetrie in supergeleidende systemen.

De deeltjes-gaten symmetrie heeft een belangrijke invloed op de topologie van
een systeem. Laat ons hiervoor de uitleg van [15] volgen. Wanneer een su-
pergeleidend systeem in gemiddeld veld benadering geschreven wordt (dit zal
later ook expliciet gedaan worden, de werkwijze is in sectie 2.2 te zien) krijgt
de Hamiltoniaan de vorm

ĤMF =
X

n;m

�
Hnm ĉy

n ĉm +
�
� nm ĉy

n ĉy
m + � �

nm ĉm ĉn
��

: (5)

In deze vorm wordt de deeltjes-gaten symmetrie duidelijk. Door het introduce-
ren van een spinor


̂ =
�
ĉ1 : : : ĉn ĉy

1 : : : ĉy
n

� T
(6)

wordt de Hamiltoniaan herschreven in matrixnotatie

ĤMF = 
̂ yHBdG 
̂; (7)

waarbij de Hamiltoniaan in matrixvorm HBdG de Bogoliubov-de Gennes Hamil-
toniaan wordt genoemd. Deze is van de vorm

HBdG =
�

H �
� � � � H

�
: (8)

De mintekens zijn afkomstig uit de deeltjes-gaten symmetrie en het feit dat
fermionische creatie- en/of annihilatie-operatoren anticommuteren met elkaar.
De deeltjes-gaten symmetrie speelt dus inderdaad een belangrijke rol in de
Bogoliubov-de Gennes Hamiltoniaan. Stel dat een transformatie als volgt wordt
gemaakt

P̂ 
̂ =
�

̂ y� T

; (9)

wat een uitwisselingen tussen creatie en annihilatie operatoren maakt (dus wis-
seling van deeltjes en gaten). Onder een transformatie als deze wordt

P̂HBdG P̂ � 1 = � HBdG : (10)

De symmetrie van de Bogoliubov-de Gennes Hamiltoniaan toont dus ook dui-
delijk dat de deeltjes-gaten symmetrie ervoor zorgt dat de energieniveau's van
de Hamiltoniaan gespiegeld zullen zijn rond nul (het Fermi-niveau).
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1.2.2 Topologische faseovergangen

Een topologische supergeleider en een normale supergeleider zijn verschillende
fases van eenzelfde systeem. Faseovergangen kunnen algemeen beschreven wor-
den via Landau theorie, waar een lokale orde parameter gebruikt wordt om de
faseovergang te beschrijven. Topologische systemen hebben echter geen lokale
orde parameter aangezien de complete structuur van het systeem leidt tot hoe
de topologie in het systeem er uit ziet [5].

Een voorwaarde op de Hamiltoniaan bij een overgang naar een topologische
fase is dat minstens �e�en energieniveau door nul gaat, zodat het systeem van fase
kan veranderen zonder energiekost [15]. Wanneer het systeem beschreven wordt
door een matrix, zal de determinant van deze matrix dus ook nul moeten worden
tijdens een faseovergang. Om een topologische supergeleider van een normale
(topologisch triviale) supergeleider te onderscheiden heeft men de topologische
invariant Q nodig, gede�ni•eerd als

Q = sgn
h
Pf( i ~HBdG )

i
: (11)

De sgn functie kijkt simpelweg naar het teken van het argument. i ~HBdG is de
Bogoliubov-de Gennes Hamiltoniaan die in antisymmetrische vorm is gezet via
een basistransformatie. Een standaardprocedure die men hiervoor kan volgen is
om de Hamiltoniaan te diagonaliseren

HBdG ! EBdG =
�
� " 0
0 "

�
; (12)

waarbij de energieniveaus rond het Fermi-niveau gespiegeld zijn dankzij de
deeltjes-gaten symmetrie. Door nu een basistransformatie toe te passen [16]

~HBdG = ME BdG M y =
�

0 i"
� i" 0

�
waar M =

1
p

2

�
1 1
i � i

�
(13)

wordt de Bogoliubov-de Gennes Hamiltoniaan uiteindelijk in antisymmetrische
vorm gezet. Deze matrix wordt nog vermenigvuldigd doori om de topologische
invariant als re•eel getal voor te stellen. Van deze matrix wordt de Pfa�aan
genomen [6], wat gede�ni•eerd is als

Pf( i ~HBdG )2 = det( i ~HBdG ) = � det(HBdG ) = �
Y

n

(� iE n )2: (14)

De Pfa�aan laat toe om de \vierkantswortel" van het product van de eigenwaar-
den (dus energieniveaus) te nemen waarbij het teken uniek bepaald is. Met deze
topologische invariant kan men nagaan of het supergeleidend systeem in topo-
logische fase is of niet. Later zal blijken dat de Hamiltoniaan in dek-ruimte
een veel kleinere dimensie nodig heeft dan de positieruimte, om het systeem
te beschrijven. Hierdoor kan men de topologische invariant makkelijk bepalen
voor een gesloten keten, door het bestuderen van de bulk, wat ons dan vertelt
of er randmodes zullen verschijnen wanneer de keten wordt opengeknipt. Dit
noemt men de bulk-edge correspondence.
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2 Supergeleidend Su-Schrie�er-Heeger model

In 1979 wilden W. P. Su, J. R. Schrie�er en A. J. Heeger [2] het e�ect van
solitonen in polyacetyleenketens beschrijven om zo de elektrische conductiviteit
van de keten te kunnen bepalen. Polyacetyleenketens zijn koolstofketens met
vari•erend enkele en dubbele bindingen, zoals te zien in �guur 1.

Figuur 1: Lewisstructuur van polyacetyleen in de keten. [7]

De keten kan gemodelleerd worden door per binding een tunnelingwaarde voor
elektronen te koppelen. De verhouding van de twee tunnelingconstanten bepaalt
of het systeem een normale of een topologische isolator is [2]. Men kan een super-
geleidend SSH-model cre•eren door een �e�en-dimensionele keten met vari•erende
BCS-koppelingconstantes tussen de sites op te stellen. Hierdoor kan het systeem
zich in een topologisch supergeleidende fase bevinden [17]. Schematisch kan het
supergeleidend SSH-model voorgesteld worden zoals in �guur 2.

Figuur 2: Schematische voorstelling van het supergeleidend SSH-model. Een-
heidsceln is uitgelicht.

Op elke A- of B-site kan maximaal �e�en elektron zitten. Elk paar AB-sites vormt
samen een eenheidscel van het SSH-systeem. Zo kunnen de koppelingconstantes
g1 en g2 de intrasite en de intersite koppelingconstante genoemd worden, respec-
tievelijk. Door de verhouding van g1 en g2 te veranderen kan op verschillende
soorten manieren vorming van Cooperparen ge•�ntroduceerd worden, waarbij in
speci�eke gevallen de supergeleider topologisch wordt. De Hamiltoniaan van
het supergeleidend SSH-model metN eenheidscellen is gegeven door

ĤSSH = � g1

NX

n =1

ĉy
n;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn;A � g2

NX

n =1

ĉy
n +1 ;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn +1 ;A ; (15)

waarbij periodische randvoorwaarden verondersteld zijn, dusN + 1 ! 1. Wan-
neer het systeem wordt opengeknipt zal de sommatie over intersite Cooperparen
maar tot N � 1 gaan en verdwijnen de periodische randvoorwaarden. De sites
A en B zijn in dit geval een vervanging voor de spin van de elektronen in het
systeem.
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2.1 Algemener supergeleidend SSH-model

In deze thesis wordt niet enkel naar het SSH-model gekeken, dit is al onderzocht
in Ref. [17]. Er kan een meer algemeen model worden opgesteld. Dit doen
we door een kinetische term te introduceren die tunneling van elektronen naar
naburige sites toelaat. Ook kan nog een extra potentiaal worden toegevoegd

Ĥ = � t
NX

n =1

�
ĉy

n;A ĉn;B + ĉy
n;B ĉn;A

�
� t

N � 1X

n =1

�
ĉy

n +1 ;A ĉn;B + ĉy
n;B ĉn +1 ;A

�

� g1

NX

n =1

ĉy
n;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn;A � g2

N � 1X

n =1

ĉy
n +1 ;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn +1 ;A

� V
NX

i =1

NX

j 6= i

�
ĉy

i;A ĉy
i;B ĉj;B ĉj;A + ĉy

i +1 ;A ĉy
i;B ĉj;B ĉj +1 ;A

�
: (16)

Men kan een voorbeeld van elk soort verstrooiingsproces zien in �guur 3.

Figuur 3: Visuele representatie van de verstrooiingsprocessen in het compleet
model waar elk soort verstrooiing �e�en keer wordt getoond.

Dit is de complete Hamiltoniaan die beschouwd wordt, voor een open keten.
Wanneer de keten wordt gesloten zullen alle sommaties totN gaan en worden
weer periodische randvoorwaarden gebruikt. De kinetische term, lineair mett is
die van het Hubbard model. Deze term stelt voor dat een enkel elektron een kans
heeft op kwantumtunneling naar naburige sites. De nieuw ge•�ntroduceerde po-
tentiaalterm, lineair met V , is de BCS-verstrooiingspotentiaal zoals voorgesteld
in sectie 1.1.1, maar dan in de positieruimte. Deze term zorgt voor verstrooiing
van Cooperparen naar andere, niet bezette sites. Op zich zijn de SSH-termen
in de Hamiltoniaan ook BCS-potentiaaltermen, deze genereren echter enkel een
energieverlaging door paarvorming op bepaalde sites, en zullen de paren dus niet
verstrooien naar andere sites. Herinner dat de BCS-theorie op zichzelf het meest
eenvoudige model was om supergeleiding microscopisch voor te stellen. Omdat
we in deze thesis de topologie dankzij het SSH-model niet willen overschaduwen
zal de verstrooiingspotentiaal V niet te groot mogen zijn. Elk Cooperpaar in
het systeem kan naar� N sites verstrooien, hierdoor moet dus zekergi > NV
(i = 1 ; 2) gekozen worden, opdat de supergeleiding dominant afkomstig is van
het SSH-model.
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2.2 Gemiddeld-veld benadering

Om met bovenstaande Hamiltoniaan op een analytische manier te kunnen wer-
ken moet een gemiddeld-veld benadering gebruikt worden. Dit betekent dat
de interacties zullen voorgesteld worden als een gemiddeld veld waarop de ver-
strooiingsprocessen worden voorgesteld als 
uctuaties

ĉn;B ĉn;A = [ ĉn;B ĉn;A � h ĉn;B ĉn;A i ]
| {z }


uctuaties

+ ĥcn;B ĉn;A i
| {z }

gemiddeld veld

: (17)

Dit kan analoog ook gedaan worden voor de intersite operatorparen. Voor de
hermitisch toegevoegde termen kan linker- en rechterlid simpelweg ook hermi-
tisch toegevoegd worden. De benadering komt door te stellen dat de 
uctuaties
slechts perturbatief zijn, kwadratische 
uctuatietermen kunnen verwaarloosd
worden. Deze benadering zal ervoor zorgen dat alle termen met vier operatoren
worden herleid naar termen met slechts twee operatoren, wat we nu expliciet
zullen berekenen voor onze Hamiltoniaan, beginnend bij de term

ĉy
n;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn;A =
h�

ĉy
n;A ĉy

n;B � h ĉy
n;A ĉy

n;B i
�

+ ĥcy
n;A ĉy

n;B i
i

�
h�

ĉn;B ĉn;A � h ĉn;B ĉn;A i
�

+ ĥcn;B ĉn;A i
i
: (18)

Door de term kwadratisch in de 
uctuaties te verwaarlozen wordt

ĉy
n;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn;A �
�

ĉy
n;A ĉy

n;B � h ĉy
n;A ĉy

n;B i
�

ĥcn;B ĉn;A i + ĥcy
n;A ĉy

n;B i hĉn;B ĉn;A i

+ ĥcy
n;A ĉy

n;B i
�

ĉn;B ĉn;A � h ĉn;B ĉn;A i
�

; (19)

wat verder uitgewerkt kan worden tot

ĉy
n;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn;A � h ĉn;B ĉn;A i ĉy
n;A ĉy

n;B + ĥcy
n;A ĉy

n;B i ĉn;B ĉn;A

� h ĉy
n;A ĉy

n;B i hĉn;B ĉn;A i : (20)

Zoals eerder vermeld wordt een term met 4 operatoren inderdaad gereduceerd
tot een term met 2 operatoren. Dit is de benadering die nodig is om toch
analytisch met de Hamiltoniaan te kunnen werken. Laat ons het zelfconsistent
veld introduceren

� 1 =
g1

N

NX

n =1

ĥcn;B ĉn;A i � g1 ĥcn;B ĉn;A i : (21)

Het zelfconsistent veld vervult de rol van het gemiddeld veld. Door ze zelfcon-
sistent op te lossen worden alle bijdragen tot het gemiddeld veld dus bepaald.
Deze zelfconsistente velden gedragen zich dan ook als de bandkloof van het sys-
teem. Dankzij deze de�nitie en de gemiddeld-veld benadering kan deg1 term
in de Hamiltoniaan herwerkt worden als volgt

g1

NX

n =1

ĉy
n;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn;A �
NX

n =1

�
� 1ĉy

n;A ĉy
n;B + � �

1ĉn;B ĉn;A

�
�

N
g1

j� 1j2: (22)
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Volledig analoog kan een tweede zelfconsistent veld ge•�ntroduceerd worden als

� 2 =
g2

N

NX

n =1

ĥcn;B ĉn +1 ;A i : (23)

Dit laat ons toe om ook deg2 term te herwerken in de gemiddeld-veld benadering

g2

NX

n =1

ĉy
n +1 ;A ĉy

n;B ĉn;B ĉn +1 ;A �
NX

n =1

�
� 2ĉy

n +1 ;A ĉy
n;B + � �

2ĉn;B ĉn +1 ;A

�
�

N
g2

j� 2j2:

(24)
Ten slotte moeten de BCS-verstrooiing termen nog herwerkt worden. De gemiddeld-
veld benadering op deze termen is volledig hetzelfde als de SSH-termen. Het
verschil tussen de BCS- en SSH-termen zal zitten in het zelfconsistent veld.
Na•�ef gezien introduceren we een nieuw zelfconsistent veld

� V;1 =
V
N

NX

n =1

ĥcn;B ĉn;A i =
V
g1

� 1: (25)

Het is echter meteen duidelijk dat dit zich herwerkt tot een afhankelijkheid van
het reeds ge•�ntroduceerd zelfconsistent veld. Analoog is ook

� V;2 =
V
N

NX

n =1

ĥcn;B ĉn +1 ;A i =
V
g2

� 2: (26)

Er zijn dus maar 2 zelfconsistente velden nodig om de Hamiltoniaan in gemiddeld-
veld benadering te schrijven. Merk op dat door de dubbele sommatie over de
verstrooiing termen een extra factorN wordt ge•�ntroduceerd, dit is te zien uit

V
NX

i =1

NX

j 6= i

ĉy
i;A ĉy

i;B ĉj;B ĉj;A �
NX

j =1

"
NX

i =1

�
� V;1ĉy

i;A ĉy
i;B + � �

V;1ĉi;B ĉi;A

�
�

N
V

j� V;1j2
#

(27)
wat te herschrijven is naar

V
NX

i =1

NX

j 6= i

ĉy
i;A ĉy

i;B ĉj;B ĉj;A �
NV
g1

NX

n =1

�
� 1ĉy

n;A ĉy
n;B + � �

1ĉn;B ĉn;A

�
�

N 2V
g2

1
j� 1j2:

(28)
Dit kan ook voor de intersite verstrooiing term worden gedaan. Het blijkt dus
dat de BCS-verstrooiingstermen dezelfde zijn als hiervoor, maar met een factor
NV
gi

. Een probleem dat de gemiddeld-veld benadering met zich mee brengt, is
dat de resulterende Hamiltoniaan niet meer zal voldoen aan behoud van deeltjes
in het systeem. Dit is echter op te lossen door een Lagrange multiplicator in de
Hamiltoniaan toe te voegen, die deze voorwaarde zal opleggen.
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Wanneer men de Lagrange multiplicator toevoegt en alle termen in de Hamilto-
niaan transformeert naar de gemiddeld-veld benadering zoals hierboven wordt
de Hamiltoniaan uitgewerkt tot

ĤMF = � t
NX

n =1

�
ĉy

n;A ĉn;B + ĉy
n;B ĉn;A

�
� t

NX

n =1

�
ĉy

n +1 ;A ĉn;B + ĉy
n;B ĉn +1 ;A

�

�
�

1 +
NV
g1

� NX

n =1

�
� 1ĉy

n;A ĉy
n;B + � �

1ĉn;B ĉn;A

�
+

N
g1

�
1 +

NV
g1

�
j� 1j2

�
�

1 +
NV
g2

� NX

n =1

�
� 2ĉy

n +1 ;A ĉy
n;B + � �

2ĉn;B ĉn +1 ;A

�

+
N
g2

�
1 +

NV
g2

�
j� 2j2 � �

NX

n =1

�
ĉy

n;A ĉn;A + ĉy
n;B ĉn;B

�
+ �N: (29)

De Lagrange multiplicator � stelt de chemische potentiaal in het systeem voor.
Merk op dat we gesteld hebben dat erN deeltjes in de keten met N een-
heidscellen aanwezig zijn. Dit betekent dat de keten half gevuld zal zijn. De
herschalingen van de zelfconsistente velden zijn spijtig genoeg niet constant,
g1 en g2 veranderen namelijk mee met � 1 en � 2. De gemiddeld-veld bena-
dering introduceert een niet-triviale schaling van de zelfconsistente velden. De
relatie tussen gi en � i wordt echter later nog in detail onderzocht, waarna de
niet-triviale schalingen ook kunnen worden bekeken.
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2.2.1 SSH-keten, t = 0

Laat ons beginnen door de kinetische term nog niet in rekening te brengen, hier-
door zal de algemene werkwijze initi•eel analoog zijn aan [17]. Door eerst het
meer eenvoudig model te beschouwen kan later met meer intu•�tie het model met
kinetische term bekeken worden, waarna we een duidelijke vergelijking kunnen
maken tussent = 0 en t 6= 0. Door de Hamiltoniaan in gemiddeld-veld benade-
ring te schrijven bevatten alle termen maximaal �e�en paar operatoren. Hierdoor
is het nuttig om de Nambu spinor te introduceren

�̂ =

0

B
B
B
B
B
@

ĉ1;A

ĉy
1;B

ĉ2;A

ĉy
2;B
...

1

C
C
C
C
C
A

() �̂ y =
�

ĉy
1;A ĉ1;B ĉy

2;A ĉ2;B : : :
�

: (30)

Door de Nambu spinoren te gebruiken is het mogelijk om de gemiddeld-veld
Hamiltoniaan te schrijven als volgt

ĤMF = � �̂ yHN �̂ + scalar; (31)

waarbij HN een 2N � 2N matrix voorstelt met alle belangrijke informatie van
het systeem. Hierna is het mogelijk om deze matrix te diagonaliseren om de
energieniveaus van het systeem te bestuderen.
Merk op dat door de keuze van de Nambu spinoren een A-site creatie-operator
altijd links zal staan terwijl een B-site creatie-operator altijd rechts staat (en
omgekeerd voor annihilatie-operatoren). Voort = 0 is dit ook altijd het geval
in (29), behalve voor de Lagrange multiplicator term voor deeltjesbehoud op de
B-sites. Hiervoor komt de anticommutatie tussen fermionische operatoren van
pas

n
ĉi;S ; ĉy

j;S 0

o
= � i;j � S;S 0 () �

NX

n =1

ĉn;B ĉy
n;B = �N � �

NX

n =1

ĉy
n;B ĉn;B : (32)

Kijkend naar (29) kan nu de matrix HN bepaald worden, deze is gegeven door

HN =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� e� 1 0 0 0 : : : 0 e� �
2

e� �
1 � � e� �

2 0 0 0 0
0 e� 2 � e� 1 0

0 0 e� �
1 � � e� �

2

...
...

. . .
0 0 � e� 1
e� 2 0 : : : e� �

1 � �

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

; (33)

waar e� 1 =
�

1 + NV
g1

�
� 1 en e� 2 =

�
1 + NV

g2

�
� 2. De diagonaaltermen� � zijn

afkomstig door (32), waaruit de term �N er gratis wordt bij gegeven.
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De gemiddeld-veld Hamiltoniaan wordt nu geschreven als

ĤMF = � �̂ yHN �̂ +
N
g1

e� �
1� 1 +

N
g2

e� �
2� 2: (34)

Laat ons eens kijken naar de matrixHN , deze kan gediagonaliseerd worden om
de energieniveaus weer te geven voor bepaalde waarden van �1 en � 2. Er is
echter nog een probleem dat ons weerhoudt om dit te doen. We hebben de
relatie 8

><

>:

e� 1 =
�

1 + NV
g1

�
� 1

e� 2 =
�

1 + NV
g2

�
� 2;

(35)

waarbij al vermeld is dat de koppelingeng1 en g2 niet constant blijven onder
vari•erende � 1 en � 2. Aangezien de invloed van de koppelingen op de band-
kloven pas later bekeken kan worden (sectie 2.2.3) zal op dit moment gesteld
moeten worden datV = 0. Het probleem van de niet constante koppelingen zal
in dit geval wegvallen. Uit deze sectie zal ook blijken dat de chemische potenti-
aal � gelijk zal zijn aan nul, opdat er N deeltjes in het systeem zitten. Laat ons
met deze kennis de matrix (33) diagonaliseren voor verschillende verhoudingen
van � 1=� 2. De energieniveaus zijn te zien in �guur 4.

Figuur 4: Energieniveaus in functie van de verhouding van de bandkloven voor
N = 10, V = 0 en t = 0, het puur supergeleidend SSH-model voor een gesloten
keten.

Merk ten eerste op dat elk positief energieniveau een negatieve energie tegen-
hanger heeft. Deze zijn, zoals in elk supergeleidend systeem, afkomstig uit
het feit dat ons systeem een elektron-gat symmetrie bevat zoals in (10) werd
aangetoond. Op � 1 = � 2 is een bandcrossing te zien tussen de twee laagste
energieniveaus. Dit is een sterke hint van een faseovergang in het systeem.
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Na het bekijken van de energieniveaus is het mogelijk om op een paar punten
expliciet naar de eigenvectoren te kijken. We hebben enkel interesse in de ei-
genvectoren van de middelste 2 energieniveaus, deze zijn het meest interessant
aangezien hier de randmodes verschijnen wanneer de keten geopend wordt. De
eigenvectoren geven de co•e�ci •enten van de elektronbezettingen in de keten weer.
In �guur 5 zijn de eigenvectoren te zien.

Figuur 5: Eigenvectoren van de middelste energieniveaus (positief energie-
niveau links, negatief energieniveau rechts) op �1=� 2 = 0 :5. In rood de
co•e�ci •enten op de A-sites. In blauw de co•e�ci •enten op de B-sites.

Men verkrijgt 2 orthonormale eigenvectoren, om expliciet naar de bezetting te
kijken moet naar de kwadraten van de co•e�ci •enten gekeken worden. In dit
geval is echter nog duidelijk dat elke co•e�ci •ent even groot is. Dit betekent
dat op elke site dezelfde bezetting gevonden kan worden. Het gesloten systeem
heeft dus geen voorkeur voor een speci�eke site, wat veroorzaakt wordt door
de translatiesymmetrie. Er kan geen voorkeur voor een speci�eke site zijn, ze
zijn namelijk niet onderscheidbaar. Omdat we toch weten dat de eigenvectoren
orthonormaal zijn, maar gelijke bezettingen hebben, moet slechts naar �e�en van
de energieniveaus gekeken worden. Laat ons kijken naar de bezettingen voor
verschillende verhoudingen van �1=� 2.

Figuur 6: Bezetting van de middelste energieniveaus in het gesloten SSH-
model. In rood de bezetting op de A-sites. In blauw de bezetting op de B-sites.

Voor verschillende waarden van � 1=� 2 verandert de bezetting in de keten niet.
Zoals hiervoor is dit simpelweg door de translatiesymmetrie die in de gesloten
keten heerst. Geen enkele site krijgt een voorkeur en de bezetting van elektronen
in het systeem wordt gelijk verdeeld over de gehele keten.
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Laat ons de matrix HN modi�ceren zodat deze het open systeem beschrijft.
Hierdoor kan het e�ect op de energieniveaus bekeken worden. De open keten
(voor t = 0) kan makkelijk geschreven worden als de gesloten keten Hamiltoni-
aan waar de periodische randvoorwaarden gebroken worden

Ĥ closed = Ĥ open � g2ĉy
1;A ĉy

N;B ĉN;B ĉ1;A : (36)

Wanneer gekeken wordt naar de matrix die werd bekomen in het gesloten sys-
teem (33) is duidelijk dat het verschil zal zitten in de e� 2 termen in de hoek-
punten van de matrix. Deze geven namelijk de koppeling tussen siteN en site
1 weer. De Hamiltoniaan voor het open systeem kan meteen geschreven worden

HN =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� e� 1 0 0 0 : : : 0 0
e� �

1 � � e� �
2 0 0 0 0

0 e� 2 � e� 1 0

0 0 e� �
1 � � e� �

2

...
...

. . .
0 0 � e� 1

0 0 : : : e� �
1 � �

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (37)

In tegenstelling tot de Hamiltoniaan (33) is dit is geen circulante matrix meer.
Het e�ect hiervan op de energieniveaus is te bestuderen in �guur 7.

Figuur 7: Energieniveaus in functie van de verhouding van de bandkloven voor
N = 10, V = 0 en t = 0, het SSH-model voor een open keten.

Energieniveaus die initi•eel ontaard waren splitsen op door breking van transla-
tiesymmetrie in de keten. Er zijn tevens twee nulmodes te zien die uit elkaar
divergeren wanneer � 1 > � 2. Deze nulmodes zijn de randmodes zoals aan-
gehaald in sectie 1.2.2. Ook blijkt dat � 1 < � 2 het topologisch niet-triviaal
domein van de supergeleider voorstelt. Op �1 = � 2 vindt een faseovergang
plaats naar een topologisch triviale supergeleider.
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Zoals bij de gesloten SSH-keten kan weer gekeken worden naar de bezettingen
in het open systeem. Wanneer men kijkt naar de energieniveaus in �guur 7 is
te verwachten dat de randmodes aanwezig zijn voor �1 < � 2. Deze randmodes
zouden moeten verdwijnen wanneer �1 > � 2. De bezettingen voor de open
keten zijn te zien in �guur 8.

Figuur 8: Bezetting van de middelste energieniveaus in het open SSH-model.
In rood de bezetting op de A-sites. In blauw de bezetting van de B-sites.

In de linkse �guur zijn de randmodes duidelijk zichtbaar. Er is een exponenti•ele
daling in bezetting naar het midden van de keten. Dit verklaart natuurlijk
de naam \randmode", aangezien de deeltjes in het systeem zich fysiek op de
randen willen plaatsen. Op het punt dat � 1 = � 2 (middelste �guur) beginnen
de randmodes net te verdwijnen. De bezettingen dieper in de keten worden even
groot als de bezetting op de randen. Naarmate �1=� 2 nog stijgt (rechtse �guur)
zal de bezetting van deeltjes vooral geconcentreerd worden naar het midden van
de keten toe.
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2.2.2 SSH-bulk, t = 0

Zoals vermeld in sectie 1.2.2 kunnen de randmodes beschreven worden door de
bulk van het systeem te bekijken (bulk-edge correspondence). In een gesloten
keten geldt translatiesymmetrie doorheen de volledige keten, hierdoor kan men
beter werken met operatoren in de impulsruimte (met golfgetallen) in plaats van
de positieruimte. Hiervoor is de discrete Fouriertransformatie van de operatoren
nodig 8

>>><

>>>:

ĉn;S = 1p
N

NP

n =1
ĉk;S eikx n

ĉy
n;S = 1p

N

NP

n =1
ĉy

k;S e� ikx n :

(38)

xn = na stellen de posities van de sites in het systeem voor, meta de celpara-
meter van de keten (de celparameter vertelt ons hoe ver 2 dezelfde sites,A of
B , uit elkaar verwijderd zijn). De totale lengte van de keten kan gesteld worden
als L = Na. Opdat de golfgetallen enkel staande golven in de keten voorstellen
zal k steeds een veelvoud van2�

L moeten zijn, dus

k = 0 ; �
2�
L

; �
4�
L

; : : : ;
N�
L

=
�
a

2 1BZ; (39)

waarbij we ons beperken tot de eerste Brillouinzone. Laat ons de termen in de
gemiddeld-veld Hamiltoniaan transformeren naar dek-ruimte, beginnend bij de
teloperatoren

NX

n =1

ĉy
n;S ĉn;S =

1
N

X

k

X

k 0

NX

n =1

ĉy
k;S ĉk 0;S e� i (k � k 0)x n

=
X

k

X

k 0

ĉy
k;S ĉk 0;S

 
1
N

NX

n =1

e� i (k � k 0)x n

!

| {z }
� k;k 0

=
X

k

ĉy
k;S ĉk;S : (40)

De andere termen kunnen uitgewerkt worden als
NX

n =1

ĉn;B ĉn;A =
X

k

X

k 0

ĉk;B ĉk 0;A

 
1
N

NX

n =1

ei (k+ k 0)x n

!

| {z }
� � k;k 0

=
X

k

ĉ� k;B ĉk;A : (41)

Ten slotte nog
NX

n =1

ĉn;B ĉn +1 ;A =
X

k

X

k 0

ĉk;B ĉk 0;A

 
1
N

NX

n =1

ei (kx n + k 0x n +1 )

!

(42)

en wetende datxn +1 = ( n + 1) a = xn + a wordt dit

NX

n =1

ĉn;B ĉn +1 ;A =
X

k

X

k 0

ĉk;B ĉk 0;A

 
eik 0a

N

NX

n =1

ei (k+ k 0)x n

!

=
X

k

ĉ� k;B ĉk;A eika :

(43)
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Merk op dat de verschillende termen in de Hamiltoniaan erg hard op elkaar
beginnen lijken. Dit is dan ook het nut om de Hamiltoniaan (29) in de impuls-
ruimte te bekijken, die nu wordt geschreven als

ĤMF = �N +
N
g1

�
1 +

NV
g1

�
j� 1j2 +

N
g2

�
1 +

NV
g2

�
j� 2j2

�
�

1 +
NV
g1

� X

k

�
� �

1ĉ� k;B ĉk;A + � 1ĉy
k;A ĉy

� k;B

�

�
�

1 +
NV
g2

� X

k

�
� �

2ĉ� k;B ĉk;A eika + � 2ĉy
k;A ĉy

� k;B e� ika
�

� �
X

k

�
ĉy

k;A ĉk;A + ĉy
� k;B ĉ� k;B

�
: (44)

Er zijn heel wat termen samen te nemen. De�ni•eer dat

� k = � 1 + � 2e� ika en e� k =
�

1 +
NV
g1

�
� 1 +

�
1 +

NV
g2

�
� 2e� ika : (45)

Laat ons op dit punt ook veronderstellen dat � �
i = � i (i = 1 ; 2). Dit reduceert

de Hamiltoniaan tot

ĤMF = �
X

k

�
e� �

k ĉ� k;B ĉk;A + e� k ĉy
k;A ĉy

� k;B

�
� �

X

k

�
ĉy

k;A ĉk;A + ĉy
� k;B ĉ� k;B

�

+ �N +
N
g1

�
1 +

NV
g1

�
� 2

1 +
N
g2

�
1 +

NV
g2

�
� 2

2: (46)

Zoals in het open SSH-model is het nu ook weer mogelijk om Nambu spinoren
te introduceren, zodat de Hamiltoniaan in matrixvorm kan worden geschreven.
Laat ons stellen dat

�̂ k =
�

ĉk;A

ĉy
� k;B

�
() �̂ y

k =
�

ĉy
k;A ĉ� k;B

�
: (47)

Dankzij de Nambu spinoren in de impulsruimte is de Hamiltoniaan uit te druk-
ken in matrixnotatie

ĤMF = �
X

k

�̂ y
k H k �̂ k +

N
g1

�
1 +

NV
g1

�
� 2

1 +
N
g2

�
1 +

NV
g2

�
� 2

2 (48)

waarbij de matrix gelijk is aan

H k =

"
� e� k
e� �

k � �

#

=

"
� e� 1 + e� 2e� ika

e� 1 + e� 2eika � �

#

: (49)

Deze matrix kan vervolgens gediagonaliseerd worden om weer de energieniveaus
te bekijken. Merk op dat dit een matrix is die per k-waarde geldt, er zal dus
steeds een energie geassoci•eerd met golfgetalk gevonden worden. Het diagona-
liseren van deze matrix noemt men ook wel een Bogoliubov-transformatie.
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De Bogoliubov-transformatie is gede�ni•eerd als

Ek = Bk H k B y
k ; (50)

waar Ek een diagonaalmatrix is met de energieniveaus voor een bepaaldek
waarde, gegeven door

Ek =
�
� " k 0

0 " k

�
: (51)

Wanneer dit wordt gedaan voor de Hamiltoniaan (49) wordt bekomen dat

" k =
q

� 2 + j e� k j2 =
q

� 2 + e� 2
1 + e� 2

2 + 2 e� 1 e� 2 cos(ka); (52)

waar gebruik is gemaakt van (45),eika + e� ika = 2 cos(ka) en j e� k j2 = e� k e� �
k .

De eigenvectoren die bij deze transformatie horen zijn gegeven door
�

�̂ k;A

�̂ y
� k;B

�
= Bk

�
ĉk;A

ĉy
� k;B

�
()

�
�̂ y

k;A �̂ � k;B

�
=

�
ĉy

k;A ĉ� k;B

�
B y

k (53)

en geven de relaties weer tussen de Bogoliubov-operatoren en de elektron creatie-
en annihilatie-operatoren. Expliciet uitgeschreven worden de relaties

�̂ k;A =
1

p
2" k (" k � � )

�
e� k ĉy

� k;B � (" k � � )ĉk;A

�

�̂ � k;B =
1

p
2" k (" k � � )

�
e� k ĉy

k;A + ( " k � � )ĉ� k;B

�
: (54)

Wanneer de Bogoliubov-transformatie wordt uitgevoerd op de Hamiltoniaan in
(48) wordt bekomen dat

ĤMF = �
X

k

�
� " k �̂ y

k;A �̂ k;A + " k �̂ � k;B �̂ y
� k;B

�
+

N
g1

�
1 +

NV
g1

�
� 2

1

+
N
g2

�
1 +

NV
g2

�
� 2

2: (55)

De Bogoliubov-operatoren zullen zich gedragen als fermionische operatoren.
Hierdoor kan de fermionische anticommutatierelatie gebruikt worden

f �̂ k;S ; �̂ y
k 0;S 0g = � k;k 0� S;S 0 (56)

en kan de Hamiltoniaan worden herschreven als

ĤMF = " k

X

k

�
�̂ y

k;A �̂ k;A + �̂ y
� k;B �̂ � k;B

�
�

X

k

" k

+
N
g1

�
1 +

NV
g1

�
� 2

1 +
N
g2

�
1 +

NV
g2

�
� 2

2; (57)

waaruit blijkt dat de eerste term in de Hamiltoniaan de energieverhoging door
creatie van Bogoliubov-excitaties in de keten voorstelt.
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2.2.3 Kloof- en nummervergelijkingen

De zelfconsistente velden zijn ingevoerd om de gemiddeld-veld benadering te
kunnen maken, ze moeten hiervoor dan natuurlijk ook nog zelfconsistent worden
opgelost. De zelfconsistente vergelijkingen vane� 1 en e� 2 worden de \kloofverge-
lijkingen" genoemd. Men kan ook een vergelijking opstellen zodat de Lagrange
multiplicator het juist aantal deeltjes in de keten plaatst. Dit zal de \nummer-
vergelijking" zijn. Laat ons beginnen bij de nummervergelijking, die opgesteld
wordt door de verwachtingswaarde

N =
NX

n =1

D
� BCS

�
�
� ĉy

n;A ĉn;A + ĉy
n;B ĉn;B

�
�
� � BCS

E
=

NX

n =1

D
ĉy

n;A ĉn;A + ĉy
n;B ĉn;B

E
: (58)

Deze vergelijking betekent letterlijk dat we verwachten omN fermionen te tellen
in het systeem. Herinner de transformatie van de teloperatoren naar dek-ruimte
in (40), hierdoor kan de nummervergelijking ook geschreven worden als

N =
X

k

D
ĉy

k;A ĉk;A + ĉy
� k;B ĉ� k;B

E
: (59)

In BCS-theorie zijn de elektron creatie- en annihilatie-operatoren niet makke-
lijk te gebruiken, aangezien het aantal deeltjes niet behouden is in de BCS-
gol�unctie. Men kan beter een Bogoliubov-transformatie toepassen. De BCS-
gol�unctie stelt namelijk het Bogoliubov-vacu •um voor, waardoor het rekenwerk
sterk wordt verminderd

�̂ k;S j� BCS i = 0 : (60)

Om de nummervergelijking in Bogoliubov-operatoren te kunnen schrijven heb-
ben we de inverse transformatie van (54) nodig, wat eenvoudig uit te rekenen is
als

ĉk;A =
1

p
2" k (" k � � )

�
e� k �̂ y

� k;B � (" k � � )�̂ k;A

�

ĉ� k;B =
1

p
2" k (" k � � )

�
e� k �̂ y

k;A + ( " k � � )�̂ � k;B

�
: (61)

Omdat de BCS-gol�unctie het Bogoliubov-vacu•um voorstelt kunnen de ver-
wachtingswaarden van als volgt bepaald worden



�̂ y

k;A �̂ k;A
�

= 0


�̂ y

� k;B �̂ � k;B
�

= 0


�̂ k;A �̂ y

k;A

�
= 1



�̂ � k;B �̂ y

� k;B

�
= 1 : (62)

Elke combinatie van Bogoliubov-operatoren op verschillende sites zijn triviaal
gelijk aan nul. Combinaties van de operatoren gelijk aan nul kunnen vervolgens
meteen genegeerd worden om het schrijfwerk te verminderen.
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Dankzij (61) en (62) kan de nummervergelijking uitgerekend worden als

N =
X

k

1
2" k (" k � � )

D �
e� �

k �̂ � k;B

� �
e� k �̂ y

� k;B

�
+

�
e� �

k �̂ k;A

� �
e� k �̂ y

k;A

� E
: (63)

Wanneer nog gebruikt wordt dat "2
k = � 2 + j e� k j2 (52), wordt

N =
X

k

j e� k j2

" k (" k � � )
=

X

k

"2
k � � 2

" k (" k � � )
=

X

k

" k + �
" k

: (64)

Herinner dat de toegelatenk-waarden veelvouden van2�
L zijn, waarbij in de

eerste Brillouinzone N verschillende k-waarden bestaan (39). Hierdoor wordt
dus over N termen gesommeerd en kan bovenstaande vergelijking uitgewerkt
worden als

N = N + �
X

k

1
" k

() � = 0 : (65)

De nummervergelijking eist dat de chemische potentiaal in het systeem gelijk is
aan nul opdat er een vast aantal vanN deeltjes in de keten bestaan.

Nu moeten de twee kloofvergelijkingen nog opgelost worden. Herinner de de�-
nitie van de zelfconsistente velden

8
>>><

>>>:

� 1 =
g1

N

NP

n =1



ĉn;B ĉn;A

�

� 2 =
g2

N

NP

n =1



ĉn;B ĉn +1 ;A

�
:

(66)

Om de verwachtingswaarden weer eenvoudig te kunnen uitrekenen moet naar de
k-ruimte worden overgestapt, waarna de Bogoliubov-operatoren gebruikt kun-
nen worden. Dankzij (41) en (43) is de transformatie naar dek-ruimte meteen
uit te schrijven 8

>><

>>:

� 1 =
g1

N
P

k



ĉ� k;B ĉk;A

�

� 2 =
g2

N
P

k



ĉ� k;B ĉk;A

�
eika :

(67)

Weer kijkend naar de inverse Bogoliubov-transformatie (61) en de verwachtings-
waarden van deze operatoren (61) wordt



ĉ� k;B ĉk;A

�
=

1
2" k (" k � � )



(" k � � ) e� k �̂ � k;B �̂ y

� k;B

�
=

e� k

2" k
: (68)

Wanneer men gebruik maakt van de nummervergelijking, die stelt dat� = 0,
wordt " k =

p
j� k j2.
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Nu de verwachtingswaarden voor de zelfconsistente velden bepaald zijn kunnen
de kloofvergelijkingen worden opgesteld

� 1 =
g1

2N

X

k

e� 1 + e� 2e� ika
q

e� 2
1 + e� 2

2 + 2 e� 1 e� 2 cos(ka)
(69)

� 2 =
g2

2N

X

k

e� 1eika + e� 2q
e� 2

1 + e� 2
2 + 2 e� 1 e� 2 cos(ka)

; (70)

waarbij nog even herhaald wordt dat e� j =
�

1 + NV
gj

�
� j . Laat ons eerst kijken

naar het imaginair deel van de zelfconsistente velden. We hebben

Im[� j ] �
X

k

sin(ka): (71)

De toegelaten k-waarden in de eerste Brillouinzone zijn symmetrisch rond 0,
buiten k = �

a (39). Omdat de sinusfunctie een oneven functie is zullen enkel de
k-waarden die geen negatieve tegenhanger hebben, overblijven. Dus

Im[� j ] � sin (0) + sin
� �

a
a
�

= 0 : (72)

Het blijkt dat de imaginaire delen van de zelfconsistente velden wegvallen. Ze
kunnen dus, zoals eerder al verondersteld, re•eel gesteld worden. We gaan verder
met de kloofvergelijkingen. Kijk naar vergelijking (69), deze kan herschreven
worden als

e� 1 =
e� 2

e� 2

�
1 +

NV
g1

�
� 1 =

g1 + NV
2N

X

k

e� 1=e� 2 + cos(ka)
q

1 + e� 2
1=e� 2

2 + 2 e� 1=e� 2 cos(ka)
(73)

wat analoog ook kan worden gedaan voor vergelijking (70)

e� 2 =
g2 + NV

2N

X

k

e� 2=e� 1 + cos(ka)
q

1 + e� 2
2=e� 2

1 + 2 e� 2=e� 1 cos(ka)
: (74)

De�ni •eer nu

� =
e� 1

e� 2

: (75)

Wanneer vergelijking (73) wordt gedeeld door (74) krijgen we

� =
g1 + NV
g2 + NV

S [� ]
S [� � 1]

(76)

waarbij

S [� ] =
X

k

� + cos(ka)
p

1 + � 2 + 2 � cos(ka)
: (77)
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Laat ons nu even kijken wat we juist gedaan hebben. Op dit moment is een
nieuwe grootheid � gede�ni•eerd, die kan worden bepaald via de zelfconsistente
vergelijking

� =
g1 + NV
g2 + NV

S [� ]
S [� � 1]

: (78)

Wanneer deze zelfconsistente vergelijking is opgelost kunnen de zelfconsistente
velden bepaald worden via

� 1 =
g1

2N
S [� ] () e� 1 =

g1 + NV
2N

S [� ] (79)

� 2 =
g2

2N
S [� � 1] () e� 1 =

g2 + NV
2N

S [� � 1]: (80)

Met deze procedure wordt via �e�en zelfconsistente vergelijking, beide kloofver-
gelijkingen opgelost. Het is tevens duidelijk dat het veranderen vang1 of g2

een invloed zal hebben op �1 en � 2. Dit is meer dan een eenvoudige lineaire
invloed, zoals misschien gedacht wordt uit de twee bovenstaande vergelijkin-
gen. Dit komt natuurlijk omdat de zelfconsistente vergelijking afhankelijk is
van g1 en g2. In �guur 9 worden de oplossingen voor� in functie van g1=g2 voor
verschillende waarden vanV bekeken.

Figuur 9: Oplossing van de zelfconsistente vergelijking� voor verschillende
sterktes van de BCS-verstrooiingspotentiaalV . Merk op dat de zelfconsistente
vergelijking afhankelijk is van N (het aantal k-waarden, dus het aantal termen
in de som vanS [� ]). In deze �guur werd gekozen voor een groot aantal sitesN =
1000, zodatk een quasi continu gedrag vertoont. De bandkloven en koppelingen
hebben een soort inverse relatie. VoorV = 0 wordt terug gevonden wat voor
het puur SSH-model gevonden wordt, zoals in [17]. Het toevoegen van een BCS-
verstrooiing potentiaal zal de curve uitrekken over een groter domein.
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Zoals in het begin van de thesis aangehaald, kan de BCS-verstrooiingspotentiaal
op zichzelf al supergeleiding in het model veroorzaken. WanneerV te groot
wordt gekozen zal de invloed van de SSH-koppelingen minder belangrijk worden,
waardoor supergeleiding zelfs aanwezig kan zijn voor afstotende koppelingen in
het SSH-model. Dit scenario zullen we in deze thesis vermijden. In de zones
waar geen oplossing van de zelfconsistente vergelijking gevonden kan worden,
bestaat er geen oplossing voor �1 �en � 2. In dit geval zullen � 1 of � 2 dus
nul moeten zijn, laat ons kijken wat er gebeurt als een van beiden nul wordt.
Hiervoor moet gekeken worden naar (69) en (70), we krijgen 2 gevallen

� 1[� 2 = 0] =
g1

2N

X

k

e� 1q
e� 2

1

=
g1

2
(81)

� 2[� 1 = 0] =
g2

2
: (82)

In beide gevallen wordt een gelijkaardige bandkloof gevonden. Dit is ook het
resultaat van een vlakke band supergeleider. In het gebied waar het model geen
twee supergeleidende oplossingen kan vinden reduceert het systeem zich tot een
vlakke band supergeleider. In �guur 10 wordt gekeken naar de bandkloven �1
en � 2 in functie van de koppelingen voorV = 0.

Figuur 10: De bandkloven voorV = 0 in functie van g1=g2 en omgekeerd, om
duidelijk aan te tonen dat er symmetrie is tussen beide soorten supergeleiding
in een gesloten keten.

We zien dat wanneer er geen oplossing voor beide bandkloven tegelijk bestaat
het systeem inderdaad het vlakke band resultaat aanneemt. Hierbij zal enkel
nog de bandkloof die de kleinste waarde zou aannemen aanwezig zijn. Dit is ook
logisch, hoe kleiner de bandkloof, hoe lager de totale energie van het systeem.
Omdat er toch een symmetrie tussen �1 en � 2 supergeleiding geldt wordt vanaf
hier enkel nog naar gra�eken in functie van g1=g2 gekeken.
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2.2.4 E�ect van de BCS-verstrooiing

Bij het opstellen van de gemiddeld-veld Hamiltoniaan werd duidelijk dat de in-
vloed van een BCS-verstrooiingspotentiaal op het SSH-model de zelfconsistente
velden (bandkloven) modi�ceert met een schaling

� 1 ! e� 1 =
�

1 +
NV
g1

�
� 1 en � 2 ! e� 2 =

�
1 +

NV
g2

�
� 2: (83)

Uit de kloofvergelijkingen is gevonden dat de bandkloven niet constant (of een-
voudigweg lineair afhankelijk) zijn onder veranderingen van de koppelingen. In
�guur 10 is deze relatie te zien. Omdat de schaling van de bandkloven niet
constant is, is het niet meteen duidelijk hoe de zelfconsistente velden er uit zul-
len zien. Dit is echter niet zo'n groot probleem, ten eerste is de zelfconsistente
vergelijking afhankelijk van de geschaalde velden (78) (dankzij de de�nitie van
� , (75)). Ook is de Hamiltoniaan in matrixvorm (33) enkel afhankelijk van de
geschaalde velden. Dit betekent dat de geschaalde velden de rol zullen van de
bandkloven zullen spelen, terwijl de niet-geschaalde velden de niet-triviale scha-
lingen ondergaan. Het enige verschil dat het systeem met geschaalde bandkloven
zal ondervinden is te zien in de zelfconsistente vergelijking

� =
g1 + NV
g2 + NV

S [� ]
S [� � 1]

; (84)

waarbij de voorfactor in het rechterlid nog gemodi�ceerd wordt. Deze modi�ca-
tie heeft een invloed op de oplossing van� . In �guur 9 werd voor de volledigheid
de zelfconsistente vergelijking opgelost voor verschillende waarden vanV . Het
gedrag van � blijft relatief onveranderd, buiten het feit dat � trager lijkt te
vari•eren onder veranderingen vang1=g2. Er is ook een oplossing te vinden op
een groter domein. De reden datg1=g2 minder invloed op de bandkloven heeft is
te verklaren doordat de koppelingen een modi�catie ondergaangj + NV , waar-
door gj zelf niet meer de enige parameter is met invloed op de bandkloven. Het
gedrag van dezelfde oplossing op een geschaald domein krijgen is ook te zien in
de oplossing van de bandkloven.

Figuur 11: De bandkloven e� 1 en e� 2 voor NV = 1 in functie van g1=g2. Door
limitaties in Matlab zijn � 0

j = e� j .

29



Vooraleer het e�ect van de BCS-verstrooiing onderzocht wordt, bekijken we de
energieniveaus nog op een andere manier als voorheen.

Figuur 12: Energieniveaus van de gesloten SSH-keten in functie van de SSH-
koppelingen (links) en bandkloven (rechts) zonder BCS-verstrooiing,NV = 0.
Door numerieke limitaties kunnen de lijnen niet volledig vol gemaakt worden,
de energieniveaus blijven echter duidelijk.

Dit doen we omdat, zoals net gezegd, de energieniveaus in functie vane� 1=e� 2

niet zouden mogen afhangen vanV . In functie van g1=g2 zal gevonden moeten
worden dat de niveaus worden uitgerekt over een groter domein zoals �guren 9
en 11. Zoals verwacht ontaarden alle niveaus ook tot de vlakke band oplossing
wanneer voor slechts �e�en van de bandkloven een oplossing bestaat, aangezien in
de vlakke band oplossing het golfgetalk geen invloed op de energiebanden heeft
(52). Laat ons ook de open keten bekijken.

Figuur 13: Energieniveaus van de open SSH-keten in functie van de SSH-
koppelingen (links) en bandkloven (rechts) zonder BCS-verstrooiing,NV = 0.

Omdat een hoge verhouding vang1=g2 zorgt voor een lage e� 1=e� 2 zullen de
randmodes inderdaad pas te zien zijn wanneerg1=g2 > 1.
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In �guur 14 is het e�ect van een V 6= 0 BCS-verstrooiing op de SSH energieni-
veaus te zien.

Figuur 14: Energieniveaus van de gesloten SSH-keten in functie van de SSH-
koppelingen (links) en bandkloven (rechts) met BCS-verstrooiing voorNV 6= 0.

De rechtse gra�eken blijven onveranderd, zoals voorspeld. De linkse gra�eken
worden uitgerekt (merk op dat de x-as mee schaalt) en er worden dus niet-
ontaarde energieniveaus gevonden op een groter domein vang1=g2. De vlakke
band resultaten (ook te zien in �guur 11) worden vervolgens ook gemodi�ceerd

� j
�
�
V =0 =

gj

2
! e� j =

gj + NV
2

: (85)
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2.2.5 Topologische invariant

Nu de bulk en het e�ect van de BCS-verstrooiing onderzocht zijn kan men de to-
pologische invariant bepalen. We hebben de Hamiltoniaan in gediagonaliseerde
vorm

Ek =

2

4�
q

j e� k j2 0

0
q

j e� k j2

3

5 (86)

wat natuurlijk de energieniveaus zijn. Om de topologische invariant te bereke-
nen moet de Pfa�aan hiervan genomen worden, waarvoor deze matrix eerst in
antisymmetrische vorm gezet moet worden. Men moet een basistransformatie
toepassen zoals besproken in 1.2.2, dit geeft

i ~Ek =
i
2

2

4
1 1

i � i

3

5

2
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q

j e� k j2 0

0
q

j e� k j2

3

5

2

4
1 � i

1 i

3

5 =

2

4 0 �
q

j e� k j2q
j e� k j2 0

3

5 :

(87)
De determinant van deze matrix is

det
�

i ~Ek

�
= j e� k j2 (88)

waardoor de Pfa�aan gelijk wordt aan

Pf
�

i ~Ek

�
= j e� k j =

q
e� k e� �

k : (89)

Merk op dat de uitdrukking van de Pfa�aan met de vierkantswortel komt uit
de de�nitie van j e� k j en niet uit de de�nitie van de Pfa�aan (14). Op eerste
zicht lijkt de Pfa�aan nooit van teken te veranderen. Dit terwijl de topologische
invariant (het teken van de Pfa�aan) ons moet vertellen wanneer het systeem
in topologische fase is. Dit is echter niet helemaal waar. Wanneerk = 0 en
k = �=a wordt e� k re•eel (45) waardoor de Pfa�aan

Pf
�

i ~E0

�
= e� 0 en Pf

�
i ~E �=a

�
= e� �=a (90)

wel negatief zou kunnen worden! Dit is ook normaal, voor elkek-waarde heeft
energieniveau" k een negatieve tegenhanger� " � k . Het teken van de Pfa�aan
zal dus niet kunnen veranderen voor algemenek-waarden, buiten dek-waarden
die zelf geen negatieve tegenhanger hebben, zijndek = 0 en k = �=a . Om een
enkele topologische invariant te krijgen kunnen de Pfa�anen vermenigvuldigd
worden. Kijkend naar (45) wordt verkregen dat

Q = sgn
�

e� 0 e� �=a

�
= sgn

h�
e� 1 + e� 2

� �
e� 1 � e� 2

�i
= sgn

�
e� 1 � e� 2

�
(91)

aangeziene� 1 � 0 en e� 2 � 0. Het is mogelijk om twee verschillende domeinen
te onderscheiden:

ˆ e� 1 > e� 2 of g1 < g2; Q = 1 Triviale supergeleider

ˆ e� 1 < e� 2 of g1 > g2; Q = � 1 Topologische supergeleider .
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Laat ons ten slotte nog de Blochbanden in het systeem bekijken. Hier kan men
zien hoe deze veranderen tussen de topologische en de triviale fasetoestanden.
In �guur 15 zijn de Blochbanden voor een paar waarden vane� 1=e� 2 te zien.

Figuur 15: Blochbanden in de gesloten SSH-keten voor verschillende waarden
van de bandkloven e� 1=e� 2.

Men ziet dat de Blochbanden een energiekloof vertonen opk = �=a (waar a = 1
werd gesteld) die kleiner wordt naarmate e� 1 dichter bij e� 2 komt. De kloof zal
ook sluiten op de faseovergange� 1 = e� 2. Wanneer de keten in topologische
fase is, en de energiekloof van de bulk sluit, kunnen de randmodes in het sys-
teem \annihileren" waarna het systeem in de triviale fasetoestand terecht komt.
Het feit dat dit hiervoor niet kon, was door de energiekloof in de bulk van het
systeem, wat weer een voorbeeld is van de bulk-edge correspondence. Om van
topologische fase naar een triviale fase, of omgekeerd, te gaan moet de bulk
energiekloof eerst sluiten.

Het feit dat de randmodes bestaan dankzij een energiekloof in de bulk van
het systeem vertelt ons ook dat ze veilig zijn tegen perturbaties in het systeem.
Omdat deze randmodes nulmodes zijn, zijn ze ook makkelijk om mee te wer-
ken als kwantumtoestand. Deze eigenschappen zorgen ervoor dat de randmodes
ideaal zijn om te gebruiken als qubits in een kwantumcomputer. Dit maakt
topologische supergeleiding ook zo interessant om te onderzoeken.
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Nu de bulk van het systeem en de topologische fase volledig onderzocht zijn is het
mogelijk om expliciet de gol�unctie van de randmodes te berekenen. Hiermee
starten we met de Hamiltoniaan in de k-ruimte

H k =

"
0 e� 1 + e� 2e� ika

e� 1 + e� 2eika 0

#

: (92)

We weten dat de energiekloof in de Blochbanden sluit opk = �=a wanneer
e� 1 = e� 2. Laat ons daarom de Hamiltoniaan herschrijven als volgt

H k =

"
0 e� 1 + e� 2e� i (k � �=a )a� i�

e� 1 + e� 2ei (k � �=a )a+ i� 0

#

=

"
0 e� 1 � e� 2e� i (k � �=a )a

e� 1 � e� 2ei (k � �=a )a 0

#

(93)

=

"
0 e� 1 � e� 2ei�ka

e� 1 � e� 2e� i�ka 0

#

;

waar is gesteld dat �k = � (k � �=a ). Nu kan een benadering van de matrix
gemaakt worden rond�k = 0, waar de energiekloof zal sluiten. Een eerste orde
expansie toepassen resulteert in

H k �

"
0 e� 1 � e� 2 � i e� 2�ka

e� 1 � e� 2 + i e� 2�ka 0

#

: (94)

In de positieruimte kan de lineaire afhankelijkheid van�k getransformeerd wor-
den tot een afgeleide, dit geeft dat

H k �

"
0 e� 1 � e� 2 + e� 2@x

e� 1 � e� 2 � e� 2@x 0

#

: (95)

Om nu een oplossing te vinden voor de gol�unctie van de nulmode moet een
oplossing voorH k 	( x) = E 	( x) = 0 gevonden worden, waar 	( x) een Dirac
spinor voorstelt. De vergelijking kan uitgeschreven worden als

"
0 e� 1 � e� 2 + e� 2@x

e� 1 � e� 2 � e� 2@x 0

# "
 A (x)

 B (x)

#

=

"
0

0

#

; (96)

waar de componenten in de spinoren de gol�uncties voor deA- of B -sites voor-
stellen. Veronderstel dat  A (x) / e�x en  B (x) / e�x

8
><

>:

�
e� 1 � e� 2 � e� 2�

�
e�x = 0

�
e� 1 � e� 2 + e� 2�

�
e�x = 0

!

8
<

:

� =
e� 1 � e� 2

e� 2

� = �
e� 1 � e� 2

e� 2

: (97)
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De gol�uncties voor de verschillende sites worden dus

8
>>>><

>>>>:

	 A (x) =

"
 A (0)

0

#

e
e� 1 � e� 2

e� 2
x

	 B (x) =

"
0

 B (0)

#

e
�

e� 1 � e� 2
e� 2

x

(98)

Omdat we de gol�unctie voor de nulmode aan het beschrijven zijn, werken we in
de topologische fasetoestand. Herinner dat de topologische invariant ons vertelt
dat het systeem in de topologische fase zit wanneere� 1 � e� 2 < 0. Normeerbaar-
heid van de gol�uncties plaatst een restrictie op de toegelatenx-waarden. Op
eerste zicht lijkt dat de gol�unctie voor de A-sites enkel exponenti•eel dalend is
voor x > 0, terwijl voor de B -sites moet gelden datx < 0. Dit is echter niet
volledig waar, buiten een verschil in naamgeving is het systeem symmetrisch
onder een spiegeling rond het midden van de keten. Door dus te stellen dat

 B (0) =  A (0)e
e� 1 � e� 2

e� 2
L

; (99)

waarbij L = Na de lengte van de keten voorstelt, worden
8
>>>>><

>>>>>:

	 A (x) =  (0)

"
1
0

#

e
�

�
� e� 1 � e� 2

e� 2

�
�x

	 B (x) =  (0)

"
0
1

#

e
�

�
� e� 1 � e� 2

e� 2

�
� (L � x )

x 2 [0; L ]: (100)

De voorfactor  (0) kan bepaald worden door de gol�uncties te normeren. Het
opleggen van exponenti•eel dalende gol�uncties in een eindige keten heeft als doel
dat men op dit moment kan kiezen om tochL ! 1 te stellen. De gol�uncties
voor de A- en B -sites zijn eigenfuncties van de Pauli-matrix � z , dit toont aan
dat de verschillende sites in dit systeem een vervanging zijn voor de spin van de
deeltjes. Voor we naar de bezetting van de deeltjes in het systeem kunnen kijken
moet opgemerkt worden dat de keten enkel discrete posities toelaat, zijnde de
x-waarden waar een site ligtxn = na, met n 2 [1; N ]. De A- en B -sites liggen
op elkaar en onderscheiden zich door wel verschillende fermionische toestanden
voor te stellen.
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Figuur 16: De analytisch bepaalde gol�uncties en bezettingen van deA-sites
en B -sites voor e� 1=e� 2 = 0 :5.

De waarde voor (0) is gehaald uit de normering van de discrete gol�uncties

 (0) =

"
LX

x n =1

e
� 2

�
� e� 1 � e� 2

e� 2

�
�x n

#� 1=2

=

"
NX

n =1

e
� 2

�
� e� 1 � e� 2

e� 2

�
�na

#� 1=2

: (101)

Wanneer terug wordt gekeken naar de bezettingen die zijn verkregen in het nu-
merieke geval, in �guur 8, blijkt dat ze erg goed overeen komen met de analytisch
bepaalde bezettingen. Er is echter nog een klein verschil in de correlatielengtes.
Dit komt omdat de energie van de randmodes in het open SSH-model nooit
exact nul wordt, wat wel is verondersteld in het analytisch geval. Ondanks dit
feit blijken de gol�uncties de nulmodes nog accuraat te beschrijven, ze verklaren
tevens wat de oorsprong van deze randbezetting is.
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2.3 Compleet model

2.3.1 Opstellen van het model

In het SSH-model zonder kinetische term hebben we al wat intu•�tie kunnen
krijgen voor het model. Nu kan het model relatief eenvoudig uitgebreid worden
door de kinetische term in rekening te brengen. Laat ons nog eens de volledige,
gemiddeld-veld benaderde Hamiltoniaan bekijken

ĤMF = � t
NX

n =1

�
ĉy

n;A ĉn;B + ĉy
n;B ĉn;A

�
� t

NX

n =1

�
ĉy

n +1 ;A ĉn;B + ĉy
n;B ĉn +1 ;A

�

�
�

1 +
NV
g1

�
� 1

NX

n =1

�
ĉy

n;A ĉy
n;B + ĉn;B ĉn;A

�
+

N
g1

�
1 +

NV
g1

�
� 2

1

�
�

1 +
NV
g2

�
� 2

NX

n =1

�
ĉy

n +1 ;A ĉy
n;B + ĉn;B ĉn +1 ;A

�

+
N
g2

�
1 +

NV
g2

�
� 2

2 � �
NX

n =1

�
ĉy

n;A ĉn;A + ĉy
n;B ĉn;B

�
+ �N: (102)

Om deze Hamiltoniaan in matrixvorm te schrijven werden de Nambu spinoren
gebruikt (30). Merk echter op dat in eenzelfde Nambu spinor enkel creatie-
operatoren op B-sites en annihilatie-operatoren op A-sites staan (of omgekeerd
in de toegevoegde Nambu spinor). Het probleem is nu dat wanneer de kinetische
term in rekening wordt gebracht, we combinaties van operatoren introduceren
die niet te maken zijn met deze Nambu spinoren, probeer bijvoorbeeld ^cy

1;A ĉ1;B

te maken. Laat ons hierdoor nieuwe spinoren introduceren


̂ =
1

p
2

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

ĉ1;A

ĉ1;B

ĉy
1;A

ĉy
1;B

ĉ2;A

ĉ2;B

ĉy
2;A

ĉy
2;B
...

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

() 
̂ y =
1

p
2

�
ĉy

1;A ĉy
1;B ĉ1;A ĉ1;B : : :

�
: (103)

De voorfactor zorgt dat deze spinoren nog steeds de norm van de Nambu spino-
ren hebben, we hebben uiteindelijk ook simpelweg de Nambu spinoren verdub-
beld in grootte. De spinoren zijn van de vorm zoals werd aangehaald in 1.2.1,
met een ordening die alle operatoren op dezelfde site groepeert.
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Laat ons opnieuw de gemiddeld-veld Hamiltoniaan schrijven als

ĤMF = � 
̂ yHN 
̂ + scalar: (104)

Omdat door de keuze van spinoren elke combinatie van operatoren ook omge-
keerd zal voorkomen, zijn de anticommutatierelaties tussen fermionische opera-
toren van groot belang

8
>>><

>>>:

f ĉi;S ; ĉy
j;S 0g = � i;j � S;S 0

f ĉi;S ; ĉj;S 0g = 0

f ĉy
i;S ; ĉy

j;S 0g = 0 :

(105)

De matrixvorm van de Hamiltoniaan kan nu worden opgesteld en is gegeven
door

HN =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� t 0 e� 1 0 0 0 0 : : :
t � � e� 1 0 t 0 � e� 2 0
0 � e� 1 � � � t 0 0 0 0
e� 1 0 � t � � e� 2 0 � t 0
0 t 0 e� 2 � t 0 e� 1

0 0 0 0 t � � e� 1 0
0 � e� 2 0 � t 0 � e� 1 � � � t
0 0 0 0 e� 1 0 � t � �
...

. . .

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

: (106)

De matrix is een samenstelling van twee verschillende 4� 4 matrices. Dit komt
uit het feit dat �e�en site wordt voorgesteld door een 4 � 4 matrix. We hebben
tevens intersite koppelingen met steeds �e�en unieke intrasite koppeling tussen
site n en site n + 1. De�ni •eer de intersite en intrasite koppelingmatrices als

D4 =

2

6
6
6
4

� t 0 e� 1

t � � e� 1 0
0 � e� 1 � � � t
e� 1 0 � t � �

3

7
7
7
5

K 4 =

2

6
6
4

0 0 0 0
t 0 � e� 2 0
0 0 0 0
e� 2 0 � t 0

3

7
7
5 (107)

dan kan de Hamiltoniaan geschreven worden als

HN =

2

6
6
6
6
6
4

D4 K 4 0 0
K T

4 D4 K 4 0
0 K T

4 D4 K 4

0 0 K T
4 D4

. . .

3

7
7
7
7
7
5

: (108)

Wanneer men wenst om de gesloten keten te bekijken kan analoog als hiervoor
de matrix K 4 in de hoekpunten van HN geplaatst worden. Deze elementen
zullen dan de koppeling tussen siteN en site 1 beschrijven.
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Het reduceren van de matrix in het compleet model naar die van de SSH-keten
is eenvoudig, kijk naar

D4 =

2

6
6
6
4

� t 0 e� 1

t � � e� 1 0
0 � e� 1 � � � t
e� 1 0 � t � �

3

7
7
7
5

K 4 =

2

6
6
4

0 0 0 0
t 0 � e� 2 0
0 0 0 0
e� 2 0 � t 0

3

7
7
5 : (109)

Onze nieuwe spinoren hebben per site 2 operatoren toegevoegd. Neem daarom
in bovenstaande matrices de hoekpunten

D2 =

"
� e� 1
e� 1 � �

#

K 2 =
�

0 0
e� 2 0

�
: (110)

deze matrices cre•eren de bouwstenen voor de Hamiltoniaan van de SSH-keten
(33). Wanneer we de matrix (106) diagonaliseren voort = 0 krijgen we energie-
niveaus zoals te zien in �guur 17.

Figuur 17: Energieniveaus voor het compleet model (mett=� 2 = 0) voor
gesloten keten (links) en open keten (rechts).

Zoals gehoopt wordt weer het resultaat verkregen zoals in het SSH-model. Wat
niet te zien is, is dat elk energieniveau dubbel ontaard is tegenover hiervoor. Dit
is natuurlijk afkomstig uit het verdubbelen van de dimensie van de Hamiltoni-
aan. Wanneer de kinetische energie wordt toegevoegd kan men al verwachten
dat deze ontaarde energieniveaus zullen splitsen. Voor we naar het e�ect van de
kinetische parameter t kijken, zullen we zoals voorheen gedaan de bulk bekij-
ken zodat de topologische eigenschappen van de keten beter begrepen kunnen
worden.
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2.3.2 De bulk

In sectie 2.2.2 werd het SSH-model getransformeerd naar dek-ruimte in afwe-
zigheid van de kinetische term. Om de bulk van het compleet model te bekijken
kan het resultaat van dit gedeelte gebruikt worden, waarbij men enkel nog de
transformatie van de kinetische term apart moet toepassen. We beginnen bij

NX

n =1

ĉy
n;B ĉn;A =

1
N

NX

n =1

X

k

X

k 0

ĉy
k;B ĉk 0;A ei ( � k+ k 0)x n =

X

k

ĉy
k;B ĉk;A (111)

waarbij voor de hermitisch toegevoegde term simpelweg het hermitisch toege-
voegde kan genomen worden. Het tweede soort term dat men in de kinetische
energie terugvindt zijn de intersite tunneling termen, deze transformeren als

NX

n =1

ĉy
n;B ĉn +1 ;A =

1
N

NX

n =1

X

k

X

k 0

ĉy
k;B ĉk 0;A e� ikx n + ik 0x n +1 =

X

k

ĉy
k;B ĉk;A eika :

(112)

In beide transformaties werden weer de de�nities van de deltafunctie zoals in
(41) en (43) gebruikt. Herinner dat het golfgetal k, N verschillende waarden
kan aannemen in de eerste Brillouinzone, allemaal veelvouden van2�

L (39). De
Hamiltoniaan van het complete model in dek-ruimte kan volledig uitgeschreven
worden, gebruik makend van 46. We krijgen dan dat
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NV
g2

�
j� 2j2: (113)

waar men eraan wordt herinnerd dat e� k = e� 1 + e� ika e� 2. Analoog aan deze
de�nitie kunnen we ook de�ni •eren dat

T = t
�
1 + e� ika �

(114)

wat het schrijfwerk nog wat vermindert. De gemiddeld-veld Hamiltoniaan in de
k-ruimte kan weer in matrixvorm geschreven worden. Hiervoor introduceren we
volgende spinoren in dek-ruimte
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: (115)

Gebruik makend van deze spinoren wordt de Hamiltoniaan nu geschreven als

ĤMF = � 
̂ y
k H k 
̂ k +
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Dit laat ons toe om de matrixvorm van de Hamiltoniaan op te stellen, die gelijk
is aan

H k =

2

6
6
6
4

� T 0 e� k

T � � � e� �
k 0

0 � e� k � � � T
e� �

k 0 � T � � �

3

7
7
7
5

; (117)

waar gebruikt is dat
e� �

k = e� 1 + e� 2eika = e� � k : (118)

Ook hier is weer te zien dat wanneer men met de hoekpunten van deze matrix
een nieuwe 2� 2 matrix maakt, de Hamiltoniaan zoals in het SSH-model wordt
teruggevonden (49). Het doel is om deze matrix te diagonaliseren. Om inzicht te
krijgen in de oplossing, gaan we de matrix verder vereenvoudigen. Wanneer we
naar het model zonder kinetische term kijken als inspiratie, kunnen we proberen
te stellen dat � = 0. Dit reduceert het werk sterk en kan later in de nummer-
vergelijking nagekeken worden. Als de nummervergelijking geen oplossing heeft
zal � = 0 niet geldig zijn. De matrix

H k =

2

6
6
6
4

0 T 0 e� k

T � 0 � e� �
k 0

0 � e� k 0 � T
e� �

k 0 � T � 0

3

7
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(119)

wordt gediagonaliseerd tot

Ek =
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6
6
6
4

� " ( � )
k 0 0 0
0 " ( � )

k 0 0
0 0 � " (+)

k 0
0 0 0 " (+)

k

3

7
7
7
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(120)

waarbij de energieniveaus gegeven worden door

" ( � )
k =

q
j e� k � T j2 =

q
j e� ( � )

k j2

" (+)
k =

q
j e� k + Tj2 =

q
j e� (+)

k j2 (121)

welke volledig uitgeschreven kunnen worden als

" ( � )
k =

r
e� 2

1 + e� 2
2 + 2 e� 1 e� 2 cos(ka) + 2 t

�
t � e� 1 � e� 2

�
(1 + cos(ka))

" (+)
k =

r
e� 2

1 + e� 2
2 + 2 e� 1 e� 2 cos(ka) + 2 t

�
t + e� 1 + e� 2

�
(1 + cos(ka)) : (122)

Deze energieniveaus zijn erg gelijkaardig aan degene die we hiervoor zijn beko-
men (52). Het verschil is dat we de SSH energieniveaus eerst ontaard hebben,
waarna de energieniveaus opsplitsen onder invloed vant.
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Uit de diagonalisatie kunnen de eigenvectoren bepaald worden. Deze plaatsen
de Bogoliubov-operatoren in functie van de fermionische creatie- en annihila-
tie operatoren. Ook kunnen de eigenvectoren van de inverse transformatie hier
makkelijk uit bepaald worden, welke handiger zijn om de nummer- en kloofver-
gelijkingen op te lossen. De fermionische operatoren worden gegeven door
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k

�
�̂ y

� k;B + �̂ k;B

�i
(123)

wat op een relatief eenvoudige veralgemening van (61) lijkt, waar� = 0. Het
grootste verschil tussen het geval zonder de kinetische term is dat men de ener-
giesplitsingen krijgt waardoor de eigenvectoren een iets andere normering heb-
ben. De andere operatoren die nog in de spinor staan (115) zijn direct uit (123)
te halen.

2.3.3 Kloof- en nummervergelijkingen

De inverse Bogoliubov-transformatie is gekend. We kunnen de nummer- en
kloofvergelijkingen opstellen en oplossen. De de�nitie van deze vergelijkingen
blijft onveranderd, de nummervergelijking werd gede�ni•eerd als

N =
X

k

D
ĉy

k;A ĉk;A + ĉy
� k;B ĉ� k;B

E
(124)

wat zich uitwerkt tot

N =
X

k

"
(" ( � )

k )2 + j e� ( � )
k j2

4(" ( � )
k )2

+
(" (+)

k )2 + j e� (+)
k j2

4(" (+)
k )2

#

: (125)

Hierbij werden de verwachtingswaarden van de Bogoliubov-operatoren gebruikt
zoals hiervoor (62). Wat misschien een intimiderende uitdrukking lijkt, herwerkt
zich dankzij het feit dat ( " ( � )

k )2 = j e� ( � )
k j2, we krijgen dan

N =
X

k

�
1
2

+
1
2

�
=

X

k

1: (126)

Aangezien de som overk, N aantal elementen bevat is de nummervergelijking
al voldaan. Dit komt natuurlijk doordat we eerder al hebben gesteld dat � = 0,
zodat de diagonalisatie vereenvoudigd werd. Dit is een goed teken omdat het
bevestigt dat deze aanname wel degelijk klopt.
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Vervolgens kunnen ook de kloofvergelijkingen opgesteld en opgelost worden.
Herinner dat ze worden gegeven door

8
>><

>>:

� 1 =
g1

N
P

k



ĉ� k;B ĉk;A

�

� 2 =
g2

N
P

k



ĉ� k;B ĉk;A

�
eika :

(127)

De kloofvergelijkingen kunnen worden opgesteld door de verwachtingswaarden
in de sommatie te bepalen, welke meteen uitgerekend kunnen worden, resulte-
rend in

� 1 =
g1

N

X

k

"
e� (+)

k " ( � )
k + e� ( � )

k " (+)
k

4" (+)
k " ( � )

k

#

(128)

� 2 =
g2

N

X

k

"
e� (+)

k " ( � )
k + e� ( � )

k " (+)
k

4" (+)
k " ( � )

k

#

eika :

Er kan redelijk wat gesimpli�ceerd worden, we krijgen

� 1 =
g1

4N

X

k

"
e� (+)

k

" (+)
k

+
e� ( � )

k

" ( � )
k

#

(129)

� 2 =
g2

4N

X

k

"
e� (+)

k

" (+)
k

+
e� ( � )

k

" ( � )
k

#

eika :

Laat ons de vergelijkingen zo uitgebreid mogelijk uitschrijven zonder ze onover-
zichtelijk te maken

� 1 =
g1

4N

X

k

"
e� 1 + e� 2e� ika + t

�
1 + e� ika

�

" (+)
k

+
e� 1 + e� 2e� ika � t

�
1 + e� ika

�

" ( � )
k

#

(130)

� 2 =
g2

4N

X

k

"
e� 1eika + e� 2 + t

�
eika + 1

�

" (+)
k

+
e� 1eika + e� 2 � t

�
eika + 1

�

" ( � )
k

#

:

(131)

De noemers" ( � )
k zijn de norm van de tellers, te zien in (121). De kloofver-

gelijkingen met kinetische term inbegrepen transformeren naar een gewogen
gemiddelde tussen de gesplitste energieniveaus. Wanneert = 0 krijgen we weer
het resultaat van het SSH-model. De vergelijkingen moeten weer zelfconsistent
opgelost worden. Het probleem is dat wanneer men de vergelijkingen in func-
tie van e� 1=e� 2 wil krijgen, ook termen als t=e� 2 ge•�ntroduceerd worden. De
vergelijkingen moeten hierdoor opgelost worden naar beide parameters.
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Om de zelfconsistente vergelijking op te stellen merken we eerst op dat de zelf-
consistente velden � 1 en � 2 weer re•eel gesteld kunnen worden. Dezelfde re-
denering als in (72) kan gevolgd worden. Om de zelfconsistente vergelijking te
bepalen stellen we eerst dat

� =
e� 1

e� 2

en � =
t

e� 2

: (132)

Wanneer de kloofvergelijkingen vermenigvuldigd worden met hun schalingen
1 + NV

gj
, kan (130) gedeeld worden door (131), wat geeft dat

� =
g1 + NV
g2 + NV

T[�; � ]

T[�; � ]
(133)

waarbij

T[�; � ] =
X

k

"
� + � + (1 + � ) cos(ka)

� (+)
k

+
� � � + (1 � � ) cos(ka)

� ( � )
k

#

; (134)

T[�; � ] =
X

k

"
(� + � ) cos(ka) + 1 + �

� (+)
k

+
(� � � ) cos(ka) + 1 � �

� ( � )
k

#

: (135)

en

� ( � )
k =

p
� 2 + 1 + 2 � cos(ka) + 2 � (� � (� + 1)) (cos( ka) + 1) : (136)

De zelfconsistente vergelijking is opgesteld. Wanneer deze is opgelost kan men
de bandkloven berekenen via

� 1 =
g1

4N
T[�; � ] () e� 1 =

g1 + NV
4N

T[�; � ] (137)

� 2 =
g2

4N
T[�; � ] () e� 2 =

g2 + NV
4N

T[�; � ]: (138)

De werkwijze voor het oplossen van de bandkloven blijft eigenlijk onveranderd
tegenover het SSH-model zonder kinetische term. Het verschil is dat de vergelij-
kingen zelf meer ingewikkeld zijn. Voor volgend deel van de sectie is het mogelijk
om in de �guren, zonder verlies van algemeenheid te stellen datV = 0. Hierdoor
kan volledig naar het e�ect van de kinetische term t gekeken worden. We weten
namelijk al dat de verstrooiingsterm V de zelfconsistente velden schaalt naar
e� 1 en e� 2, die de rol van bandkloven over nemen. De niet geschaalde �1 en � 2

ondervinden een niet-triviale verandering door niet constante schalingen. Deze
veranderingen zijn echter niet belangrijk aangezien elke afhankelijkheid vane� 1

en e� 2 is.
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De oplossing van de zelfconsistente vergelijking� = e� 1=e� 2 in functie van de
modelparameters is te zien in �guur 18.

Figuur 18: Oplossingen van de zelfconsistente vergelijking� = e� 1=e� 2 in
functie van de modelparameters metV = 0. Door computationele limitaties
zijn de randen van het domein met oplossingen erg ruw. De zwarte lijn markeert
de punten waar � = 1 of e� 1 = e� 2.

De zelfconsistente vergelijking (133) krijgt initi•eel een groter domein waarop
een oplossing te vinden is, voor stijgende kinetische termt. Dit komt omdat
de vlakke band oplossing verdwijnt door invloed van de kinetische energie, de
energiebanden blijven een afhankelijkheid van het golfgetalk behouden (122).
Wanneer t te groot wordt zal dit domein weer kleiner worden, tot er geen op-
lossing meer te vinden is. De oorzaak hiervan is de energieverlaging die de
kinetische term geeft aan ongepaarde elektronen in de keten. Wanneer deze
term dominant wordt gemaakt, is het energetisch meer interessant om geen
Cooperparen meer te vormen. Dankzij de oplossingen van de zelfconsistente
vergelijking kunnen we ook de individuele bandkloven oplossen, te zien in �guur
19.

Figuur 19: Oplossingen van de individuele bandkloven vergelijking in functie
van de modelparameters metV = 0. Ook hier zorgen computationele limitaties
door erg ruwe randen op het domein van �1=g2.
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2.3.4 Topologische invarianten

Laat ons de topologische invariant bepalen voor we naar de energieniveaus in
functie van de koppelingen kijken, zodat we het topologisch domein al in reke-
ning kunnen houden. Herinner dat de gediagonaliseerde Hamiltoniaan gegeven
is door

Ek =

2

6
6
6
4

� " ( � )
k 0 0 0
0 " ( � )

k 0 0
0 0 � " (+)

k 0
0 0 0 " (+)

k

3

7
7
7
5

: (139)

Natuurlijk zijn dit twee verschillende energieniveaus, beiden met hun negatieve
tegenhanger. De topologische invariant zal voor beide energieniveaus apart be-
paald moeten worden, aangezien zij geen invloed op elkaar hebben. We moeten
dus eigenlijk kijken naar

E ( � )
k =

"
� " ( � )

k 0
0 " ( � )

k

#

en E (+)
k =

"
� " (+)

k 0
0 " (+)

k

#

: (140)

De Pfa�aan bepalen wordt weer gedaan door de matrices in antisymmetrische
vorm te plaatsen, zoals in 1.2.2. Door de basistransformaties op de energieni-
veaus toe te passen

i ~E ( � )
k = iME ( � )

k M y waar M =
1

p
2

�
1 1
i � i

�
(141)

worden

i ~E ( � )
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0 � " ( � )

k

" ( � )
k 0
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; i ~E (+)
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0 � " (+)
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" (+)
k 0
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: (142)

De determinanten zijn nu eenvoudig te bepalen

det
�

i ~E ( � )
k

�
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�
" ( � )

k

� 2
= j e� ( � )

k j2; det
�

i ~E (+)
k

�
=

�
" (+)

k

� 2
= j e� (+)

k j2 (143)

waar de uitdrukkingen van (121) gebruikt werden. De Pfa�anen voor beide
energieniveaus werken zich uit tot

Pf
�

i ~E ( � )
k

�
= j e� ( � )

k j; Pf
�

i ~E (+)
k

�
= j e� (+)

k j: (144)

Zoals eerder zullen de Pfa�anen enkel kunnen veranderen van teken wanneer
e� ( � )

k re•eel zijn, wat overeen komt met waar dek-waarden geen negatieve tegen-
hanger hebben. Wanneer we de Pfa�anen expliciet uitrekenen op deze waarden
bekomen we
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:

Pf
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i ~E ( � )
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Pf
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�=a
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= e� 1 � e� 2

: (145)
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De topologische invarianten voor de energieniveaus zijn te bepalen door het
product van de Pfa�anen per energieniveau te nemen

8
><

>:

Q( � ) = sgn
h�

e� 1 + e� 2 � 2t
� �

e� 1 � e� 2

�i

Q(+) = sgn
�

e� 1 � e� 2

� (146)

waar gebruikt is dat e� 1 + e� 2 + 2 t � 0, aangezien alle modelparameters steeds
positief gekozen worden. Voor de andere terme� 1 + e� 2 � 2t is het teken niet
meteen duidelijk. De bandkloven zijn namelijk niet constant onder vari•erende
t. Omdat het e�ect van de kinetsiche parameter op de bandkloven al gekend is,
is het wel mogelijk om deze vergelijking te visualiseren.

Figuur 20: Visualisatie van de vergelijking e� 1 + e� 2 � 2t met V = 0.

Het blijkt dat ook e� 1 + e� 2 � 2t � 0 altijd geldig is. Dit is toevallig net het
domein waaropt gekozen kan worden, opdat supergeleiding in de keten nog kan
bestaan. De topologische invarianten worden

8
><

>:

Q( � ) = sgn
�

e� 1 � e� 2

�

Q(+) = sgn
�

e� 1 � e� 2

� (147)

waardoor de fasetoestand in het model m�et of zonder kinetische term gelijk zijn
aan elkaar. We hebben weer volgende domeinen

ˆ g1 < g2; Q( � ) = Q(+) = 1 Triviale supergeleider

ˆ g1 > g2; Q( � ) = Q(+) = � 1 Topologische supergeleider .

Het toevoegen van de kinetische term zoals in (16) heeft geen e�ect op de topolo-
gische fasetoestand van de supergeleider. Enkel de relatie tussen de bandkloven
en de SSH-koppelingen wordt gemodi�ceerd door invloed van de kinetische pa-
rameter t.
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2.3.5 Energieniveaus

Ten slotte wordt gekeken naar de energieniveaus en de Blochbanden in het
compleet model. Hieruit kan de invloed van de kinetische term bekeken worden.
Laat ons starten met de energieniveaus voor een paar verschillende waarden van
t in de open keten te visualiseren.

Figuur 21: Energieniveaus voor de open keten voor verschillende waarden van
de kinetische parametert. Om duidelijk aan te tonen wat de e�ecten zijn, zijn
maar een fractie van de energieniveaus getoond.
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Men ziet dat vanaf de kinetische parameter wordt aangezet, de ontaarde ener-
gieniveaus opsplitsen. De twee verschillende energieniveaus die het topologisch
gedrag tonen worden onderscheidbaar. De lager ge•exciteerde niveaus converge-
ren samen naar eenzelfde punt ope� 1=e� 2 = t. Merk op dat het domein van
e� 1=e� 2 kleiner wordt naarmate t stijgt. Dit is natuurlijk een gevolg van het feit
dat 2t = e� 1 + e� 2 de rand opstelt waarin het model supergeleiding kan bevatten,
zoals te zien was in �guur 20.

Wanneer g1=g2 < 1 zal e� 1=e� 2 > 1, wat steeds een triviale supergeleider zal
voorstellen. Dit lijkt misschien raar aangezien voor t = 0 :2 de energieniveaus
terug naar de nulmode convergeren voor kleinereg1=g2. Dit kan beter begrepen
worden door van dicht bij te kijken naar het domein waarin het systeem super-
geleiding kan bevatten.

Figuur 22: Een gedetailleerde kijk op de rand van het supergeleidend domein.

Wanneer t = 0 :2 zal de minimale fractie van koppelingen die supergeleiding kan
cre•eren gelijk zijn aan g1=g2 = 0 :5. Ook is geweten dat de rand voor oplossin-
gen in de zelfconsistente vergelijking overeenstemt met de rand van een nieuw
topologisch domein, zoals in (146). Het systeem zal dus inderdaad naar een
topologisch systeem willen overgaan, deze fasetoestand is echter net onbereik-
baar.
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3 Tensornetwerken

3.1 Motivatie

Tensornetwerken laten toe om erg grote tensoren te schrijven als contracties in
een netwerk van kleinere tensoren. Het nut hiervan is dat de kleinere tensoren
makkelijker zijn om mee te werken, en op zich al lokale e�ecten kunnen beschrij-
ven. De kleine tensoren kunnen op hun beurt in een netwerk geplaatst worden,
wat betekent dat ze op een speci�eke wijze gecontraheerd worden. Dit tensor-
netwerk zal dan benaderend het e�ect van de grote tensor nabootsen. Om van
het tensornetwerk een goede benadering te maken, moeten natuurlijk de meest
dominante invloeden van de grote tensor in rekening gebracht worden. E�ecten
van de grote tensor die niet zo sterk zijn kunnen verwaarloosd worden, waardoor
informatie bespaard en benodigde rekenkracht verminderd wordt.

Stel bijvoorbeeld dat een bepaalde Hamiltoniaan op een kwantummechanisch
systeem invloeden beschrijft van het volledige systeem, maar de gewichten van
deze invloeden dalen exponenti•eel met afstand tussen lokale operatoren. Dan
kan een tensornetwerk gemaakt worden uit tensoren die enkel e�ecten van de
karakteristieke lengteschaal van het kwantumsysteem beschrijven. Wanneer alle
lokale e�ecten dan worden samengevoegd, heeft men met enkel lokale e�ecten en
contracties ertussen nog een goede beschrijving van de complete Hamiltoniaan.

In deze sectie zullen we stap per stap de nodige bouwstenen geven om ten-
sornetwerken te kunnen begrijpen. We beginnen bij notatie en tensorrekening
en eindigen met een paar tensornetwerken die van pas komen in kwantumme-
chanische systemen. Hierna kunnen ze expliciet gebruikt worden.

3.2 Inleiding tot tensornetwerken

3.2.1 Tensornetwerk notatie

Een tensornetwerk kan zo groot gemaakt worden als men maar wil. Omdat de
standaard wiskundige notatie van tensorcontracties met contractie van de indi-
ces snel onleesbaar zal worden, zal overgestapt moeten worden op een diagram
notatie ge•�ntroduceerd door Roger Penrose [18]. In de tensornetwerk notatie
kan men verschillende wiskundige objecten voorstellen zoals in �guur 23.

i

a b a c

b

v M T

Figuur 23: Verschillende wiskundige objecten in tensornetwerk notatie. Van
links naar rechts hebben we een vectorv met componentenvi , matrix M met
componentenM ab en een rang-3 tensorT met componentenTabc.
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3.2.2 Tensorrekening

Laat ons verder gaan met het manipuleren van tensoren in tensornetwerk no-
tatie. Zoals in �guur 23 te zien heeft een rang-N tensor steedsN verschillende
\beentjes". Deze beentjes zijn de visuele weergave van de indices van de tensor.
Men kan een tensorcontractie construeren door deze beentjes aan elkaar aan te
sluiten. Op deze manier is het mogelijk om een aantal basis operaties te visua-
liseren zoals getoond in onderstaande tabel.

Operatie Tensornotatie Tensornetwerk

~v � ~w vi wi
i

v w

M~v M ij vj
j

i M v

AB A ij B jk
j

i kA B

Tr[ A] A ii

i

A

Tr[ AB ] A ij B ji
j

i

A B

X ( i ) 
 Y( j )
| {z }

Tensorproduct

X i 1 ;:::;i r 
 Yj 1 ;:::;j s

( i ) ( j )

X YX Y =

( i ) ( j )

X 
 YX 
 Y

Tabel 1: Tensornotatie (indexnotatie) en tensornetwerk notaties van een aantal
basisoperaties.

De gra�sche notatie door beentjes te verbinden om een contractie uit te voeren
is duidelijk. Men kan dit nu veralgemenen tot een tensornetwerk met arbitrair
veel tensoren van arbitraire rang. In deze voorbeelden werden expliciet alle in-
dices aangegeven op de tensornetwerken. Dit hoeft niet, dummy indices worden
uitgesommeerd en hoeven niet expliciet een naam te krijgen. Indices die niet
worden uitgesommeerd, de externe indices, hoeven ook niet per se een naam te
krijgen aangezien deze simpelweg allemaal verschillend moeten zijn. Dit is in
het tensornetwerk al duidelijk omdat het beentjes zijn die niet worden vastge-
koppeld. Nu de basisblokken van de tensornetwerken gelegd zijn is het tijd om
ze speci�ek te implementeren in kwantummechanica.
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3.3 Tensornetwerken in kwantummechanica

Ook in kwantummechanica kunnen tensornetwerken goed van pas komen om
benodigde informatie te reduceren. Stel een kwantumsysteem metN sites, elke
site kan een deeltje bevattenj1i of leeg zijn j0i . Met 2 con�guraties per site
en N sites zullen er in totaal 2N con�guraties gemaakt kunnen worden in het
systeem. Dit is de dimensie van de Hilbertruimte, die alle basisvectoren van het
kwantumsysteem bevat. Een willekeurige toestand op deze Hilbertruimte wordt
geschreven als

j	 i =
X

s1 ;s2 ;:::;s N

cs1 ;s2 ;:::;s N js1s2 : : : sN i si 2 f 0; 1g: (148)

waarbij een superpositie van elke basisvector in het systeem kan gemaakt worden
met bijhorende gewichten. Het is duidelijk dat wanneerN stijgt, de benodigde
informatie om toestanden in het systeem te beschrijven exponenti•eel stijgt. Er
zal al snel erg veel rekenkracht benodigd zijn om operaties uit te voeren op deze
toestanden, wat niet praktisch zal zijn. Dit is de reden dat we in vorige delen
de gemiddeld veld benadering gebruikten.

Bepaalde symmetrie•en in het systeem kunnen gebruikt worden om benaderin-
gen te maken zodat de benodigde informatie gereduceerd wordt, met minimale
invloed op het eindresultaat. In BCS-theorie heeft men de deeltjes-gaten sym-
metrie en vorming van Cooperparen, waardoor de BCS-gol�unctie kan worden
gebruikt

j� BCS i =
N= 2Y

k=1

(uk j00i + vk j11i ) : (149)

Dit soort gol�unctie noemt men een producttoestand aangezien men letterlijk
een tensorproduct tussen kleinere gol�uncties neemt

j	 i =
O

k

j� k i : (150)

Men heeft in BCS-theorie nog maar 2 parameters per gereduceerde gol�unctie.
Het is duidelijk dat door de natuur van de producttoestand de benodigde in-
formatie slechts lineair stijgt met het aantal sites N . Het probleem met een
reductie tot producttoestanden nemen is dat invloeden van kwantumverstren-
geling niet in rekening gebracht kunnen worden. Kwantumverstrengeling wordt
namelijk gede�ni •eerd als

j	 verstrengeld i 6= j 1i 
 j  2i : (151)

Een verstrengelde toestand is dus letterlijk een kwantumtoestand die niet als
producttoestand geschreven kan worden. In sommige systemen speelt verstren-
geling een belangrijke rol waardoor het reduceren tot producttoestanden een te
sterke benadering wordt. Hier komen de tensornetwerken van pas. Dankzij een
tensornetwerk beschrijving van de gol�unctie is het mogelijk om deze te reduce-
ren tot een quasi producttoestand terwijl verstrengeling nog steeds in rekening
gebracht kan worden.
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3.3.1 Matrixproducttoestanden

De matrixproducttoestand is een beschrijving van een kwantumtoestand via ma-
trixproducten. Matrixproducten hebben meer vrijheid dan het product tussen
scalairen. Als men bijvoorbeeld 2 scalairen wil vermenigvuldigen en als uitkomst
nul krijgen, moet minstens �e�en van deze scalairen zelf gelijk zijn aan nul. Wan-
neer daarentegen twee matrices, allebei verschillend van nul, vermenigvuldigd
worden is het toch mogelijk om de nulmatrix te verkrijgen, bijvoorbeeld

�
a 0
b 0

� �
0 0
c d

�
=

�
0 0
0 0

�
: (152)

De essentie is duidelijk, door matrices in de producten van de basistoestanden
te gebruiken heeft men meer vrijheid in het afstellen van de co•e�ci •enten van de
producten. Omdat de samengestelde gol�unctie geen matrices als co•e�ci •enten
kan bevatten moet men nog een operatie gebruiken om van de matrixproduc-
ten een scalair te maken, bijvoorbeeld het spoor. Via deze manier kan een
matrixproducttoestand dus voorgesteld worden als

j	 MPS i = Tr

"
rY

k=1

A (bk )
k jbk i

#

: (153)

Op elke bk wordt een Einstein sommatie uitgevoerd over de basis. Merk op dat
jbk i 6= jsk i zoals in (148). Men kan een basis kiezen tussen bijvoorbeeld twee
sites, dan is

jbk i 2 fj 00i ; j01i ; j10i ; j11ig terwijl jsk i 2 fj 0i ; j1ig : (154)

Het is belangrijk te vermelden dat op elke positiek, de basisjbk i in principe
een verschillende basis kan gebruiken. Dit maakt de matrixproducttoestand in-
gewikkelder om te beschrijven en zal in deze thesis niet van pas komen. Apart
van dit kan elke matrix A (bk )

k verschillende dimensies hebben, zolang er maar
een matrixproduct en spoor van alle matrices genomen kan worden. Elk ma-
trixproduct tussen naburige kets jbj i krijgt een getal � j toegewezen, dit is de
bindingsdimensie. Deze laat elk matrixproduct dus lopen vani j = 1 ; : : : ; � j .
De co•e�ci •ent van een bepaalde ket

jbi = jb1b2 : : : br i (155)

in de matrixproducttoestand wordt dan

Tr

"
rY

k=1

A (b)
k

#

= Tr
h
A (b1 )

1 A (b2 )
2 : : : A (br )

r

i

=
�

A (b1 )
1

�

i r ;i 1

�
A (b2 )

2

�

i 1 ;i 2

: : :
�

A (br )
1

�

i r � 1 ;i r

(156)

De bindingsdimensies leggen dus meteen de dimensies van de matrices in de ma-
trixproducttoestand vast. Een keuze die kan worden gemaakt is om alle matrices
vierkant te maken. Op deze manier bevat de MPS slechts �e�en bindingsdimensie
� en wordt het opstellen en uitrekenen van de MPS vereenvoudigd.

53



Als tensornetwerk kan een matrixproducttoestand geschreven worden als

b1 b2 br

j	 i

: : :

= i 1 i 2

b1 b2 br

i r

A 1 A 2 : : : A r
i r � 1 : (157)

In het algemeen kan niet elke tensorj	 i in het linkerlid geschreven worden als
een MPS. Elk beentje in de tensorj	 i in het linkerlid heeft dimensie 4 (zoals in
uitdrukking 154), waardoor de volledige tensor 4r elementen bevat. Dit schaalt
exponentieel met r . Echter, de matrixproducttoestand bestaat uit r tensoren
met elks een vast aantal elementen, zodat de hoeveelheid elementen in de MPS
lineair schaalt met r . Dit heeft de MPS gemeenschappelijk met producttoestan-
den, maar de MPS kan wel verstrengeling beschrijven. De MPS kan uiteraard
niet de volledige Hilbertruimte van veeldeeltjestoestanden beschrijven, maar de
hoop is dat het in staat is om de juiste hoeveelheid verstrengeling in rekening
te brengen. Is er meer verstrengeling nodig, dan moet de bindingsdimensie ver-
hoogd worden.

Matrixproducttoestanden kunnen een moeilijk begrip zijn, daarom zullen we
op dit moment eens terugkijken naar de BCS-gol�unctie om via een voorbeeld
te tonen hoe ze er uit kunnen zien. Omdat de BCS-gol�unctie een producttoe-
stand is, is het automatisch een matrixproducttoestand

j� BCS i =
N= 2Y

k=1

(uk j00i + vk j11i ) = Tr

"
rY

k=1

A (bk )
k jbk i

#

: (158)

De basisketsjbk i zijn voor elke k gelijk, het zijn basistoestanden per 2 sites, dus

jbk i 2 fj 00i ; j01i ; j10i ; j11ig () j bk i =

0

B
B
B
@

jb(1)
k i

jb(2)
k i

jb(3)
k i

jb(4)
k i

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

j00i

j01i

j10i

j11i

1

C
C
C
A

: (159)

De matrices bijhorend bij jbk i zijn 1 � 1 matrices, scalairen dus

A (1)
k = uk ; A (2)

k = 0 ; A (3)
k = 0 ; A (4)

k = vk : (160)

Het spoor van de matrixproducten, wat nu producten van scalairen zijn, wordt
triviaal. Het is duidelijk dat de BCS-gol�unctie een matrixproducttoestand is
met bindingsdimensie� = 1. Omdat de bindingsdimensie 1 is kan verstrengeling
niet in rekening gehouden worden.
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Stel dat een systeem translatie-invariant is, dan zal er geen verschil meer zijn in
de matrices A (bk )

k per gekozen basisjbk i . Dit betekent dat een matrixproduct-
toestand dan geschreven wordt als

j	 MPS i = Tr

"
rY

k=1

A (bk )
k jbk i

#

= Tr

"
rY

k=1

A (bk ) jbk i

#

(161)

waarbij ook elke basisketjbk i dezelfde basis voorstelt. Wanneer men bijvoor-
beeld translatiesymmetrie oplegt op de BCS-gol�unctie wordt verkregen dat

j� BCS i =
N= 2Y

k=1

(u j00i + v j11i ) : (162)

Voor een systeem metN = 4 sites kan dit expliciet uitgeschreven worden als

j� BCS i = u2 j0000i + uv j0011i + uv j1100i + v2 j1111i : (163)

Zoals ook in 1.1.2 gezien bevat de BCS-gol�unctie geen behoud van aantal deel-
tjes. Wanneer men een projectie zou maken op de 2-deeltjes toestanden in de
BCS-gol�unctie wordt

�̂ (2) j� BCS i = j� (2)
BCS i =

1
p

2
(j0011i + j1100i ) : (164)

Dit is een verstrengelde toestand. Er bestaan geen scalairenu en v waardoor
we dit in dezelfde vorm als (163) kunnen schrijven. We weten ook dat ma-
trixproducttoestanden w�el verstrengelde toestanden kunnen cre•eren. Is het dan
mogelijk om deze toestand als een matrixproducttoestand te schrijven? Laat
ons denken wat de eigenschappen van deze MPS zouden moeten zijn. Een alge-
mene MPS met translatiesymmetrie, die enkel Cooperparen bevat, met 2 sites
voor de paren. We hebben dan

j	 MPS i = Tr

"
2Y

k=1

(U j00i + V j11i )

#

= Tr[ U2] j0000i + Tr[ UV] j0011i + Tr[ V U] j1100i + Tr[ V 2] j1111i :
(165)

Uit (164) zijn de condities op de co•e�ci •enten te halen, deze zijn

Tr[ U2] = 0 ; Tr [ UV] = Tr [ V U] =
1

p
2

; Tr[ V 2] = 0 : (166)

Waarbij de cyclische eigenschap van het spoor is gebruikt. Omdat het spoor
van de gekwadrateerde matrices weg moet vallen kunnen we matrices maken die
gekwadrateerd al nul zijn. Uit deze eigenschappen kan een (niet unieke) keuze
gemaakt worden zoals

U =
1

21=4

�
0 1
0 0

�
en V =

1
21=4

�
0 0
1 0

�
: (167)

55



Gebruik makend van deze matrices wordt inderdaad verkregen dat

j	 MPS i = Tr

"
2Y

k=1

(U j00i + V j11i )

#

=
1

p
2

(j0011i + j1100i ) = j� (2)
BCS i : (168)

Tot nu toe werden matrixproducttoestanden gemaakt door het spoor van een
matrixproduct te nemen, waardoor de gol�unctie uiteindelijk een scalaire voor-
factoren heeft. Men hoeft hiervoor niet per se het spoor te nemen, elke operatie
die van de matrixproducten een scalair kan maken werkt ook. Het is bijvoor-
beeld mogelijk om een MPS te cre•eren als

j	 MPS i = L

"
rY

k=1

A (bk )
k jbk i

#

R (169)

waarbij L een rijvector en R een kolomvector voorstellen. Als tensornetwerk
wordt dit

b1 b2 br

j	 i

: : :

= i 1 i 2

b1 b2 br

i j
L RA 1 A 2 : : : A r

i r � 1 :

(170)
Dit heeft zijn voor- en nadelen. Op zich is een spoor meestal eenvoudiger om te
gebruiken omdat men enkel naar diagonaalelementen moet kijken en het spoor
cyclische permutatiesymmetrie bevat. Wanneer de contractie wordt genomen
via vectoren heeft men meer vrijheid om te kiezen hoe de voorfactoren bepaald
worden omdat het mogelijk is om meer te speci�•eren welke co•e�ci •ent men uit
het matrixproduct wil halen.
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3.3.2 Verstrengelingsentropie

Stel dat men een MPS opstelt als volgt

j	 MPS i = Tr

"
rY

k=1

(Ak j00i + Ak j11i )

#

: (171)

De matrices die gekozen zijn per toestand in de basisket zijn gelijk, waardoor
de MPS al deels kan worden uitgerekend als

j	 MPS i = Tr

"
rY

k=1

Ak

#
rY

k=1

(j00i + j11i ) = N
rY

k=1

(j00i + j11i ) ; (172)

waar N een normeringsfactor voorstelt. Op zich is dit normaal aangezien men
geen onderscheid maakt tussen de toestanden die de basiskets kunnen aanne-
men, de eindtoestand zal dus een gelijk gewichts gol�unctie worden tussen alle
mogelijke toestanden. De MPS reduceert zich tot een producttoestand in dit
geval.

Stel dat men een parameter� invoert die de matrices kan instellen om gelijk te
zijn aan elkaar, of verschillend. Dan zou men de verstrengeling in het systeem
met deze parameter kunnen instellen. Neem ons voorbeeld van hiervoor

j	 MPS i = Tr

"
2Y

k=1

(U j00i + V j11i )

#

; (173)

waarbij nu

U =
1
2

�
0 1 + �

1 � � 0

�
en V =

1
2

�
0 1� �

1 + � 0

�
: (174)

Wanneer � = 0 zijn de matrices gelijk, wanneer � = 1 verkrijgen we op een
normeringsfactor na (168). Wanneer met deze keuze van matrices de MPS
wordt uitgerekend wordt verkregen dat

j	 MPS i =
1 � � 2

2
j0000i +

1 + � 2

2
j0011i +

1 + � 2

2
j1100i +

1 � � 2

2
j1111i ; (175)

waarbij 1+ � 2

2 = (1+ � )2 +(1 � � )2

4 . De genormeerde gol�unctie wordt

j	 N
MPS i =

1

2
p

1 + � 4

�
(1 + � 2)( j0011i + j1100i ) + (1 � � 2)( j0000i + j1111i )

�
:

(176)
Men kan nu kiezen om van de kwantumtoestand een verstrengelde toestand te
maken, of niet. Omdat kwantummechanica beschreven wordt met lineaire al-
gebra zullen toestanden die \dicht bij elkaar" liggen zich gelijkaardig gedragen.
Een toestand met � � 0 zal dan niet erg verschillen van de� = 0 producttoe-
stand. Laat ons de entropie van de kwantumtoestand kwanti�ceren.
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De verstrengelingsentropie van een kwantumtoestand geeft ons een maat van
hoe verstrengeld de subtoestanden met elkaar zijn. Dit kan men kwanti�ceren
door de gereduceerde dichtheidsmatrix van de subtoestanden te bekijken. De
dichtheidmatrix van het volledige systeem wordt bepaald door

�̂ = j	 i h	 j : (177)

Stel dat de kwantumtoestand j	 i bestaat uit een deel subsystemenjbk i , zoals
ook in de MPS het geval is. De gereduceerde dichtheidsmatrix wordt

�̂ r = Tr
r � 1

[�̂ ] =
X

b1

X

b2

: : :
X

br � 1

hb1b2 : : : br � 1 j	 i h	 j b1b2 : : : br � 1i (178)

waarbij men het spoor neemt over alle subsystemenjbk i , buiten diegene die
bekeken wordt. De verstrengelingsentropie is nu een maat van onzekerheid op
de dichtheidsmatrix van het subsysteemjbr i en wordt bepaald met

S(�̂ r ) = � Tr[ �̂ r ln �̂ r ]: (179)

Tijd om te kijken naar de invloed van onze parameter� op de verstrengelingsen-
tropie. De dichtheidsmatrix in ons geval is eenvoudig te bepalen via een tensor-
product zoals

�̂ MPS = j	 N
MPS i h	 N

MPS j (180)

met j	 N
MPS i te vinden in (176). Dit kan in matrixvorm geschreven worden als

� =
1

4(1 + � 4)

2

6
6
4

(1 � � 2)2 1 � � 4 1 � � 4 (1 � � 2)2

1 � � 4 (1 + � 2)2 (1 + � 2)2 1 � � 4

1 � � 4 (1 + � 2)2 (1 + � 2)2 1 � � 4

(1 � � 2)2 1 � � 4 1 � � 4 (1 � � 2)2

3

7
7
5 : (181)

De gereduceerde dichtheidsmatrix vinden we nu door een parti•ele spoor te nemen
over �e�en van de 2 basissenfj 00i ; j01i ; j10i ; j11ig k . We krijgen

� 1 =
1

2(1 + � 4)

�
1 + � 4 1 � � 4

1 � � 4 1 + � 4

�
=

1
2

"
1 1� � 4

1+ � 4

1� � 4

1+ � 4 1

#

: (182)

Omdat we het logaritme van deze matrix willen nemen om de entropie te be-
palen kunnen we best de gereduceerde dichtheidsmatrix diagonaliseren. De
eigenwaarden zijn op het zicht te zien, nu wordt

� 1 =
1
2

"
1 + 1� � 4

1+ � 4 0

0 1� 1� � 4

1+ � 4

#

: (183)

Het logaritme van de matrix kan men nu uitrekenen als

ln � 1 =
1
2

2

4
ln

�
1 + 1� � 4

1+ � 4

�
0

0 ln
�

1 � 1� � 4

1+ � 4

�

3

5 : (184)
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