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HOOFDSTUK 1

Topologie, rijen en reeksen

Dit hoofdstuk legt belangrijke begrippen zoals metrische en genormeerde
ruimten, open en gesloten verzamelingen, rijen en reeksen uit. Dit zijn stan-
daardbegrippen in de één- en hoger-dimensionale calculus. Bijkomende toe-
lichting kan men in bijna elk standaardboek over ‘Calculus’ en ‘multiva-
riable Calculus’ vinden. De boeken van Marsden & Weinstein [MaWe2],
Rudin [Rudin] en Forster [Forster1] bevatten delen van het materiaal. De
oude cursustekst van Bob Lowen bevat in het bijzonder topologische aspec-
ten. Veel voorbeelden en oefeningen kan men in [Stewart] vinden.

1. Notaties

Eerst herhalen we enkele notaties en definities.

N betekent de natuurlijke getallen {1, 2, 3, 4 . . . } en N0 := {0, 1, 2, . . . }
omvat ook nul. Z := {· · · − 2,−1, 0, 1, 2 . . . } zijn de gehele getallen, Q
de rationale getallen en R de reële getallen. Men definieert bijkomend
R≥0 := {r ∈ R | r ≥ 0} en R>0 := {r ∈ R | r > 0}. Analoog wordt R≤0,
R<0, Q≥0, Q>0 enz. gedefinieerd. Rn := {(r1, . . . , rn) | r1, . . . , rn ∈ R} is de
n-dimensionale reële ruimte.

A := B betekent dat de term A gedefinieerd is door de term B.

C :⇔ D betekent dat de uitspraak C gedefinieerd is door de uitspraak D.

2. Metrische en genormeerde ruimten

Het doel van deze paragraaf is het uitbreiden van de begrippen ‘afstand’ en
‘lengte’ naar meer algemene ruimten. De volgende definities zijn gemoti-
veerd door de eigenschappen van de absolute waarde op R.

Definitie 1.1. Stel X een verzameling. Een functie d : X × X → R≥0 is
een metriek als de volgende eigenschappen gelden:
(1) Scheidingseigenschap:

∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0 ⇔ x = y.
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(2) Symmetrie:
∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x).

(3) Driehoeksongelijkheid:
∀x, y, z ∈ X : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

d(x, y) is de uitbreiding van de ‘afstand’ |x − y| in R. We definiëren

Definitie 1.2. Een verzameling X uitgerust met een metriek d wordt een
metrische ruimte genoemd en door (X, d) genoteerd. X is de drager of
onderliggende verzameling van (X, d).

We beschouwen nu enkele voorbeelden.

Voorbeeld 1.3. 1) De euclidische metriek in R wordt geı̈nduceerd
door de absolute waarde via d : R × R→ R≥0, d(x, y) := |x − y|.

2) De euclidische metriek in Rn is

dE : Rn × Rn → R≥0, dE(x, y) :=

√√
n∑

i=1

(xi − yi)2

waarbij x = (x1, . . . , xn) en y = (y1, . . . , yn).
3) De sommetriek in Rn is

dΣ : Rn × Rn → R≥0, dΣ(x, y) :=
n∑

i=1

|xi − yi|

waarbij x = (x1, . . . , xn) en y = (y1, . . . , yn).
4) De supremummetriek in Rn is

d∞ : Rn × Rn → R≥0, d∞(x, y) := sup{|xi − yi| | 1 ≤ i ≤ n}

waarbij x = (x1, . . . , xn) en y = (y1, . . . , yn).

Nu beschouwen we het algemene begrip voor ‘lengte’ van vectoren.

Definitie 1.4. Stel X een reële vectorruimte. Men noemt de functie

‖ ‖ : X → R≥0

een norm als de volgende eigenschappen gelden:
(1) Positief definiet:
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∀x ∈ X : ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.
(2) Positief homogeen:

∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.
(3) Driehoeksongelijkheid:

∀x, y ∈ X : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

‖x‖ is de ‘lengte’ van een vector x ∈ X en wordt de ‘norm van x’ genoemd.

Definitie 1.5. Een genormeerde ruimte (X, ‖ ‖) is een reële vector-
ruimte X uitgerust met een norm ‖ ‖. Hierbij noemt men X de drager of
onderliggende verzameling van de genormeerde ruimte.

Er bestaat een verband tussen normen en metrieken die we in de volgende
uitspraak beschrijven.

Opmerking 1.6. Stel (X, ‖ ‖) een genormeerde ruimte. Dan is

d : X × X → R≥0, d(x, y) := ‖x − y‖

de zogenoemde geassocieerde metriek op X en (X, d) is een metrische
ruimte.

Het bewijs laten we over aan de lezer.

Voorbeeld 1.7. De metrieken dE, dΣ en d∞ zijn de geassocieerde me-

trieken van de euclidische norm ‖x‖E :=
√∑n

i=1 x2
i , de somnorm

‖x‖Σ :=
∑n

i=1 |xi| en de supremumnorm ‖x‖∞ := sup1≤i≤n |xi| in Rn.

Opgelet:

Opmerking 1.8. Niet alle metrieken zijn geassocieerde metrieken, d.w.z.,
er bestaan metrieken waarvoor men geen norm kan vinden om de me-
triek als geassocieerde metriek te schrijven.
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Bewijs. We beschouwen in Rn de discrete metriek gegeven door

dD(x, y) :=
{ 0 voor x = y,

1 voor x , y.

We willen aantonen dat er geen norm bestaat waarvan dD de geassoci-
eerde metriek is. Veronderstel dat toch een norm ‖ ‖ bestaat met dD(x, y) =

‖x − y‖. Nu beschouwen we twee punten x , y met x, y , 0 en λ ∈ R met
0 , |λ| , 1. Dan volgt

1 = d(λx, λy) = ‖λx − λy‖ = ‖λ(x − y)‖ = |λ| ‖x − y‖ = |λ| dD(x, y) = |λ|

wat een tegenspraak levert omdat |λ| , 1 geldt volgens de voorwaarden.
Dus kan dD geen geassocieerde metriek zijn. �

Dus zijn metrieken ‘meer algemeen’ dan normen. Nu geven we een voor-
beeld voor normen in functieruimten.

Voorbeeld 1.9. 1) Stel X := L (Rn,Rm) := {L : Rn → Rm | L lineair}
en ‖L‖op := sup{‖L(x)‖ | ‖x‖ ≤ 1} waarbij ‖ ‖ een van de normen
‖ ‖E, ‖ ‖Σ en ‖ ‖∞ is. Dan is (X, ‖ ‖op) een genormeerde ruimte en ‖ ‖op
heet operatornorm.

2) Stel X := C0([0, 1],R) := { f : [0, 1] → R | f continu} en defini-
eer ‖ f ‖ := sup{| f (x)| | x ∈ [0, 1]}. Dan is (X, ‖ ‖) een genormeerde
ruimte en ‖ ‖ heet supremumnorm van continue functies.

We laten het bewijs over aan de lezer. (Wat voor een probleem krijgen we
als we boven [0, 1] door R willen vervangen?)

Bekende eigenschappen van de absolute waarde gelden ook voor metrieken:

Lemma 1.10. Stel (X, d) een metrische ruimte, n ∈ N en x, y, z,
x1, . . . , xn ∈ X. Dan geldt:
1) d(x1, xn) ≤

∑n
i=2 d(xi−1, xi).

2) |d(x, z) − d(z, y)| ≤ d(x, y).

Bewijs. 1) Evident: iteratieve toepassing van de driehoeksongelijkheid.
2) De driehoeksongelijkheid impliceert

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) en d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z)
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en met behulp van de symmetrie kunnen we afschatten:

d(x, z) − d(z, y) ≤ d(x, y) + d(y, z) − d(z, y) = d(x, y)
d(y, z) − d(x, z) ≤ d(y, x) + d(x, z) − d(x, z) = d(y, x).

Dus volgt |d(x, z) − d(z, y)| ≤ d(x, y). �

Analoog vindt men voor genormeerde ruimten

Lemma 1.11. Stel (X, ‖ ‖) een genormeerde ruimte, n ∈ N en
x, y, x1, . . . , xn ∈ X. Dan geldt
1)

∥∥∥∑n
i=1 xi

∥∥∥ ≤ ∑n
i=1 ‖xi‖.

2) | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x − y‖.

3. Open en gesloten verzamelingen

Nu zullen we verschillende fundamentele eigenschappen van verzamelin-
gen bestuderen. In het bijzonder willen we nu symmetrische intervallen van
de vorm ]x − r, x + r[ ⊆ R uitbreiden naar hogere dimensies.

Definitie 1.12. Stel (X, d) een metrische ruimte, x ∈ X en r ∈ R>0. De
verzameling

B(x, r) := {y ∈ X | d(x, y) < r}
wordt de open bol met middelpunt x en straal r genoemd. Voor r = 1
noemt men B(x, 1) de open eenheidsbol.

Opgelet: Soms worden in de literatuur andere conventies gebruikt. Bijvoor-
beeld wordt de notatie B(x, r) soms ook voor de gesloten eenheidsbol ge-
bruikt.

Voorbeeld 1.13. De eenheidsbol van de euclidische metriek is een
‘echte, ronde n-dimensionale bol’. De eenheidsbol van de sommetriek
is een ‘n-dimensionale kubus die op een hoek staat’ en de eenheidsbol
van de supremummetriek is een ‘n-dimensionale kubus’.

Het begrip ‘open’ bestaat niet alleen voor bollen. In feite kan men het begrip
‘open interval’ in R rechtstreks uitbreiden naar ‘open (deel)verzamelingen’
in meer algemene ruimten.
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Definitie 1.14. Stel (X, d) een metrische ruimte en A ⊆ X.
1) A ⊆ X is open als er voor alle x ∈ A een r(x) > 0 bestaat zodat

B(x, r(x)) ⊆ A.
2) x ∈ A is een inwendig punt van A als er r > 0 bestaat zodat

B(x, r) ⊆ A.
3) Å := Int(A) := {x ∈ A | x inwendig punt van A} is het inwendige

(‘interior’) van de verzameling A.

Per definitie geldt altijd Int(A) ⊆ A, maar de relatie ⊇ geldt alleen als A zelfs
open is zoals we later zullen zien.

Voorbeeld 1.15. Stel a, b ∈ R met a < b. Dan is ]a, b[ open, maar
]a, b], [a, b[ en [a, b] niet. Het inwendige van ]a, b[, ]a, b], [a, b[ en [a, b]
is ]a, b[.

Stel A een collectie deelverzamelingen in (X, d). De verzameling

∩A :=
⋂
A∈A

A := {x ∈ X | ∀ A ∈ A : x ∈ A}

wordt de doorsnede van A genoemd. De verzameling

∪A :=
⋃
A∈A

A := {x ∈ X | ∃ A ∈ A : x ∈ A}

is de vereniging of unie van A .

Lemma 1.16. Stel (X, d) een metrische ruimte en A ⊆ X.
1) X en de lege verzameling ∅ zijn open.
2) De unie van een willekeurig aantal open verzamelingen is open.
3) De doorsnede van een eindig aantal open verzamelingen is open. De

doorsnede van een oneindig aantal open verzamelingen hoeft niet
open te zijn (voorbeeld: {0} =

⋂
n∈N

]
−1

n ,
1
n

[
is niet open in (R, dE)).

4) Int(A) is de grootste open verzameling in A.
5) A open⇔ A = Int(A).
6) B(x, r) is open voor alle x ∈ X en r > 0.

We laten het bewijs over aan de lezer.
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Definitie 1.17. Stel (X, d) een metrische ruimte.
1) Ac := X \ A := {x ∈ X | x < A} is het complement van A in X.
2) A ⊆ X is gesloten als Ac open is.
3) x ∈ X is een afsluitingspunt van A als voor alle r > 0 de doorsnede

B(x, r) ∩ A niet leeg is.
4) Ā := {x ∈ X | x afsluitingspunt van A} wordt de afsluiting van A

genoemd.

Per definitie geldt A ⊆ Ā, maar de relatie ⊇ geldt alleen als A zelfs gesloten
is zoals we later zullen zien.

Voorbeeld 1.18. Stel a, b ∈ (R, | |) en a < b. Dan is [a, b] gesloten,
maar ]a, b], [a, b[ en ]a, b[ niet. a is een afsluitingspunt van ]a, b] dat
niet in ]a, b[ ligt en analoog voor b en [a, b[. Verder vinden we ]a, b[ =

]a, b] = [a, b] = [a, b] = [a, b].

Gesloten en open ‘duale’ concepten – vergelijk hirevoor volgende uitspraak
met Lemma 1.16.

Lemma 1.19. Stel (X, d) een metrische ruimte en A ⊆ X.
1) X en ∅ zijn gesloten (en open!).
2) De doorsnede van een willekeurig aantal gesloten deelverzamelin-

gen is gesloten.
3) De vereniging van een eindig aantal gesloten deelverzamelingen is

gesloten. De vereniging van een oneindig aantal hoeft niet gesloten
te zijn (voorbeeld

⋃
n∈N

[
1
n , 1 −

1
n

]
= ]0, 1[ is open voor (R, dE)).

4) Ā is de kleinste gesloten verzameling die A bevat.
5) A gesloten⇔ A = Ā.
6) {y ∈ X | d(x, y) ≤ r} wordt gesloten bol met middelpunt x en straal

r genoemd en is gesloten voor alle x ∈ X en r > 0.

We laten het bewijs over aan de lezer. Het is analoog aan het bewijs van
Lemma 1.16.
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Opmerking 1.20. Opgelet: Er bestaan verzamelingen die zowel open als
gesloten zijn (voorbeeld: X, ∅), maar er bestaan ook verzamelingen die
noch open, noch gesloten zijn (voorbeeld: ]a, b] ⊂ (R, | |)).

Als A een deelverzameling van (X, d) is, kan men A ook met een metriek
uitrusten en dus een nieuwe metrische ruimte krijgen. Dat werkt ook voor
genormeerde ruimten. Preciezer:

Definitie 1.21. Stel d een metriek en ‖ ‖ een norm in X en A ⊆ X. Dan
worden door

dA : A × A→ R≥0, dA(x, y) := d(x, y)

‖ ‖A : A→ R≥0, ‖x‖A := ‖x‖

een metriek dA en een norm ‖ ‖A in A gedefinieerd. dA en ‖ ‖A worden
de geı̈nduceerde metriek resp. norm genoemd. Objecten in A met be-
trekking tot de geı̈nduceerde metriek worden met de index ‘A’ uitgerust,
d.w.z. BA(x, r) is de bol met straal r gemeten door de metriek dA in A
enz.

In deze cursus hebben we niet genoeg tijd om de hele theorie en conse-
quenties van de begrippen open en gesloten te discussiëren. Dat gebeurt
in de cursus Topologie in 2e Bachelor. Ten opzichte van de geı̈nduceerde
metriek merken we op:

Lemma 1.22. Stel (X, d) een metrische ruimte en stel A ⊆ X, x ∈ A en
r > 0. Dan geldt:
1) BA(x, r) := {y ∈ A | d(x, y) < r} = B(x, r) ∩ A.
2) {y ∈ A | d(x, y) ≤ r} = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r} ∩ A.
3) U ⊆ A open in A⇔ ∃ V ⊆ X open zodat U = V ∩ A.
4) U ⊆ A gesloten in A⇔ ∃ V ⊆ X gesloten zodat U = V ∩ A.

Het bewijs is overgelaten aan de lezer (of zie Topologie in 2e Bachelor).

Voorbeeld 1.23. Stel (X, d) := (R, | |) en A := [a, b] ⊂ R een gesloten
interval en a < z < b. Dan is [a, z[ ⊂ [a, b] open ten opzichte van de
geı̈nduceerde metriek dA := | | in A. Opgelet: [a, z[ is niet open in (R, | |).
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Bewijs. Gegeven A = [a, b], kiezen we een y < a en schrijven [a, z[ =

[a, b] ∩ ]y, z[. Omdat ]y, z[ open in (R, | |) is, is volgens Lemma 1.22
[a, z[ = A ∩ ]y, z[ open in (A, dA). Intuı̈tief: de rand van A is geen rand
voor de geı̈nduceerde metriek omdat de geı̈nduceerde metriek alles ‘relatief
vergeleken met A’ beschouwt. �

Nu leggen we een belangrijk voorbeeld uit dat toont hoe vreemd metrische
ruimten kunnen zijn.

Voorbeeld 1.24. In (R2, d∞) beschouwen we de deelverzameling

A := {(0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1)}

en rusten A met de geı̈nduceerde metriek dA := (d∞)A uit. Dan geldt
voor alle x, y ∈ A met x , y dat dA(x, y) = 1 en dat

B(x, r) ∩ A = BA(x, 1) , {y ∈ A | d(x, y) ≤ r},

d.w.z. de afsluiting van de eenheidsbol is echt kleiner dan de afgesloten
eenheidsbol!

Bewijs. De definities van A en d∞ impliceren dA(x, y) = 1 voor alle x, y ∈ A
met x , y. Dus geldt BA(x, 1) = {x}. Uit deel 3) van Lemma 1.22 volgt met

V = B
(
x, 1

2

)
resp. B

(
x, 1

2

)
dat {x} = BA(x, 1) = BA(x, 1) open en gesloten is.

Verder geldt {y ∈ A | d(x, y) ≤ r} = A zodat

BA(x, 1) , {y ∈ A | d(x, y) ≤ r}.

�

Dit motiveert waarom we de afgesloten bol niet B̄ hebben genoemd. Maar
in ‘onze standaardsituaties’ komen de afgesloten bol en de afsluiting van de
bol overeen:

Opmerking 1.25. Voor (Rn, d) met d ∈ {dE, dΣ, d∞} een voor alle x ∈ Rn

en r > 0 geldt
B(x, r) = {y ∈ Rn | d(x, y) ≤ r}.

Het bewijs laten we over aan de lezer.
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4. Rijen: Convergentie en Cauchyrijen

In deze paragraaf zij (X, d) altijd een metrische ruimte waarop we een spe-
ciale klasse afbeeldingen zullen beschouwen.

Definitie 1.26. Een rij in X is een afbeelding

x : N→ X, n 7→ x(n) =: xn.

Dit korten we meestal af door (xn)n∈N ∈ X of (xn)n ∈ X.

In feite zijn rijen dus functies met definitiegebied N.

Voorbeeld 1.27. 1) De constante rij x : N→ R, xn := 2.
2) x : N→ R, xn := 1

2n.
3) De meetkundige rij van z ∈ R gegeven door

x : N→ R, xn(z) := zk.
4) x : N→ R2, xn := (2

√
n, n2 + 3).

Als men nu het gedrag op lange termijn wil bestuderen, dan is het nuttig,
rijen met ‘super goed gedrag’ wiskundig te karakteriseren.

Definitie 1.28. Een rij (xn)n in (X, d) convergeert naar x ∈ X, geno-
teerd xn → x of limn→∞ xn = x, als

∀ ε > 0 ∃ N = N(ε) ∈ N : ∀ n ≥ N : xn ∈ B(x, ε),

d.w.z. d(xn, x) < ε. Het punt x is de limiet van (xn)n. Een rij die con-
vergeert wordt convergent genoemd. Niet-convergente rijen worden di-
vergent genoemd.

‘Convergent’ betekent intuı̈tief: gegeven ε > 0, dan kunnen we altijd een
van ε afhangende index N(ε) vinden zodat vanaf N := N(ε) alle termen xn in
B(x, ε) liggen, d.w.z. afstand kleiner dan ε van x hebben, d.w.z. d(xn, x) < ε.
Deze observatie vatten we samen in

Opmerking 1.29. Er geldt:

lim
n→∞

xn = x in (X, d) ⇔ lim
n→∞

d(xn, x) = 0 in (R, | |).
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Als men met meerdere convergente rijen (en dus meerdere, verschillende
N) werkt is de volgende formulering nuttig.

Notatie 1.30. We definiëren ‘voor bijna alle n ∈ N’ door ‘voor alle
n ∈ N behalve een eindig aantal’ (wat equivalent is met ‘vanaf een
zekere index’).

Rijen met limiet gelijk aan nul noemt vaak nulrijen. We beschouwen nu
een belangrijk voorbeeld voor zo een rij:

Voorbeeld 1.31. De rij (xn)n∈N ∈ (R, | |) gegeven door xn := 1
n heet

harmonische rij en er geldt limn→∞
1
n = 0.

Bewijs. Stel ε > 0 en kies N > 1
ε

wat ε > 1
N impliceert. Vanaf n ≥ N geldt

dan de afschatting ε > 1
N ≥

1
n =

∣∣∣1
n − 0

∣∣∣, d.w.z. limn→∞
1
n = 0. �

Men kan in Voorbeeld 1.31 goed zien hoe de index N van ε afhangt: voor
ε := 1

4 werkt N = 5, voor ε := 1
10 werkt eerst N = 11.

Voorbeeld 1.32. De volgende rij (xn)n in (R, | |) is divergent:

xn :=
{ 1, als n even,
−1, als n oneven.

Bewijs. Stel x ∈ R en neem aan dat xn → x. Kies ε := 1
2 . Maar volgens de

definitie van (xn)n∈N ligt dan ten minste elk tweede term xn niet in B
(
x, 1

2

)
,

d.w.z. voor alle N ∈ N bestaat er n ≥ N zodat xn < B
(
x, 1

2

)
. Dus bestaat er

geen x waarnaar xn kan convergeren. �

De rij in het voorgaande voorbeeld schijnt intuı̈tief naar ‘twee limieten te
convergeren’. We zullen onmiddelijk zien dat de limiet van een rij altijd
uniek is zodat ‘naar twee verschillende limieten convergeren’ niet mogelijk
is, d.w.z. voor het fenomeen in Voorbeeld 1.32 hebben we nieuwe notaties
nodig die we later ook zullen definı̈eren.

Propositie 1.33. Als de limiet van een rij bestaat dan is de limiet uniek.
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Bewijs. Stel (xn)n, x, y ∈ X en neem aan dat xn → x en xn → y.
Mogelijkheid 1: We willen direct aantonen dat x = y geldt. Stel ε > 0. De
convergentie van xn → x en xn → y impliceert dat voor alle ε̃ > 0

∃ Nx ∈ N : ∀n ≥ Nx : d(x, xn) < ε̃,
∃ Ny ∈ N : ∀n ≥ Ny : d(y, xn) < ε̃.

Nu kies 0 < ε̃ < ε
2 . Voor n ≥ N := max{Nx,Ny} krijgen we met behulp van

de driehoeksongelijkheid

d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y) < ε̃ + ε̃ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Omdat we ε > 0 willekeurig klein kunnen kiezen moet d(x, y) = 0 gelden
zodat x = y volgt.
Mogelijkheid 2: We willen indirect via tegenspraak aantonen dat x = y
geldt. Hiervoor veronderstellen we eerst dat x , y geldt. De convergentie
van xn → x en xn → y impliceert dat voor alle ε > 0

∃ Nx ∈ N : ∀n ≥ Nx : d(x, xn) < ε,
∃ Ny ∈ N : ∀n ≥ Ny : d(y, xn) < ε,

d.w.z. vanaf N := max{Nx,Ny} geldt dat xn ∈ B(x, ε) en xn ∈ B(y, ε). Dit
impliceert in het bijzonder B(x, ε)∩ B(y, ε) , ∅ omdat vanaf N alle xn in de
doorsnede zitten. Maar voor ε := 1

4d(x, y) > 0 geldt B(x, ε) ∩ B(y, ε) = ∅

wat een tegenspraak is. �

Nu voeren we een notatie in om het ‘convergentieprobleem’ van Voorbeeld
1.32 op te lossen.

Definitie 1.34. Stel (xn)n ∈ (X, d). Een punt x ∈ (X, d) wordt adheren-
tiepunt of ophopingspunt van (xn)n genoemd als

∀ ε > 0,∀ M ∈ N ∃ n ≥ M : xn ∈ B(x, ε).

In deze situatie zeggen we ook dat (xn)n aan x adhereert.

De notatie ophopingspunt correspondeert met Engels accumulation point
of Duits Häufungspunkt terwijl adherentiepunt van het Frans point
d’adhérence komt.

Intuı̈tief is een adherentiepunt van (xn)n∈N een punt x zodat voor alle wil-
lekeurig kleine bollen B(x, ε) en voor alle willekeurig grote ‘referentie-
indices’ M nog altijd een index n ≥ M bestaat zodat de term xn minder
dan ε afstand van x heeft. Als men deze situatie voor ε → 0 en M → ∞

bestudeert, krijgt men dus een rij punten xn(ε,M) die dichter en dichter bij x
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zitten. We zullen later zien dat deze nieuwe rij, die een ‘deel’ is van de oude
rij (xn)n∈N, inderdaad naar x convergeert.

Voorbeeld 1.35. 1) De rij in Voorbeeld 1.32 heeft exact twee adheren-
tiepunten, namelijk +1 en −1.

2) xn := n heeft geen adherentiepunt.
3) 0 is de enige adherentiepunt van de divergente rij

xn :=
 1

n , als n even,
n, als n oneven.

Vanwege de definitie van het adherentiepunt ligt in elke willekeurig kleine
omgeving van het adherentiepunt een term van de rij. Dus ‘convergeert’ een
‘deel’ van de rij ‘naar het adherentiepunt’. We preciseren deze intuı̈tie nu.

Definitie 1.36. Stel (xn)n ∈ X en stel (nk)k een strikt stijgende rij in N,
d.w.z. n1 < n2 < n3 < . . . . Dan wordt de rij (xnk)k deelrij van (xn)n

genoemd. Anders geformuleerd: Een deelrij (xnk)k van een rij (xn)n is in
feite een nieuwe rij (x̃k)k∈N met x̃k := xnk .

Nu beschouwen we enkele voorbeelden.

Voorbeeld 1.37. 1) Stel (xn)n de rij van Voorbeeld 1.32 en nk := 2k.
Dan is (x̃k)k = (x2k)k de constante rij

x̃1 = x2 = 1, x̃2 = x4 = 1, x̃3 = x6 = 1, x̃4 = x8 = 1 . . .

2) Zij (xn)n gegeven door xn = n + 1. De deelrij (x̃k)k := (xnk)k met nk :=
k2 is x̃1 = x1 = 2, x̃2 = x4 = 5, x̃3 = x9 = 10, x̃4 = x16 = 17 . . .

Nu komen we tot het verband tussen adherentiepunten en deelrijen.

Propositie 1.38. x ∈ X is een adherentiepunt van (xn)n ∈ X als en
slechts als er een deelrij (xnk)k van (xn)n bestaat met limk→∞ xnk = x.

Bewijs. ‘⇐’ evident vanwege de definitie van convergentie.
‘⇒’ Als x een adherentiepunt van (xn)n is, dan is B

(
x, 1

k

)
∩ {xn | n ∈ N} , ∅

voor alle k ∈ N. We beginnen met k = 1. Noem de index van de eerste term
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die in B(x, 1) ligt n1. Voor k = 2 kies de eerste term na xn1 die in B
(
x, 1

2

)
ligt

en noem de index n2. Iteratief krijgen we dus

nk := min
{
n ∈ N | n ≥ nk−1 + 1, xn ∈ B

(
x, 1

k

)}
wat een deelrij (nk)k levert. Voor alle ε = 1

k > 0 geldt dat voor alle m ≥
k de termen xnm per constructie in B

(
x, 1

k

)
liggen, d.w.z. de deelrij (xnk)k

convergeert naar x. �

Adherentiepunten zijn een uitbreiding van limieten zoals de volgende uit-
spraak toont.

Opmerking 1.39. 1) Een limiet is een adherentiepunt. Preciezer, de li-
miet van een convergente rij is het enige adherentiepunt van de rij.

2) Omgekeerd is een adherentiepunt de limiet van een deelrij, maar
meestal niet van de hele rij (behalve de hele rij convergeert).

Het bewijs is evident. Nu beschouwen we een nieuwe klasse rijen die voor
het convergentieconcept van belang zijn.

Definitie 1.40. (xn)n ∈ (X, d) is een Cauchyrij als

∀ ε > 0 ∃ N = N(ε) ∈ N : ∀ p, q ≥ N : d(xp, xq) < ε.

Cauchyrijen zijn vernoemd naar de Franse wiskundige Augustin Louis Cau-
chy (1789 - 1857). Intuı̈tief zitten bij Cauchyrijen alle termen vanaf een
zekere index heel dicht bij elkaar – min of meer zoals bij een convergente
rij, maar we weten toch niet of er in feite een limiet bestaat. Inderdaad ko-
men de begrippen ‘Cauchyrij’ en ‘convergente rij’ niet altijd overeen. Een
richting is toch duidelijk:

Propositie 1.41. Een convergente rij is een Cauchyrij.

Bewijs. Stel ε > 0 en zij xn → x . Dan bestaat er N = N( ε2 ) ∈ N zodat voor
alle n ≥ N geldt d(x, xn) < ε

2 . De driehoeksongelijkheid levert nu voor p,
q ≥ N de afschatting d(xp, xq) ≤ d(xp, x) + d(x, xq) < ε

2 + ε
2 = ε. �

Het volgende voorbeeld is nuttig om uit te leggen waarom Cauchyrijen niet
altijd convergeren.
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Voorbeeld 1.42 (Heron’s wortelbenadering). Stel c ∈ R>0. Dan con-
vergeert de iteratief gedefinieerde rij

x1(c) := 1, xn+1(c) :=
1
2

(
xn(c) +

c
xn(c)

)
in (R, | |) naar

√
c.

Bewijs. Convergentie van (xn(c))n tonen we aan in Voorbeeld 1.63 en
limn→∞ xn(c) =

√
c bewijzen we in Voorbeeld 1.57. �

Deze methode voor het benaderen van wortels is vernoemd naar de Griekse
wiskundige en ingenieur Heron van Alexandria (10 - 70 n.Chr.).

Propositie 1.43. Een Cauchyrij is niet noodzakelijk convergent.

Bewijs. Stel c ∈ Q≥0 zodat
√

c ∈ R \ Q en beschouw de rij (xn(c))n van
Voorbeeld 1.42 in (Q, | |) waar deze welgedefinieerd is. De rij (xn(c))n con-
vergeert in (R, | |) naar

√
c, maar niet in (Q, | |) ⊂ (R, | |) omdat de limiet

uniek is en
√

c < Q. Vermits (xn(c))n in (R, | |) convergeert, is (xn(c))n een
Cauchyrij in (R, | |). Hetzelfde ε enzovoort werkt ook in (Q, | |) zodat (xn(c))n

ook een Cauchyrij in (Q, | |) is. Maar (xn(c))n convergeert niet in (Q, | |). �

Deze observatie leidt tot volgende definitie.

Definitie 1.44. Een metrische ruimte (X, d) wordt volledig genoemd
als elke Cauchyrij in X convergeert (d.w.z. de limiet bestaat en ligt in
X). Volledige genormeerde ruimten worden vaak Banachruimten ge-
noemd.

Banachruimten zijn vernoemd naar de Poolse wiskundige Stefan Banach
(1892 - 1945). De definitie impliceert onmiddelijk:

Gevolg 1.45. In volledige metrische/genormeerde ruimten geldt:
(xn)n Cauchyrij⇔ (xn)n convergeert.

Natuurlijk geldt
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Voorbeeld 1.46. (R, | |) is volledig. Preciezer: (R, | |) is de vervolledi-
ging van (Q, | |) ten opzichte van Cauchyrijen.

Bewijs. Dat werd/wordt in een van de andere vakken in 1e Bachelor bewe-
zen. �

5. Rijen: Limietregels en convergentiecriteria

In deze paragraaf willen we eigenschappen van convergente (deel)rijen be-
studeren en criteria voor convergentie van (deel)rijen vinden.

Definitie 1.47. 1) (xn)n ∈ (R, | |) is naar boven (resp. beneden) be-
grensd als er c ∈ R bestaat zodat voor alle n ∈ N geldt xn ≤ c (resp.
xn ≥ c).

2) De rij (xn)n ∈ (R, | |) is begrensd als (xn)n naar boven en beneden
begrensd is.

3) (xn)n ∈ (X, d) is begrensd
:⇔ ∃ x ∈ X en ∃ c > 0 : ∀ n ∈ N : d(xn, x) ≤ c.

We vinden onmiddelijk

Voorbeeld 1.48. 1) De rij xn := (cos(n), sin(n)) ∈ (R2, dE) is begrensd.
2) De rij xn := (−1)nn ∈ (R, | |) is niet begrensd.
3) De rij xn := n ∈ (R, | |) is naar beneden begrensd.
4) De rij xn := −n ∈ (R, | |) is naar boven begrensd.

Het supremum van een verzameling A ⊆ R is de kleinste bovengrens van
A waar sup A = ∞ toegelaten is. Analoog is het infimum van een verzame-
ling A ⊆ R de grootste ondergrens van A waar inf A = −∞ toegelaten is.
Als sup A resp. inf A in A liggen dan worden ze maximum en mimimum
genoemd, genoteerd max A en min A.

In verband met (on)begrensde rijen is de volgende definitie van belang.
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Definitie 1.49 (Bovenlimiet en onderlimiet). Stel (xn)n∈N ∈ (R, | |).
Dan definiëren we de bovenlimiet (limes superior) van (xn)n door

lim sup
n→∞

xn := inf
n∈N

(
sup
k≥n

xk

)
∈ [−∞,+∞]

en de onderlimiet (limes inferior) van (xn)n door

lim inf
n→∞

xn := sup
n∈N

(
inf
k≥n

xk

)
∈ [−∞,+∞].

Natuurlijk geldt altijd lim infn→∞ xn ≤ lim supn→∞ xn.

Opgelet: Het infimum/supremum van de verzameling {xn | n ∈ N} komt
meestal niet overeen met de onderlimiet/bovenlimiet van (xn)n!

Voorbeeld 1.50. 1) Stel xn := (−1)nn ∈ (R, | |). Dan:
lim infn→∞ xn = −∞ en lim supn→∞ xn = +∞.

2) Stel xn := n ∈ (R, | |). Dan:
lim infn→∞ xn = +∞ = lim supn→∞ xn.

3) De rij

xn :=

 1 + 1
n als n even,

− 1
n als n oneven.

voldoet aan
−1 = inf{xn | n ∈ N} < lim infn→∞ xn = 0,

1 = lim supn→∞ xn < sup{xn | n ∈ N} = 3
2 .

4) Stel xn := 1
n . Dan: lim infn→∞ xn = lim supn→∞ xn = limn→∞ xn = 0.

Begrensde rijen in (R, | |) hebben de volgende belangrijke eigenschap.

Propositie 1.51. Zij (xn)n een begrensde rij in (R, | |). Dan geldt

−∞ < lim inf
n→∞

xn ≤ lim sup
n→∞

xn < +∞

en lim infn→∞ xn resp. lim supn→∞ xn zijn in feite de kleinste resp. groot-
ste adherentiepunten van (xn)n.

Bewijs. Stap 1: De begrensdheid van (xn)n impliceert dat

A := {x ∈ R | x adherentiepunt van (xn)n}
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begrensd is. Wegens de volledigheid van R en de begrensdheid van A
bestaan de grootste ondergrens inf A > −∞ en de kleinste bovengrens
sup A < +∞. We willen bewijzen dat inf A en sup A in A liggen (d.w.z.
ze zijn het kleinste en het grootste adherentiepunt) en dat ze overeenkomen
met de onderlimiet en bovenlimiet van (xn)n.
Stap 2: Stel ε > 0. Omdat sup A de kleinste bovengrens van A is bestaat er
x ∈ A met x ∈ ] sup A− ε

2 , sup A+ ε
2 [. Per definitie is x een adherentiepunt van

(xn)n, dus bestaat er een deelrij die naar x convergeert. In het bijzonder zitten
daarmee oneindig veel termen in ] sup A− ε, sup A + ε] voor alle ε > 0. Dus
is sup A een adherentiepunt en ligt dus in A. Verder is de rij x̃m := sup{xn |

n ≥ m} dalend en beschrijft het supremum van de rij (xn)n vanaf de index
m. Als (x̃m)m > sup A + ε

2 voor alle m dan krijgen we een tegenspraak omdat
we dan een adherentiepunt moeten hebben die groter dan sup A is. Analoog
kan ook niet (x̃m)m < sup A − ε

2 gelden omdat er anders geen deelrij kan
bestaan die tegen sup A convergeert. Dus moet x̃m ∈ ] sup A − ε

2 , sup A + ε
2 [

gelden voor bijna alle m, d.w.z.

lim sup
m→∞

xm = inf{x̃m | m ∈ N} ∈ ] sup A − ε, sup A + ε [

voor alle ε > 0 zodat in feite lim supm→∞ xm = sup A geldt. Analoog con-
cluderen we de bewering voor de onderlimiet. �

We beschouwen

Voorbeeld 1.52. Stel

xn :=


1, als n = 4m,
−1, als n = 4m + 1,

n, als n = 4m + 2,
−n, als n = 4m + 3,

voor m ∈ N.

De rij is onbegrensd met lim infn→∞ xn = −∞ en lim supn→∞ xn = +∞.
Maar er bestaan twee adherentiepunten met eindige waarden, namelijk
1 en −1.

De volgende uitspraak is heel nuttig.

Propositie 1.53. Een convergente rij is begrensd. In het bijzonder zijn
dus onbegrensde rijen divergent.
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Bewijs. Stel ε > 0. Wegens de convergentie limn→∞ xn = x bestaat er N ∈ N
zodat voor alle n ≥ N geldt xn ∈ B(x, ε). De verzameling {xn | 1 ≤ n < N}
heeft maar eindig veel elementen zodat r := max{d(xn, x) | 1 ≤ n < N} < ∞.
We stellen R := max{ε, r} en vinden xn ∈ B(x,R) voor alle n ∈ N. �

Er bestaan regels hoe limieten zich gedragen ten opzichte van optellen, ver-
menigvuldigen, delen en scalaire vermenigvuldiging.

Propositie 1.54 (Limietregels). Stel (xn)n, (yn)n, x, y ∈ (R, | |), λ, µ ∈ R
en xn → x en yn → y. Dan geldt
1) (λxn + µyn)→ λx + µy,
2) (xnyn)→ xy,
3) Als x , 0 dan is xn , 0 voor bijna alle n ∈ N en 1

xn
→ 1

x .

Bewijs. 1) en 3) laten we over aan de lezer.
2) Stel ε > 0. We moeten aantonen dat er N(ε) ∈ N bestaat zodat voor alle
n ≥ N(ε) geldt |xnyn − xy| < ε.
De rij xn is convergent, dus begrensd, d.w.z. er bestaat r > 0 zodat |xn| < r
voor alle n ∈ N. We stellen R := max{r, |y|}. Omdat xn → x en yn → y
convergeren, geldt verder

∀ ε̃ > 0 ∃ N(ε̃, x) ∈ N : ∀ n ≥ N(ε̃, x) : |xn − x| < ε̃,
∀ ε̃ > 0 ∃ N(ε̃, y) ∈ N : ∀ n ≥ N(ε̃, y) : |yn − y| < ε̃.

Als we in het bijzonder ε̃ := ε
2R kiezen, krijgen we volgende afschatting

voor alle n ≥ N(ε) := max
{
N

(
ε

2R , x
)
,N

(
ε

2R , y
)}

:

|xnyn − xy| = |xnyn − xny + xny − xy| = |xn(yn − y) + (xn − x)y|
≤ |xn(yn − y)| + |(xn − x)y| = |xn| |yn − y| + |xn − x| |y|
< R ε

2R + ε
2RR = ε.

Dit impliceert (xnyn)→ xy. �

Als men in een bewijs zoals boven ‘andere epsilons’ (hier ε̃ genoemd) ge-
bruikt, wordt het toch vaak korter opgeschreven, bijvoorbeeld zoals volgt:

Beknopte bewijs van Propositie 1.54 (Limietregels): 2) Stel ε > 0. De rij
(xn)n is convergent, dus begrensd, d.w.z. er bestaat r > 0 zodat |xn| < r voor
alle n ∈ N. We stellen R := max{r, |y|}. Er geldt xn → x en yn → y. Voor alle
ε > 0 bestaat er dus N ∈ N zodat voor alle n ≥ N geldt: |xn − x| < ε

2R en
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|yn − y| < ε
2R . Dan geldt voor alle n ≥ N

|xnyn − xy| = |xnyn − xny + xny − xy| = |xn(yn − y) + (xn − x)y|
≤ |xn(yn − y)| + |(xn − x)y| = |xn| |yn − y| + |xn − x| |y|
< R ε

2R + ε
2RR = ε.

�

Propositie 1.58 (Insluitstelling) geldt ook in meer algemene ruimten:

Opmerking 1.55. Deze limietregels voor optellen, scalaire vermenigvul-
diging, vermenigvuldiging en delen laten zich makkelijk uitbreiden tot
metrische ruimten (X, d) zolang deze operaties gedefinieerd zijn.

De limietregels zijn inderdaad nuttig:

Voorbeeld 1.56.

lim
n→∞

n3 + 3n + 1
3n3 + n2 + 2

= lim
n→∞

n3
(
1 + 3 · 1

n ·
1
n + 1

n ·
1
n ·

1
n

)
n3

(
3 + 1

n + 2 · 1
n ·

1
n ·

1
n

) 1.54
=

1
3

omdat 1
n naar nul convergeert.

In Voorbeeld 1.42 waren we een rij tegengekomen waarvan we nog de con-
vergentie moeten aantonen.

Voorbeeld 1.57 (Heron’s wortelbenadering). Stel c > 0. Als de itera-
tief gedefinieerde rij

x1(c) := 1, xn+1(c) :=
1
2

(
xn(c) +

c
xn(c)

)
convergeert dan geldt limn→∞ xn(c) =

√
c.

Dat de rij inderdaad convergeert zullen we in Voorbeeld 1.63 bewijzen.

Bewijs van Voorbeeld 1.57. Stel limn→∞ xn(c) =: x(c) > 0 (in het bewijs
van Voorbeeld 1.63 zullen we zien dat xn(c) ≥

√
c geldt en dus x(c) ≥
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√
c > 0). Dan geldt

x(c) = lim
n→∞

xn(c) = lim
n→∞

xn+1(c) = lim
n→∞

1
2

(
xn(c) +

c
xn(c)

)
1.54
=

1
2

(
lim
n→∞

xn(c) +
c

limn→∞ xn(c)

)
=

1
2

(
x(c) +

c
x(c)

)
.

Oplossen naar x(c) levert x(c) =
√

c. �

Omdat het vaak erg moeilijk is convergentie met behulp van de oorspron-
kelijke definitie aan te tonen leggen we nu enkele convergentiecriteria uit.
Een van de belangrijkste criteria is

Propositie 1.58 (Insluitstelling of Sandwichstelling).
1) Zij (xn)n, (zn)n ∈ (R, | |) convergent en xn ≤ zn voor bijna alle n ∈ N.

Dan geldt limn→∞ xn ≤ limn→∞ zn.
2) Stel (xn)n, (yn)n, (zn)n ∈ (R, | |) en xn ≤ yn ≤ zn voor bijna alle n ∈ N

en er bestaat limn→∞ xn = limn→∞ zn. Dan geldt: (yn)n convergeert en

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn.

3) Stel (xn)n, (zn)n ∈ (R, | |) en (xn)n onbegrensd. Verder zij |xn| ≤ |zn|

voor bijna alle n ∈ N. Dan is ook (zn)n onbegrensd en dus divergent.

Opgelet: xn < zn voor bijna alle n ∈ N impliceert niet de strikte ongelijkheid
limn→∞ xn < limn→∞ zn. Een eenvoudig voorbeeld is xn := 0 en zn := 1

n voor
alle n ∈ N met limn→∞ xn = 0 = limn→∞ zn.

Bewijs van Propositie 1.58 (Insluitstelling). 1) Laten we aannemen dat
x := limn→∞ xn > limn→∞ zn =: z. Kies ε := x−z

2 > 0. Omdat xn → x en
zn → z geldt bestaan er Nx,Nz ∈ N zodat ∀ n ≥ Nx geldt |xn − x| < ε en
∀ n ≥ Nz geldt |zn − z| < ε. Daarom geldt voor alle n ≥ max{Nx,Nz}

zn < z + ε =
x + z

2
= x − ε < xn.

Dit is een tegenspraak omdat xn ≤ zn voor bijna alle n ∈ N.
2) volgt met behulp van 1).
3) volgt uit Propositie 1.53. �

Met behulp van Propositie 1.58 (Insluitstelling) laat zich het volgende be-
wijzen.

Voorbeeld 1.59. 1) Voor p > 0 geldt limn→∞
n
√

p = 1.
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2) limn→∞
n
√

n = 1

Bewijs. 1) Stap 1: Het geval p = 1 is evident.
Stap 2: Zij nu p > 1. Dan volgt 1 < n

√
p =: 1 + cn met cn > 0 voor alle

n ∈ N. We herhalen de betekenis van binomiaalcoëfficiënten(
n
k

)
:=

n!
k!(n − k)!

met (a + b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
a(n−k)bk

en schatten af

p = (1 + cn)n =

(
n
0

)
1nc0

n +

(
n
1

)
1n−1c1

n + · · · +

(
n
n

)
10cn

n ≥ 1 + ncn.(1.60)

Dit impliceert p−1
n ≥ cn ≥ 0 en dus volgt met Propositie 1.58 (Insluitstelling)

limn→∞ cn = 0. Daarom krijgen we

lim
n→∞

n
√

p = lim
n→∞

(1 + cn) 1.54
= 1 + 0 = 1.

Stap 3: Nu zij 0 < p < 1. We stellen q := 1
p > 1 zodat wegens Stap 2

limn→∞
n
√

q = 1 geldt. Nu volgt

1 =
1
1

=
1

limn→∞
n
√

q
1.54
= lim

n→∞

1
n
√

q
= lim

n→∞

1
1
n√p

= lim
n→∞

n
√

p.

2) laten we over aan de lezer. �

Nu beschouwen we

Definitie 1.61. Een rij (xn)n ∈ (R, | |) is stijgend als xn ≤ xn+1 ∀ n ∈ N.
Een rij (xn)n ∈ (R, | |) is strikt stijgend als xn < xn+1 ∀ n ∈ N. Analoog
is dalend en strikt dalend gedefinieerd.

Als men maar één rij ter beschikking heeft dan moet deze rij zelfs aan meer
eigenschappen voldoen om convergentiegedrag te hebben.

Propositie 1.62. Een stijgende, naar boven begrensde rij convergeert.
Evenzo convergeert een dalende, naar beneden begrensde rij.

Bewijs. Zij (xn)n ∈ (R, | |) stijgend en naar boven begrensd. Dan is

A := {xn | n ∈ N} ⊂ R
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begrensd en in het bijzonder, wegens de volledigheid van R, bestaat sup A <
∞ . We tonen nu aan dat limn→∞ xn = sup A geldt. Er zijn twee mogelijkhe-
den dit te bewijzen:
Mogelijkheid 1: Omdat (xn)n in feite ook naar beneden begrensd is impli-
ceert Propositie 1.51 dat sup A het grootste adherentiepunt van (xn)n is.
Propositie 1.38 levert de existentie van een deelrij (xnk)k → sup A, d.w.z.
voor alle ε > 0 bestaat er een K ∈ N zodat voor alle k ≥ K geldt
xnk ∈ ] sup A − ε, sup A + ε[. Nu geldt verder xn ≤ xn+1 voor alle n ∈ N.
Dus geldt in feite voor alle n ≥ nK dat xn ∈ ] sup A − ε, sup A + ε[, d.w.z.
xn → sup A.
Mogelijkheid 2: sup A is per definitie de kleinste bovengrens van A. Dus
bestaat er voor alle ε > 0 een K = K(ε) ∈ N met

xK ∈ ] sup A − ε, sup A + ε[.

Omdat (xn)n stijgt geldt in feite xn ∈ ] sup A − ε, sup A + ε[ voor alle n ≥ K.
Dus geldt xn → sup A. �

De volgende voorbeelden zijn een klassieke toepassing van Propositie 1.62.

Voorbeeld 1.63.
1) (Heron’s wortelbenadering) Stel c > 0. Dan convergeert de itera-

tief gegeven rij

x1(c) := 1, xn+1(c) :=
1
2

(
xn(c) +

c
xn(c)

)
en heeft limn→∞ xn(c) =

√
c.

2) (Benadering van de exponentiële functie) Stel c ∈ R en defini-
eer xn(c) :=

(
1 + c

n

)n
. Deze rij convergeert naar exp(c) waarbij

exp : R → R>0 de exponentiële functie is. exp(c) wordt ook door
ec genoteerd, zie ook Voorbeeld 1.88.

Bewijs. 1) We willen aantonen dat xn(c) voor alle n ≥ 2 daalt en naar bene-
den begrensd is. Dan volgt de bewering wegens Propositie 1.62. De limiet
hadden we al in Voorbeeld 1.57 berekend.
Stap 1 (welgedefinieerd & ondergrens): De rij is welgedefinieerd omdat
x1(c) = 1 > 0 en x2(c) = 1

2 (1 + c) > 0 zodat door inductie xn(c) > 0 voor
alle n ∈ N volgt. In het bijzonder is 0 een ondergrens van de rij.
Stap 2a (betere ondergrens

√
c): We berekenen voor n ≥ 2

x2
n+1(c) =

1
4

(
xn(c) +

c
xn(c)

)2

=
c
2

+
1
4

x2
n(c) +

(
c

xn(c)

)2 .
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Algemeen levert a2 − 2ab + b2 = (a − b)2 ≥ 0 de afschatting a2 + b2 ≥ 2ab
wat in onze situatie impliceert

c
2

+
1
4

x2
n(c) +

(
c

xn(c)

)2 ≥ c
2

+
1
4
· 2 · xn(c) ·

c
xn(c)

= c.

Daarom is (xn(c))n naar beneden begrensd door
√

c.
Stap 2b (dalend): Omdat xn(c) > 0 en x2

n(c) ≥ c kunnen we c
xn(c) ≤

x2
n(c)

xn(c) =

xn(c) afschatten zodat

xn+1(c) =
1
2

(
xn(c) +

c
xn(c)

)
≤

1
2
(
xn(c) + xn(c)

)
= xn(c)

volgt, d.w.z. (xn(c))n is dalend.
2) laten we over aan de lezer. �

De volgende uitspraak, vernoemd naar Bernhard Bolzano (1781 - 1848)
en Karl Weierstraß (1815 - 1897), is een criterium voor het bestaan van
convergente deelrijen of adherentiepunten.

Stelling 1.64 (Bolzano-Weierstraß). Elke begrensde rij in (R, | |) heeft
een convergente deelrij, d.w.z. er bestaat minstens een adherentiepunt.

Bewijs. Zij (xn)n ∈ (R, | |) begrensd. Dan bestaan er a, b ∈ Rmet a ≤ xn ≤ b
voor alle n ∈ N en we stellen I1 := [a1, b1] := [a, b]. Nu onderverdelen we
dit interval in twee intervallen

I−1 :=
[
a1,

a1+b1
2

]
en I+

1 :=
[

a1+b1
2 , b1

]
en kiezen I2 := I+

1 als er een oneindig aantal termen xn in I+
1 bestaat. Anders

kiezen we I2 := I−1 . Omdat de rij een oneindig aantal termen heeft moet min-
stens een van de twee intervallen een oneindig aantal termen omvatten. Voor
het interval I2 herhalen we nu deze procedure. Algemeen itereren we zoals
volgt: gegeven Ik = [ak, bk], delen we het in de bovenhelft I+

k =
[

ak+bk
2 , bk

]
en de onderhelft I−k =

[
ak,

ak+bk
2

]
en zetten [ak+1, bk+1] := Ik+1 := I+

k als er een
oneindig aantal xn in I+

k bestaat. Anders kiezen we [ak+1, bk+1] := Ik+1 := I−k .
We vinden iteratief

diameter(Ik) = bk − ak =
b − a
2k−1 → 0.

De rij (ak)k is stijgend en begrensd en (bk)k is dalend en begrensd. Uit Pro-
positie 1.62 volgt de convergentie van beide rijen. Wegens (bk − ak) → 0
volgt limn→∞ ak = limn→∞ bk.
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Nu definiëren we een deelrij van (xn)n doordat we n1 := 1 en

nk := min{n ∈ N | n > nk−1, xn ∈ Ik}

kiezen. Voor de deelrij (xnk)k geldt per definitie ak ≤ xnk ≤ bk zodat door
Propositie 1.58 (Insluitstelling) limk→∞ ak = limk→∞ xnk = limk→∞ bk volgt.

�

Voorbeeld 1.65. De rij xn := 20+ sin(n3 +7n) is begrensd in (R, | |) en heeft
dus een convergente deelrij.

6. Reeksen: Definitie en convergentie

Nu bestuderen we een speciale klasse van rijen die in het bijzonder voor
benaderingen van functies van belang zijn. Deze aanpak wordt ook gebruikt
voor de benadering van integralen door Riemannsommen.

Definitie 1.66. Stel (X, ‖ ‖) een genormeerde ruimte en (ak)k ∈ X een rij
met indices k ∈ {k0, k0 + 1, k0 + 2, . . . } ⊂ Z. De rij (sn)n ∈ X gedefinieerd
door

sn := ak0 + · · · + an =

n∑
k=k0

ak

met n ∈ {k0, k0+1, k0+2, . . . } wordt reeks met termenrij (ak)k genoemd.
De elementen sn heten partiële sommen. We noteren een reeks (sn)n =(∑n

k=k0
ak

)
n

meestal kortweg door
∑

ak.

Meestal begint de indexverzameling met k0 = 0 of k0 = 1. Twee heel be-
langrijke rijen zijn gedefinieerd in

Voorbeeld 1.67. 1) De harmonische rij ak := 1
k leidt tot de harmoni-

sche reeks sn :=
∑n

k=1 ak =
∑n

k=1
1
k .

2) De meetkundige rij ak(z) := zk met ‘variabele’ z ∈ R leidt tot de
meetkundige reeks sn(z) :=

∑n
k=0 ak(z) =

∑n
k=0 zk.

Een reeks (sn)n =
∑n

k=k0
ak is in feite een rij van partiële sommen. Dus is het

convergentieconcept van reeksen hetzelfde zoals dat van rijen:
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Definitie 1.68. Een reeks (sn)n is convergent als limn→∞ sn bestaat (in
de zin van rijen). Er bestaan verschillende notaties voor de limiet zoals

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

n∑
k=k0

ak =

∞∑
k=k0

ak =
∑
k≥k0

ak.

Nu bestuderen we de convergentie van de meetkundige reeks:

Voorbeeld 1.69. De meetkundige reeks sn(z) :=
∑n

k=0 zk convergeert
naar 1

1−z als |z| < 1 en divergeert als |z| ≥ 1.

Bewijs. Met behulp van inductie vinden we

sn(z) =

n∑
k=0

zk =
1 − zn+1

1 − z
voor z , 1.

We willen Propositie 1.54 (Limietregels) gebruiken en moeten daarom de
convergentie van de elementen in de breuk bestuderen.
Geval |z| < 1: De rij bn(z) := zn+1 convergeert naar 0 als |z| < 1. Uit Pro-
positie 1.54 (Limietregels) volgt nu limn→∞ sn(z) = limn→∞

1−zn+1

1−z = 1
1−z als

|z| < 1.
Geval |z| = 1: Voor z = 1 is de termenrij constant en sn(1) = n+1 divergeert.
Voor z = −1 geldt s2m(−1) = 1 en s2m+1(−1) = 0 voor alle m ∈ N0 zodat
sn(−1) divergeert.
Geval |z| > 1: Voor 1 < z =: (1 + δ) met δ > 0 volgt

sn(z) =
1 − (1 + δ)n+1

1 − (1 + δ)
=

1
δ

(
−1 + (1 + δ)n+1)

(1.60)
≥ −

1
δ

+
1 + (n + 1)δ

δ
= n + 1

zodat sn(z) divergeert. Als z < −1, beschouw de deelrij

s2n+1(z) =
1 − z2(n+1)

1 − z
=

1 − (z2)n+1

1 − z
.

Vanwege z2 > 1 en (−(1 + δ))2 = 1 + 2δ + δ2 ≥ 1 + δ toont men diver-
gentie van s2n+1(z) zoals boven. Omdat bij een convergente rij alle deelrijen
convergeren kan sn(z) niet convergent zijn. �

Voortaan tot het einde van dit hoofdstuk beschouwen
we rijen en reeksen in (R, | |).
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Propositie 1.54 (Limietregels) betrefend optellen en scalaire vermenigvul-
diging toegepast op reeksen levert

Gevolg 1.70. Stel λ, µ ∈ R en
∑

ak,
∑

bk convergente reeksen. Dan
convergeert

∑
(λak + µbk) en de limiet is gegeven door

lim
n→∞

n∑
k=1

(λak+µbk) = λ

 lim
n→∞

n∑
k=1

ak

+µ  lim
n→∞

n∑
k=1

bk

 = λ

∞∑
k=1

ak+µ

∞∑
k=1

bk.

Als bijkomend ak ≤ bk voor alle k ∈ N geldt dan volgt
∑∞

k=1 ak ≤
∑∞

k=1 bk.

Bewijs. We beschouwen de rijen sn :=
∑n

k=1 (λak + µbk), s̄n :=
∑n

k=1 ak en
¯̄sn :=

∑n
k=1 bk en gebruiken Propositie 1.54 (Limietregels) en Propositie 1.58

(Insluitstelling). �

Als men nu twee reeksen wil vermenigvuldigen dan bestaat het ‘nieuwe’ k-
de element uit een som van producten van elementen van de oorsponglijke
reeksen. Daaroom kan men de productregel niet zo makkelijk uitbreiden.
In feite heeft men bijkomende eigenschappen nodig, zie Opmerking 1.83
(Cauchyproduct).

We kunnen ook Propositie 1.62 (‘stijgend + begrensd⇒ convergent’) voor
reeksen herformuleren.

Gevolg 1.71. Stel ak ≥ 0 voor bijna alle k ∈ N. Dan geldt:∑
ak convergent ⇔

∑
ak begrensd

Nu bestuderen we de convergentie van de harmonische reeks:

Voorbeeld 1.72. De harmonische reeks sn :=
∑n

k=1
1
k is divergent.

Bewijs. We beschouwen de deelrij (s2n)n :=
∑2n

k=1
1
k en tonen aan dat (s2n)n

niet begrensd is wat volgens Gevolg 1.71 equivalent is met divergentie. We
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schatten af:

s2n = 1 +
1
2

+
1
3

+
1
4

+
1
5

+
1
6

+
1
7

+
1
8

+ · · · +
1
2n

≥ 1 +
1
2

+
1
4

+
1
4

+
1
8

+
1
8

+
1
8

+
1
8

+ · · · +
1
2n

= 1 +
1
2

+
1
2

+
1
2

+ · · · +
1
2

= 1 +
n
2

en
(
1 + n

2

)
→ ∞ als n → ∞, d.w.z. de rij (s2n)n is divergent. Als een deelrij

divergeert dan divergeert de hele rij, dus is (sn)n divergent. �

Er geldt

Opmerking 1.73. 1)
∑

ak convergent impliceert limk→∞ ak = 0.
2) limk→∞ ak = 0 impliceert niet noodzakelijk convergentie van

∑
ak,

zie harmonische reeks.

Convergentie naar nul van de termenrij is dus een noodzakelijke, maar geen
voldoende voorwaarde voor convergentie van reeksen.

7. Reeksen: Convergentiecriteria

Nu leggen we enkele convergentiecriteria uit omdat het normaal gezien
moeilijk of onmogelijk is, om direct te bepalen of een reeks convergeert
of niet. Het volgende criterium is vernoemd naar de Franse wiskundige Au-
gustin Louis Cauchy (1789 - 1857).

Propositie 1.74 (Cauchy’s Condensatiecriterium). Zij (ak)k een da-
lende rij met ak ≥ 0 voor alle k ∈ N. Dan geldt:=∑

ak convergent ⇔
∑

2ka2k convergent.

Bewijs. Wegens ak ≥ 0 zijn de rijen sn :=
∑n

k=1 ak en s̄n :=
∑n

k=1 2ka2k

stijgend. Wegens Gevolg 1.71 moeten we maar aantonen dat (sn)n begrensd
is als en slechts als (s̄n)n begrensd is. We stellen

b c : R→ Z, brc := max{m ∈ Z | m ≤ r}.
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Nu vergelijken we de termen van de reeksen en vinden volgende afschat-
ting:

a1 + s̄blog2nc = a1 +

blog2nc∑
k=1

2ka2k ≥

n∑
k=1

ak = sn

Begrensdheid van (s̄n)n impliceert dus begrensdheid van (sn)n. Verder

sn =

n∑
k=1

ak ≥ a1 +

blog2nc∑
k=1

2k−1a2k = a1 +
1
2

s̄blog2nc

zodat begrensdheid van (sn)n begrensdheid van (s̄n)n impliceert. �

Een belangrijk voorbeeld is

Voorbeeld 1.75.
∑n

k=1
1
kc convergent ⇔ c > 1.

Bewijs. ak := 1
kc = k−c is positief voor k ∈ N en c ∈ R. We berekenen

a2k =
1

(2k)c =
1

2ck = 2−ck en 2ka2k = 2k2−ck = 2k(1−c) =
(
21−c

)k
.

Dus is
∑

2ka2k =
∑(

21−c
)k

=:
∑

zk een meetkundige reeks met z = 21−c.
Volgens Voorbeeld 1.69 convergeert deze als en slechts als |z| =

∣∣∣21−c
∣∣∣ < 1

geldt. Ervoor moet 1 − c < 0 gelden, d.w.z. c > 1. Voor c > 1 is ak = 1
kc da-

lend en met behulp van Propositie 1.74 (Condensatie) volgt de convergentie
van

∑
ak =

∑ 1
kc . �

Nu beschouwen we een speciale soort reeksen, namelijk ‘oscillerende’
reeksen:

Definitie 1.76. Een reeks
∑

ak is alternerend als de elementen ak van
de termenrij afwisselend positief en negatief (of negatief en positief)
zijn, d.w.z. er geldt a2k ≤ 0 ≤ a2k−1 of a2k ≥ 0 ≥ a2k−1 voor alle k ∈ N.

Alternerende reeksen zijn interessante objecten voor de convergentietheorie
zoals we met behulp van het volgende voorbeeld later zullen zien.
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Voorbeeld 1.77. Een belangrijke alternerende reeks is de alternerende
harmonische reeks

sn := 1 −
1
2

+
1
3
−

1
4

+ · · · +
(−1)n+1

n
=

n∑
k=1

(−1)k+1

k
voor n ≥ 1.

Opgelet: Soms wordt in de literatuur ook −1 + 1
2 −

1
3 . . . als alternerende

harmonische reeks gedefinieerd, d.w.z. met het andere teken.

Het standaardcriterium voor convergentie van alternerende reeksen is ver-
noemd naar Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 – 1716), een Duits wiskun-
dige een filosoof.

Stelling 1.78 (Criterium van Leibniz). Zij
∑

ak alternerend, (|ak|)k

dalend en ak → 0. Dan convergeert
∑

ak.

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid mogen we aannemen dat a2m ≥ 0
en a2m−1 ≤ 0 voor alle m ∈ N. Dus

a2m + a2m+1 ≥ 0 en a2m+1 + a2m+2 ≤ 0

en voor de partiële som sn :=
∑n

k=1 ak geldt

s2m+2 = s2m + a2m+1 + a2m+2 ≤ s2m ⇒ (s2m)m dalend,
s2m+1 = s2m−1 + a2m + a2m+1 ≥ s2m−1 ⇒ (s2m−1)m stijgend.

Verder zijn beide deelrijen begrensd:

s1 ≤ s3 ≤ · · · ≤ s2m+1 = s2m + a2m+1 ≤ s2m ≤ s2m−2 ≤ · · · ≤ s2.

Uit Propositie 1.62 volgt de convergentie van (s2m)m en (s2m−1)m en met
behulp van Propositie 1.54 (Limietregels) krijgen we

lim
m→∞

s2m+1 = lim
m→∞

(s2m + a2m+1) = lim
m→∞

s2m + lim
m→∞

a2m+1 = lim
m→∞

s2m

en dus limm→∞ s2m+1 = limm→∞ s2m = limn→∞ sn. �

Een standaardtoepassing van Stelling 1.78 (Leibniz) is

Voorbeeld 1.79. De alternerende harmonische reeks convergeert.

Bewijs. De reeks
∑ (−1)k+1

k alterneert, |ak| = 1
k daalt en ak → 0. Dus volgt

wegens Stelling 1.78 (Leibniz) de convergentie van de reeks. �
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Stelling 1.78 (Leibniz) helpt ons niet om de limiet van een alternerende
reeks te vinden. De alternerende harmonische reeks convergeert in feite naar
ln(2), zie Voorbeeld 1.94.

Nu komen we een vreemd fenomeen tegen. We weten dat volgens Voor-
beeld 1.72 de harmonische reeks divergeert en dat de alternerende har-
monische reeks volgens Voorbeeld 1.79 convergeert. Voor de deelsom-
men van de alternerende harmonische reeks sn =

∑n
k=1

(−1)k+1

k en de limiet
s :=

∑∞
k=1(−1)k+1 1

k geldt

1 = s1 > s2n−1 ≥ s ≥ s2n > s2 = 1
2

voor alle n ≥ 2, zie het bewijs van Stelling 1.78 (Leibniz). Nu herordenen
we de reeks zoals volgt.

s = 1 −
1
2

+
1
3
−

1
4

+
1
5
−

1
6

+
1
7
−

1
8

+
1
9
± . . .

?
=

(
1 −

1
2

)
−

1
4

+

(
1
3
−

1
6

)
−

1
8
± · · · +

(
1

2k − 1
−

1
2(2k − 1)

)
−

1
4k
. . .

=
1
2
−

1
4

+
1
6
−

1
8

+
1
10
−

1
12
± · · · +

1
2(2k − 1)

−
1
4k
. . .

=
1
2

s.

Dit levert de vergelijking s = 1
2 s die s = 0 als unieke oplossing heeft. Dit is

een tegenspraak met 1 > s > 1
2 . Wat betekent dit?!? Is de stelling van Leib-

niz fout?! Nee, het betekent dat de reeks (sn)n en de reeks (s̄n)n gegeven door
s̄n :=

∑n
k=1

1
2(2k−1) −

1
4k niet dezelfde reeksen zijn! Vooral mogen we reeksen

zonder bijkomende voorwaarden niet gewoon herordenen! Wanneer we de
volgorde van termen mogen veranderen, zullen we nu uitleggen. Hiervoor
definiëren we

Definitie 1.80. Een reeks
∑

ak is absoluut convergent als de reeks∑
|ak| convergent is.

Voorbeelden zijn snel gevonden:

Voorbeeld 1.81. 1) Elke convergente reeks met positieve termenrij
convergeert absoluut.

2) De alternerende meetkundige reeks sn =
∑n

k=0(−1)kzk =
∑n

k=0(−z)k

convergeert absoluut ⇔ |−z| = |z| < 1, zie Voorbeeld 1.69.
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3) De alternerende harmonische reeks
∑ (−1)k+1

k is convergent, maar niet

absoluut convergent omdat de harmonische reeks
∑ 1

k =
∑ ∣∣∣∣ (−1)k+1

k

∣∣∣∣
divergeert.

Nu lossen we de tegenspraak van hierboven op.

Stelling 1.82. 1) Stel
∑

ak absoluut convergent. Dan is voor alle bijec-
tieve ϕ : N→ N de reeks

∑
aϕ(k) absoluut convergent en er geldt

∞∑
k=1

ak =

∞∑
k=1

aϕ(k).

2) Stel
∑

ak convergent, maar niet absoluut convergent. Dan geldt:
∀ r ∈ R ∪ {∞} ∃ bijectie ϕ : N→ N zodat

∑∞
k=1 aϕ(k) = r.

Bewijs. 1) zie literatuur, bijvoorbeeld [Forster1, Hoofdstuk 7, Satz 8] of
[Walter, paragraaf 5.11].
2) zie literatuur, bijvoorbeeld [Walter, paragraaf 5.17]. �

Als twee reeksen absoluut convergent zijn dan is ook hun product welgede-
finieerd omdat men vanwege de absolute convergentie mag herordenen:

Opmerking 1.83. Stel
∑

ak en
∑

bk absoluut convergent. Dan geldt ∞∑
k=1

ak

  ∞∑
k=1

bk

 =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

aib j =

∞∑
n=1

n∑
`=1

a`bn−`

waarbij
∑∞

n=1
∑n
`=1 a`bn−` Cauchyproduct wordt genoemd.

Reeksen zijn speciale rijen, dus kan men ook de Cauchyeigenschap voor
reeksen herformuleren.

Propositie 1.84 (Cauchyeigenschap). Zij (X, ‖ ‖) een volledig genor-
meerde vectorruimte. Dan is equivalent:
1)

∑
ak convergent.

2) ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N : ∀ n ≥ m ≥ N : ‖sn − sm‖ =
∥∥∥∑n

k=m+1 ak

∥∥∥ < ε.
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Bewijs. Omdat
∑

ak convergeert, is (sn)n gegeven door sn :=
∑n

k=1 ak vol-
gens Propositie 1.41 een Cauchyrij. �

Gevolg 1.85. 1) In volledig genormeerde vectorruimten (en maar
daar!) geldt: Absolute convergentie impliceert convergentie.

2) Convergentie impliceert niet noodzakelijk absolute convergentie zo-
als het voorbeeld van harmonische en alternerende harmonische
reeks toont.

Bewijs. 1) Stel
∑

ak een absoluut convergente reeks. De driehoeksongelijk-
heid impliceert dat ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N : ∀ n ≥ m ≥ N geldt:

‖sn − sm‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

ak

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

‖ak‖ < ε

en volgens Propositie 1.84 is
∑

ak convergent. �

De Propositie 1.58 (Insluitstelling) impliceert voor reeksen

Gevolg 1.86 (Vergelijkingscriterium). 1) Stel
∑

ak,
∑

bk reeksen
waarbij

∑
bk convergeert en |ak| ≤ bk voor bijna alle k ∈ N. Dan

convergeert
∑

ak absoluut.
2) Stel

∑
ak een divergente reeks en

∑
bk een reeks. Verder zij 0 ≤ ak ≤

bk voor bijna alle k ∈ N. Dan divergeert
∑

bk.

Bewijs. 1) sn :=
∑n

k=1 |ak| ≤
∑n

k=1 bk ≤
∑∞

k=1 bk zodat (sn)n een bovengrens
heeft. Omdat (sn)n stijgt volgt uit Propositie 1.62 de convergentie.
2) Evident. �

Er bestaan meerdere convergentiecriteria voor absolute convergentie. De
twee belangrijkste beschouwen we nu. Het eerste criterium is vernoemd
naar Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717 – 1783), een Frans wiskun-
dige.

Stelling 1.87 (Criterium van d’Alembert). Zij
∑

ak een reeks en er
bestaat r ∈ ]0, 1[ zodat |ak+1| ≤ r |ak| voor bijna alle k ∈ N (of alternatief
lim supk→∞

|ak+1 |

|ak |
≤ r < 1). Dan is

∑
ak absoluut convergent.
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Bewijs. We weten dat |ak+1| ≤ r |ak| voor alle k ≥ N vanaf een zekere N ∈
N. We concluderen |ak+2| ≤ r |ak+1| ≤ r2 |ak| en iteratief ten slotte |ak| ≤

rk−N |aN | = rk |aN |

rN . Dus krijgen we voor n ≥ N

n∑
k=1

|ak| =

N∑
k=1

|ak| +

n∑
k=N+1

|ak| ≤

N∑
k=1

|ak| +
|aN |

rN

n∑
k=N+1

rk

≤

N∑
k=1

|ak| +
|aN |

rN

∞∑
k=0

rk 1.69
=

N∑
k=1

|ak| +
|aN |

rN

1
1 − r

.

Omdat
∑N

k=1 |ak| een vaste waarde is, is
∑
|ak| begrensd en de convergentie

volgt uit Gevolg 1.71. �

Voorbeeld 1.88. sn(x) :=
∑ xk

k! convergeert absoluut voor alle x ∈ R.
De limiet komt overeen met de exponentiële functie exp : R → R>0,
d.w.z. exp(x) = ex =

∑∞
k=0

xk

k! voor alle x ∈ R, zie ook Voorbeeld 1.63.

Bewijs. De termenrij ak(x) := xk

k! en ook de partiële sommen sn(x) :=∑n
k=0

xk

k! hangen af van de parameter x ∈ R. Dus zal de bovengrens r die
nodig is voor het toepassen van Stelling 1.87 (d’Alembert) ook van x af-
hangen – als er zo een 0 < r = r(x) < 1 bestaat. Als x = 0 dan geldt
sn(0) = 1 voor alle n ∈ N en dus ook limn→∞ sn(0) = 1. Zij nu x , 0. We
berekenen

|ak+1(x)|
|ak(x)|

=

|x|k+1

(k+1)!

|x|k

k!

=
|x|k+1

(k + 1)!
·

k!
|x|k

=
|x|

k + 1
.

Nu kies K = K(x) ∈ N zodat K > |x|. Dan geldt 0 < |x|
K+1 =: r(x) < 1 en dus

voor alle k ≥ K verder |x|
k+1 < r(x) zodat

|ak+1(x)|
|ak(x)|

< r(x) ∀ k ≥ K = K(x),

d.w.z. volgens Stelling 1.87 (d’Alembert) convergeert sn(x) absoluut. Dat
de limieten van deze reeks en de rij in Voorbeeld 1.63 beide met de expo-
nentiële functie overeen komen, bewijzen we hier niet. �

Met behulp van Stelling 1.87 (d’Alembert) kunnen we de convergentie van
veel reeksen bewijzen, maar het werkt niet voor alle die absoluut converge-
ren.
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Opmerking 1.89. Het criterium van d’Alembert impliceert niet de ab-
solute convergentie van

∑ 1
k2 hoewel de reeks absoluut convergeert, zie

Voorbeeld 1.75.

Bewijs. We berekenen limk→∞
|ak+1 |

|ak |
= limk→∞

k2

(k+1)2 = 1. Daarom kan er
geen 1 > r > 0 bestaan met |ak+1| ≤ r |ak| voor bijna alle k ∈ N zoals voor
het Stelling 1.87 (d’Alembert) nodig is. �

Het volgende criterium omvat meer reeksen dan Stelling 1.87 (d’Alembert).

Stelling 1.90 (Cauchy’s Worteltest). Zij
∑

ak een reeks en er be-
staat r ∈ ]0, 1[ zodat k√

|ak| ≤ r voor bijna alle k ∈ N (of alternatief
lim supk→∞

k√
|ak| ≤ r < 1). Dan convergeert

∑
ak absoluut.

Bewijs. Vanaf een zekere N ∈ N geldt voor alle k ≥ N dat k√
|ak| ≤ r, d.w.z.

|ak| ≤ rk. Vanwege 0 ≤ r < 1 kunnen we met behulp van de meetkundige
reeks zoals volgt afschatten:

sn :=
n∑

k=1

|ak| =

N∑
k=1

|ak| +

n∑
k=N+1

|ak| ≤

N∑
k=1

|ak| +

n∑
k=N+1

rk

≤

N∑
k=1

|ak| +

∞∑
k=0

rk =

N∑
k=1

|ak| +
1

1 − r
.

∑N
k=1 |ak| is een vaste waarde zodat (sn)n begrensd is. (sn)n is stijgend zodat

uit Propositie 1.62 de convergentie van (sn)n volgt. �

Opmerking 1.91. De worteltest van Cauchy impliceert niet de absolute
convergentie van

∑ 1
k2 hoewel de reeks absoluut convergeert, zie Voor-

beeld 1.75.

Bewijs. Volgens Voorbeeld 1.59 geldt limk→∞
k√k = 1 en we berekenen

limk→∞
k
√

1
k2 = limk→∞

1(
k√k

)2 =

(
1

limk→∞
k√k

)2
= 1 zodat de worteltest niet op∑ 1

k2 kan worden toegepast. �
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Opmerking 1.92. Als het criterium van d’Alembert werkt dan werkt ook
Cauchy’s worteltest, maar niet noodzakelijk omgekeerd.

Bewijs. ‘⇒’: Zij sn :=
∑n

k=1 ak gegeven met |ak+1| ≤ r |ak| voor een r ∈ ]0, 1[
vanaf een zekere index N ∈ N. Dan volgt in het bijzonder

|aN+`| ≤ r` |aN | =
|aN |

rN rN+` =: c(N)rN+`.

c(N) is een constante die maar afhangt van N. Een blik op het bewijs van
Stelling 1.90 (Worteltest) toont dat we het bewijs analoog ook met de voor-
waarde |ak| ≤ c(N)rk kunnen doen, d.w.z. we kunnen Stelling 1.90 (Wortel-
test) op sn toepassen en absolute convergentie bewijzen.
‘:’: De meetkundige reeks

∑
qk is absoluut convergent voor |q| < 1 zodat

we volgens Stelling 1.82 de reeks kunnen herordenen zonder de limiet van
de reeks te veranderen. We beschouwen de deelreeksen

s̄2n+3 := q1 + q0 + q3 + q2 + · · · + q2n+1 + q2n + q2n+3 + q2n+2

=: ā0 + ā1 + ā2 + ā3 + · · · + ā2n + ā2n+1 + ā2n+2 + ā2n+3

≤ q0 + q0 + q0 + q1 + · · · + q2n−2 + q2n−1 + q2n + q2n+1

=: b0 + b1 + b2 + b3 + · · · + b2n + b2n+1 + b2n+2 + b2n+3

en berekenen

lim sup
k→∞

k
√
|āk| ≤ lim sup

k→∞

k
√
|bk| = lim sup

k→∞

k
√

qk−2 = lim sup
k→∞

k
√

qk

k
√

q2

= lim sup
k→∞

q
k
√

q2

1.54+1.59
=

q
12 = q < 1.

Dus convergeert de reeks volgens de worteltest. Maar het criterium van
d’Alembert werkt niet omdat

|āk+1|

|āk|
=


1
q
> 1 als k even,

q3 < 1 als k oneven.
�

We willen nu parameterafhankelijke reeksen bestuderen die de meetkundige
reeks ‘veralgemenen’.

Definitie 1.93. Een reeks van de vorm sn(x) :=
∑n

k=0 ckxk met (ck)k ∈ R
en parameter x ∈ R wordt machtreeks met variabele x genoemd.
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Taylorreeksen van functies zijn machtreeksen. De exponentiële functie is
niet de enige functie die men met behulp van machtreeksen kan schrijven:

Voorbeeld 1.94. Taylorreeksen leiden tot machtreeksen. Hierbij is in
het bijzonder het gebied van belang waar de reeks convergeert en/of
absoluut convergeert.

exp(x) = ex =

∞∑
k=0

xk

k!
∀ x ∈ R,

sin(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 ∀ x ∈ R,

cos(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k ∀ x ∈ R,

1
1 − x

=

∞∑
k=0

xk ∀ x ∈ ] − 1, 1[,

ln(1 + x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk ∀ x ∈ ] − 1, 1].

Bewijs. 1
1−x =

∑∞
k=0 xk voor |x| < 1 hadden we in Voorbeeld 1.69 bewe-

zen. De absolute convergentie van
∑∞

k=0
xk

k! voor alle x ∈ R hebben we al in
Voorbeeld 1.88 bewezen. De rest is overgelaten aan de lezer. �

In Voorbeeld 1.94 kunnen we zien dat het convergentiedomein van een
machtreeks niet noodzakelijk gelijk aan R is. Er bestaat in feite een formule
om het convergentiedomein te bepalen:

Stelling 1.95 (Convergentiestraal). Voor elke machtreeks sn(x) =∑n
k=0 ckxk bestaat er een R ∈ [0,∞] zodat
• Voor |x| < R convergeert de reeks absoluut.
• Voor |x| = R kan de reeks convergeren of absoluut convergeren

of divergeren (men moet het bij elke reeks op nieuw verifiëren).
• Voor |x| > R divergeert de reeks.

R heet convergentiestraal van sn en er geldt

R =
1

lim supk→∞
k√
|ck|

waarbij we met de conventies 0 = 1
∞

en∞ = 1
0 werken.
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Bewijs. Overgelaten aan de lezer en/of zie literatuur, bijvoorbeeld [Walter,
paragraaf 7.6]. �

Voorbeeld 1.96.
1) exp(x) = ex =

∑∞
k=0

xk

k! heeft convergentiestraal R = ∞.
2) De meetkundige reeks

∑∞
k=0 xk heeft convergentiestraal R = 1.

Bewijs. 1) Zie Voorbeeld 1.88.
2) Zie Voorbeeld 1.69 of direct: Er geldt ck = 1 voor alle k ≥ 0 en
we berekenen k√

|ck| =
k√1 = 1 voor alle k ∈ N0. Dus geldt in feite

lim supk→∞
k√
|ck| = limk→∞

k√
|ck| = 1 en daarmee R = 1. �



HOOFDSTUK 2

Continuı̈teit en normen & metrieken

1. Continuı̈teit in metrische en genormeerde ruimten

Continuı̈teit van een functie f : D ⊆ R → R in x ∈ D wordt in Calculus I
gedefinieerd door

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀ y ∈ D met |x − y| < δ geldt | f (x) − f (y)| .

We breiden deze definitie nu uit naar metrische ruimten.

Definitie 2.1. Stel (U, dU) en (V, dV) metrische ruimten en D ⊆ U en
f : D→ V een afbeelding.
1) f is continu in x ∈ D als ∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 zodat

∀ y ∈ D met dU(x, y) < δ geldt dV( f (x), f (y)) < ε.
2) f is continu als f continu in x is voor alle x ∈ D.

De uitspraak y ∈ D met dU(x, y) < δ is equivalent met y ∈ BdU (x, δ) ∩ D.
Analoog zijn dV( f (x), f (y)) < ε en f (y) ∈ BdV ( f (x), ε) equivalent.

Afhankelijk van de onderliggende ruimte bestaan er meerdere equivalente
definities van continuı̈teit. De volgende versie is in willekeurige ruimten
niet geldig, maar werkt in metrische ruimten en dus ook in genormeerde
ruimten met de geassocieerde metriek.

Propositie 2.2. Stel (U, dU) en (V, dV) metrische ruimten, D ⊆ U en
x ∈ D. Zij f : D→ V een afbeelding. Dan is equivalent:
(1) f continu in x ∈ D.
(2) ∀ (xn)n ∈ D met xn → x geldt f (xn)→ f (x),

Bewijs. Overgelaten aan de lezer/oefeningensessie. �

Uitspraak (2) is in metrische ruimten gedefinieerd door

∀ (xn)n ∈ D met limn→∞ dU(xn, x) = 0 geldt limn→∞ dV( f (xn), f (x)) = 0.
39
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Opmerking 2.3. In willekeurige ruimten met een convergentiebegrip
geldt ook (1)⇒ (2), maar soms (1): (2) omdat een willekeurige ruimte
lokaal een te gecompliceerde structuur kan hebben om ‘lokaal door
rijen beschrijfbaar te zijn’. Meer daarover in het 2de bachelorvak To-
pologie!

De formulering met behulp van rijen is in het bijzonder geschikt voor te-
genvoorbeelden.

Voorbeeld 2.4. De functie f : R → R gegeven door f (x) = −1 voor
x ≤ 0 en f (x) = 1 voor x > 0 is niet continu in x = 0.

Bewijs. Beschouw de rij xn → x gegeven door xn := 1
n → 0. Dan geldt

1 ≡ f (xn) , −1 = f (limn→∞ xn). �

Voorbeeld 2.5. Stel (V, ‖ ‖) een genormeerde ruimte. Dan is de afbeel-
ding f : (V, ‖ ‖)→ (R, | |) gegeven door f (x) := ‖x‖ continu.

Bewijs. Mogelijkheid 1: Met behulp van de ε-δ-definitie tonen we con-
tinuı̈teit in x aan: Stel ε > 0 en kies δ := ε. Dan krijgen we voor y met
δ > ‖x − y‖

| f (x) − f (y)| = | ‖x‖ − ‖y‖ |
1.11
≤ ‖x − y‖ < δ = ε.

Mogelijkheid 2: Met behulp van rijen: Zij xn → x. Dan schatten we af

| f (xn) − f (x)| = | ‖xn‖ − ‖x‖ |
1.11
≤ ‖xn − x‖ .

xn → x is equivalent met ‖xn − x‖ → 0 wat | f (xn) − f (x)| → 0 impliceert,
d.w.z. f (xn)→ f (x). �

Nu werpen we een blik op de samenhang van lineariteit en continuı̈teit in
eindig- en oneindig-dimensionale ruimten.

Propositie 2.6 (Continuı̈teitscriterium). Stel (U, ‖ ‖U), (V, ‖ ‖V) genor-
meerde ruimten en L : U → V lineair. Dan is equivalent:
(1) L continu.
(2) ∃ C > 0 : ∀ x ∈ U : ‖L(x)‖V ≤ C ‖x‖U .
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(3) L is begrensd op de eenheidssfeer {x ∈ U | ‖x‖U = 1}.

Bewijs. (1)⇒ (2): L continu in 0 betekent dat ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀ x ∈ U
met ‖x‖U < δ geldt dat ‖L(x)‖V < ε. Nu kies ε := 1. Als x = 0 dan L(x) = 0.
Daarom beschouwen we nu x , 0 en vinden (maak een tekening!)

‖L(x)‖V =

∥∥∥∥∥2
δ

δ

2
‖x‖U
‖x‖U

L(x)
∥∥∥∥∥

V
=

2
δ
‖x‖U

∥∥∥∥∥∥L
(
δ

2
x
‖x‖U

)∥∥∥∥∥∥
V

<
2
δ
‖x‖U

omdat δ
2

x
‖x‖U
∈ BU(0, δ) en dus

∥∥∥∥L
(
δ
2

x
‖x‖U

)∥∥∥∥
V
< ε = 1. Nu definieer C := 2

δ
.

(2)⇒ (1): Stel ε > 0, x̄ ∈ U, δ := ε
C waarbij C de constante van de afschat-

ting ‖L(x)‖V ≤ C ‖x‖U is. Dan vinden we met behulp van de lineairiteit

ε

C
= δ > ‖x − x̄‖U ≥

1
C
‖L(x − x̄)‖V =

1
C
‖L(x) − L(x̄)‖V

wat ε > ‖L(x) − L(x̄)‖V impliceert, d.w.z. L is continu in x̄.
(2) ⇔ (3): Voor lineaire functies geldt altijd L(0) = 0. Dus stel nu x , 0.
Dan kunnen we de afschatting in (2) herformuleren tot

C ≥
‖L(x)‖V
‖x‖U

=

∥∥∥∥∥ L(x)
‖x‖U

∥∥∥∥∥
V

=

∥∥∥∥∥∥L
(

x
‖x‖U

)∥∥∥∥∥∥
V

waarin x
‖x‖U

de norm
∥∥∥∥ x
‖x‖U

∥∥∥∥
U

=
‖x‖U
‖x‖U

= 1 heeft en dus in de eenheidssfeer van
U ligt. �

Opmerking 2.7. In oneindig-dimensionale ruimten bestaan lineaire
functies die noch continu, noch begrensd zijn (meer details in de vakken
Functionaalanalyse of Hilbertruimten en Fourierreeksen).

2. Equivalentie van normen

In Rn bestaan meerdere metrieken en normen, zie Voorbeeld 1.3 en Voor-
beeld 1.7. We willen weten of en, zo ja, hoe we die kunnen vergelijken en
wat er in oneindig-dimensionale ruimten gebeurt. Dit motiveert volgende
definitie.
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Definitie 2.8. Twee normen ‖ ‖a en ‖ ‖b in een vectorruimte V zijn equi-
valent als ∃ r,R > 0 zodat ∀ x ∈ V :

r ‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ R ‖x‖a .

Dit betekent dat voor alle x ∈ V en alle ε > 0 de bollen vergelijkbaar
zijn:

Ba

(
x,
ε

R

)
⊆ Bb(x, ε) ⊆ Ba

(
x,
ε

r

)
.

Een belangrijk resultaat is

Stelling 2.9. In eindig-dimensionale reële of complexe vectorruimten
zijn alle normen equivalent. In het bijzonder zijn ‖ ‖E, ‖ ‖Σ en ‖ ‖∞ in
Voorbeeld 1.7 equivalent.

Bewijs. Zie literatuur, bijvoorbeeld [AbMaRa, Proposition 2.1.10]. �

Als er geen norm in een eindig-dimensionale vectorruimte vastgelegd
is, kunnen we dus de makkelijkste norm kiezen. Herinner dat alle n-
dimensionale reële of complexe vectorruimte isomorf zijn met Rn of Cn

voor een passende n ∈ N. Maar opgelet:

Opmerking 2.10. In oneindig-dimensionale vectorruimten zijn niet alle
normen equivalent!

Soms kan men de constanten expliciet vinden:

Voorbeeld 2.11. In R2 geldt 1
√

2
‖x‖E ≤ ‖x‖∞ ≤ ‖x‖E.

Bewijs. Maak een tekening en vind dat BE(x, ε) ⊂ B∞(x, ε) ⊂ BE

(
x,
√

2ε
)

voor alle x ∈ R2 en ε > 0 geldt. �

Opmerking 2.12. Stel ‖ ‖a en ‖ ‖b equivalente normen in een vector-
ruimte V en (xn)n ∈ V een rij. Dan geldt

(1) (xn)n convergeert ten opzichte van ‖ ‖a als en slechts als (xn)n

convergeert ten opzichte van ‖ ‖b.
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(2) Continuı̈teit ten opzichte van ‖ ‖a als en slechts als continuı̈teit
ten opzichte van ‖ ‖b.

In oneindig-dimensionale ruimten zijn lineaire afbeeldingen niet noodzake-
lijk continu, zie Opmerking 2.7. Maar als het domein eindig-dimensionaal
is dan is een lineaire functie altijd continu:

Propositie 2.13. Stel (U, ‖ ‖U), (V, ‖ ‖V) genormeerde ruimten waarbij U
eindig-dimensionaal is. Verder zij L : U → V lineair. Dan is L continu.

Bewijs. Zij dim U = n < ∞ en neem aan dat U ' Rn (analoog voor U ' Cn)
waarin ' betekent ‘isomorf’ als vectorruimten. Zij e1, . . . , en ∈ R

n de kano-
nieke basis en schrijf vectoren x ∈ U als x =

∑n
i=1 xiei. Zij | | de absolute

waarde in R. We schatten af:

‖L(x)‖V =

∥∥∥∥∥∥∥L

 n∑
i=1

xiei


∥∥∥∥∥∥∥

V

≤

n∑
i=1

|xi| ‖L(ei)‖V ≤ ‖x‖∞
n∑

i=1

‖L(ei)‖V

waarvoor we de driehoeksongelijkheid en de definitie ‖x‖∞ := max1≤i≤n |xi|

hebben gebruikt. We kiezen C :=
∑n

i=1 ‖L(ei)‖V en Propositie 2.6 impliceert
de continuı̈teit van L ten opzichte van ‖ ‖∞. Wegens Stelling 2.9 is L continu
voor alle normen in Rn resp. U, dus ook voor ‖ ‖U . �

Nu komen we tot de eindig-dimensionale uitbreiding van Stelling 1.64
(Bolzano-Weierstraß).

Stelling 2.14 (Bolzano-Weierstraß). Een begrensde rij in een eindig-
dimensionale reële of complexe vectorruimte heeft een convergente
deelrij, d.w.z. er bestaat minstens één adherentiepunt.

Bewijs. Zonder de algemeenheid te beperken kunnen we in (Rm, ‖ ‖∞) wer-
ken (zie Stelling 2.9). Zij (xn)n een begrensde rij, d.w.z. er bestaat C > 0
zodat ‖xn‖∞ ≤ C voor alle n ∈ N. Dus ligt (xn)n in K1 := [−C,C]m. Onder-
verdeel deze kubus nu gelijkmatig in 2m kleinere m-dimensionale kubussen
K1

1 , . . . ,K
2m

1 zoals men voor m = 2 het vierkant [−C,C] × [−C,C] in de
22 = 4 vierkanten

[0,C] × [0,C], [0,C] × [−C, 0], [−C, 0] × [C, 0], [−C, 0] × [−C, 0]
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onderverdeelt. Omdat er oneindig veel elementen van de rij bestaan, maar
slechts een eindig aantal K1

1 , . . . ,K
2m

1 , moeten er in minstens een van de
kubussen oneindig veel elementen xn zitten. Kies de eerste dergelijke kubus
en noem hem K2. Verdeel K2 nu onder in 2m kleinere kubussen K1

2 , . . . ,K
2m

2 ,
vind K3 enzovoort. Dit levert een rij Ki = [a1

i , b
1
i ] × . . . × [am

i , b
m
i ] met

zijlengte

b1
i − a1

i = · · · = bm
i − am

i =
2C
2i−1

i→∞
−→ 0.

Analoog aan het bewijs van Stelling 1.64 (Bolzano-Weierstraß) volgt voor
alle 1 ≤ j ≤ m dat limi→∞ a j

i = limi→∞ b j
i . Nu definiëren we zoals volgt een

deelrij van (xn)n. We stellen n1 := 1 en voor k ≥ 2

nk := min{n ∈ N | n > nk−1, xn ∈ Kk}.

Voor de componenten xnk = (x1
nk
, . . . , xm

nk
) ∈ [a1

k , b
1
k] × . . . × [am

k , b
m
k ] = Kk

geldt nu analoog aan het bewijs van Stelling 1.64 (Bolzano-Weierstraß)
limk→∞ x j

nk = limi→∞ a j
i = limi→∞ b j

i voor alle 1 ≤ j ≤ m. Dus convergeert
(xnk)k. �

Voor Cauchyrijen impliceert dit

Gevolg 2.15. Eindig-dimensionale genormeerde reële of complexe vec-
torruimten zijn volledig, d.w.z. elke Cauchyrij convergeert.

Bewijs. Zij (xn)n een Cauchyrij in een eindig dimensionale genormeerde
vectorruimte (V, ‖ ‖), d.w.z.

∀ ε > 0 ∃ N = N(ε) ∈ N zodat ∀p, q ≥ N geldt
∥∥∥xp − xq

∥∥∥ < ε.
Stel r := max1≤i≤N ‖xi‖. Dan geldt xn ∈ B(0, r + ε) voor alle n ∈ N. Dus
is (xn)n begrensd. Stelling 2.14 (Bolzano-Weierstraß) impliceert nu het be-
staan van een convergente deelrij (xnk)k → x. Dus bestaat er K = K(ε) > 0
zodat

∥∥∥xnk − x
∥∥∥ < ε voor alle k ≥ K. Daarom geldt voor alle k ≥ K en

n, nk ≥ N:

‖xn − x‖ ≤
∥∥∥xn − xnk

∥∥∥ +
∥∥∥xnk − x

∥∥∥ < 2ε,

d.w.z. xn → x. �
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Differentiaalrekening in meerdere veranderlijken

Dit hoofdstuk legt differentiaalrekening in meerdere veranderlijken uit
waarbij we aannemen dat differentiaalrekening in één veranderlijke bekend
is. Nuttige bijkomende literatuur voor dit hoofdstuk zijn bijvoorbeeld de
boeken van Marsden & Tromba [MaTr] of Forster [Forster2], maar er be-
staan nog veel andere boeken die differentiatie in hogere dimensies behan-
delen (trefwoorden ‘multivariable calculus’, ‘multivariable analysis’, ‘ana-
lysis 2’).

Voor we differentieerbaarheid in meerdere veranderlijken bespreken herha-
len we enkele eigenschappen van meer-dimensionale functies.

1. Verticale en horizontale vectoren

Beschouw f : Rn → Rm met coördinaten x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn en y =

(y1, . . . , ym) ∈ Rm. Dus heeft f in feite m componentfuncties f = ( f1, . . . , fm)
zodat

f (x) = ( f1(x), . . . , fm(x)) = ( f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

We noteren de ruimte van reële (m × n)-matrices door M(m × n,R). Als
f : Rn → Rm lineair is dan bestaat er (met betrekking tot basissen in Rn en
Rm) een matrix F = (Fi j) ∈ M(m×n,R) die f representeert. Wanneer we nu
Fx in coördinaten schrijven, dan vat men meestal de vector x als ‘matrix’
x ∈ M(n × 1,R) op zodat

Fx =


F11 . . . F1n
...

...
Fm1 . . . Fmn



x1
...

xn

 =


∑n

j=1 F1 jx j
...∑n

j=1 Fm jx j

 ∈ M(m × 1,R).

Dat is heel nuttig voor veel toepassingen, maar lastig in een cursustekst
omdat deze notatie veel plaats nodig heeft. ‘Verticale’ vectoren kan men
ook met behulp van transpositie
F11 . . . F1n
...

...
Fm1 . . . Fmn

 ∈ M(m×n,R) ⇔ FT :=


F11 . . . F1m
...

...
Fn1 . . . Fnm

 ∈ M(n×m,R)

45
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krijgen, maar steeds (x1, . . . , xn)T schrijven is ook heel lastig.
Conclusie. Wanneer het nodig is, om een nieuwe definitie of notatie beter
uit te leggen, zullen we in de volgende tekst de ‘matrix notatie’ (= verticale
vectoren) gebruiken. Maar anders doen we het niet.

2. Tekeningen van hoger-dimensionale functies

Er bestaan twee belangrijke methoden om meer-dimensionale functies

f : Rn → Rm

te tekenen: We kunnen het domein & doel van een functie of haar gra-
fiek schetsen. De eerste methode is exact inzake dimensies, maar niet heel
intuı̈tief. De grafiek van een functie geeft een goede intuitië, maar de dimen-
sies zijn ‘niet correct’ omdat de grafiek de dimensie zowel van het domein
als van het doel bevat, preciezer: de grafiek

graph( f ) := {(x, f (x)) | x ∈ Rn} ⊂ Rn × Rm

leeft als lager dimensionale ruimte in Rn ×Rm. We geven nu een voorbeeld.

0

f

R R

R

x

f (x)

Figuur 3.1. Domein en beeld van f (x1, x2) = x2
1 + x2

2.

Beschouw de functie f : R2 → R, f (x1, x2) = x2
1 + x2

2. Het domein is R2

en het beeld is f (R2) = R≥0 ⊂ R, zie ook Figuur 3.1. De grafiek is een
paraboloı̈de in R3, zie Figuur 3.2. Voor m = 1 wordt gewoonlijk de grafiek
gebruikt om functies te tekenen.
Voor n = 1 wordt de functie

γ = (γ1, . . . , γm) : U ⊂ R→ Rm, γ(t) = (γ1(t), . . . , γm(t))

vaak kromme of pad genoemd. Bij een kromme wordt meestal het beeld
in het doel geschetst. Dit geeft (bijna) dezelfde indruk als de grafiek. Een
voorbeeld voor een kromme is γ(t) := (cos(t), sin(t)) die de eenheidscirkel
in R2 beschrijft.
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R

R

x

f (x)
(x, f (x))

R

Figuur 3.2. Grafiek van f (x1, x2) = x2
1 + x2

2.

3. Afgeleide en raakruimte

In hogere dimensies bestaat meer ‘ruimte’ om een functie te veranderen.
En helaas is ‘veranderen in één plus één dimensie’ niet noodzakelijk het-
zelfde als ‘veranderen in twee dimensies’ zoals we later zullen zien. Dit
legt intuı̈tief uit waarom de definitie van differentieerbaarheid in hogere di-
mensies van de definitie in Calculus I moet verschillen.

Nu, waarom kunnen we niet gewoon de ‘oude’ definitie voor differenti-
eerbaarheid behouden? In Calculus I werkt men met functies g : R → R
waar h in g′(p) := limh→0

g(p+h)−g(p)
h maar in één dimensie kan verande-

ren omdat h = he1 ∈ R
1 in de kanonieke basis e1 = 1 van R1 geldt. Nu

beschouwen we een functie f : R2 → R1. Als we nu willen schrijven
f ′(p) := limh→0

f (p+h)− f (p)
h dan komen we minstens vier problemen tegen:

Vraag 3.1. 1) Allereerst moeten we h ∈ R2 door ‖h‖ ∈ R vervangen
daarmee de breuk welgedefinieerd is.

2) h is een vector in R2 met h = h1e1 + h2e2 in de kanonieke basis zodat
h in twee variabelen h1 en h2 verandert. Voor verschillende h kan
dus de limiet f ′(p) verschillend zijn! Daarom zou men ten minste h
ergens in de notatie van de term f ′(p) moeten vermelden.

3) Wat zullen we doen als de limiet f ′(p) voor sommige ‘richtingen’
h ∈ R2 bestaat, maar niet voor alle h ∈ R2?

4) Als de limiet voor alle h bestaat kunnen we de limieten ‘samenplak-
ken’ om één term onafhankelijk van de keuze van h te krijgen?
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We zullen zien dat de oplossing voor alle bovenstaande problemen een li-
neaire afbeelding zal zijn.

Definitie 3.2. Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en f : U → Rm. We noemen
f differentieerbaar of afleidbaar in p als er een lineaire afbeelding
Ap : Rn → Rm bestaat zodat

(3.3) lim
h→0

f (p + h) − f (p) − Ap(h)
‖h‖

= 0.

Als Ap bestaat dan noteren we Ap =: D f |p en noemen de lineaire af-
beelding D f |p de differentiaal of afgeleide van f in p. Een functie is
differentieerbaar of afleidbaar als deze in alle p ∈ U differentieerbaar
is.

Voor lineaire afbeeldingen bestaan verschillende notaties, bijvoorbeeld
Ap(h) = Ap.h = Aph, afhankelijk of men die als afbeelding of als matrix
beschouwt. De notatie D f |p betekent D f in het punt p en de notatie

D f |ph := D f |p.h := D f |p(h)

betekent D f in het punt p matrixvermenigvuldigd met de vector h ∈ Rn.
We gebruiken de notatie |p om verwarring van punt, mogelijke index en
vector te vermijden. Er bestaan ook andere notaties in de literatuur, bijvoor-
beeld

D f |p = D fp = D f (p) = d f (p) = Tp f = f∗p
zodat

D f |p.h = D f (p)(h) = d f (p)(h) = Tp f (h) = f∗p(h).
Als er geen verschillende notatie voor het punt en de vector bestaat, kan dit
tot verwarring leiden zodra men de kettingregel gebruikt.

Opmerking 3.4. 1) Vanwege Stelling 2.9 hoeven we de norm niet te spe-
cificeren.

2) Uitspraak (3.3) is per definitie equivalent met

lim
h→0

∥∥∥ f (p + h) − f (p) − D f |p.h
∥∥∥

‖h‖
= 0.

en met

(3.5) f (p + h) = f (p) + D f |p.h + ‖h‖R(p + h)

waarin voor de rest R geldt limh→0 R(p + h) = 0.
3) Als D f |p bestaat dan is het door (3.3) uniek bepaald.
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4) Een differentieerbare functie is continu.

Nu, waarom definiëren we de afgeleide van een hogerdimensionale functie
door een lineaire afbeelding? Uitspraak (3.5) toegepast op een functie g :
R1 → R1 bevat de vergelijking h 7→ g(p) + g′(p)h wat de raaklijn aan g in
g(p) beschrijft. Meer algemeen beschouwen we

Definitie 3.6. Men noemt een functie f : Rn → Rm affien als de functie
van de vorm f (x) = Bx + b is met B ∈ M(m×n,R) en b ∈ Rm. Als b = 0
dan is f lineair.

Een affiene functie is dus de som van een lineaire functie en een constante
functie. In het bijzonder is de raaklijn een affiene functie. Het verschil tus-
sen de benadering g(p) + g′(p)h en de echte functiewaarde g(p + h) wordt
gemeten door de rest ‖h‖R(p + h). De raaklijn is de beste ‘benadering in
eerste orde’ (of ‘lineaire benadering’) van g in p. Deze betekenis wordt ge-
motiveerd door het volgende: In Definitie 1.93 hadden we machtreeksen
gedefinieerd, d.w.z. reeksen van de vorm

a : R→ R, a(h) :=
∞∑

k=0

akhk

waarbij we het convergentieprobleem voor een ogenblik negeren. Als de
van h afhangende reeks convergeert dan wordt de ‘functiewaarde’ a(h) =∑∞

k=0 akhk door de partiële sommen

s0(h) = a0 ‘nulde orde′

s1(h) = a0 + a1h1 ‘eerste orde′

s2(h) = a0 + a1h1 + a2h2 ‘tweede orde′

...
...

benaderd. Zogenoemde Taylorreeksen zijn machtreeksen van de vorm

g(p + h) =

∞∑
k=0

g(k)(p)
k!

hk

geassocieerd aan een oneindig-differentieerbare functie g : R1 → R1 waarin
g(k)(p) de kde afgeleide van g in p betekent. De benadering van g(p) in
eerste orde is de raaklijn h 7→ g(p) + g′(p)h.
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Bij hogerdimensionale functies f : Rn → Rm en h ∈ Rn werken we met het
‘raakvlak’ h 7→ f (p) + D f |p.h. De theorie van Taylorreeksen bestaat ook
in hogere dimensies zodat het weer zinvol is van ‘lineaire benadering’ of
‘benadering van eerste orde’ te spreken. De Taylorontwikkeling van tweede
orde zullen we in Propositie 3.40 tegenkomen.

Als een functie lineair of affien is dan is haar afgeleide inderdaad gelijk aan
haar lineaire aandeel:

Propositie 3.7. Beschouw de affiene functie f : Rn → Rm, f (x) = Bx+b
met B ∈ M(m×n,R) en b ∈ Rm. Dan is f differentieerbaar in p voor alle
p ∈ Rn en er geldt D f |p = B voor alle p, d.w.z. D f |p is onafhankelijk
van p en gegeven door de lineaire afbeelding x 7→ Bx.

Bewijs van Propositie 3.7. We berekenen

f (p + h) − f (p) = B(p + h) + b − Bp − b = Bh.

Daarom is B onze kandidaat en we verkrijgen

lim
h→0

f (p + h) − f (p) − Bh
‖h‖

= lim
h→0

Bh − Bh
‖h‖

= 0.

�

Voorbeeld 3.8. 1) Voor 1-dimensionale functies g : R → R, g(x) =

αx + β met α, β ∈ R vindt men in het bijzonder g′(p) = α voor alle p
en t 7→ αt is de afbeelding Dg|p : R→ R.

2) De afgeleide van f (x1, x2) :=
( 1 3

0 2
) ( x1

x2

)
+

( 2
4
)

is D f =
( 1 3

0 2
)
.

Een belangrijke klasse functies zijn krommen

γ = (γ1, . . . , γm) : U ⊂ R→ Rm.

Omdat krommen maar van één variabele afhangen en γi : U ⊂ R→ R voor
alle 1 ≤ i ≤ m een 1-dimensionale functie is, schrijft men vaak

Dγ|t =: γ′(t) = (γ′1(t), . . . , γ′m(t))

voor de afgeleide van een kromme. In fysica en meetkunde is ook de no-
tatie Dγ|t =: γ̇(t) populair. Met behulp van Propositie 3.7 krijgen we ook
onmiddelijk de afgeleide van affiene krommen:
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Gevolg 3.9. Stel p ∈ Rm een ‘punt’ en v ∈ Rm een ‘vector’. Dan is de
afgeleide van γ : R→ Rm, γ(t) := p + tv gegeven door γ′(t) = Dγ|t = v
voor alle t ∈ R.

Nu beschouwen we nog een beetje de meetkundige achtergrond van de af-
geleide als lineaire afbeelding. Hiervoor definiëren we

Definitie 3.10. Stel U ⊆ Rn open en p ∈ U. De raakruimte TpU van
U in p is gegeven door

TpU :=

(p, v)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v ∈ Rn zodat ∃ ε > 0 en
∃ γ : ] − ε, ε [→ U differentieerbaar

met γ(0) = p en γ′(0) = v


en de raakruimte van U is gedefinieerd door TU := ∪p∈UTpU.

Intuı̈tief is TpU de ruimte van alle mogelijke ‘vectorrichtingen’ v ∈ Rn die
U in het ‘voetpunt’ p ‘raken’ waarbij ‘raken’ betekent dat er bestaan ε > 0
en een differentieerbare kromme γ : ]−ε, ε[→ U met γ(0) = p en γ′(0) = v.

Gegeven een deelvectorruimte V ⊂ Rn en een punt p. Dan noemd men
W(p) := p + V een affiene vectorruimte met voetpunt p en noteert de
elementen van W(p) door p + v of (p, v) voor alle v ∈ V .

Opmerking 3.11. TpU heeft de structuur van een affiene vectorruimte,
d.w.z. p is het voetpunt en de bijhoorende reële deelvectorruimte is de
‘richtingsruimte’

{v ∈ Rn | ∃ γ : ] − ε, ε[→ U diff. met γ(0) = p, γ′(0) = v}.

Dus induceert (p, v) 7→ v de bijectieve identificatie

(3.12) TpU '
{

v ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∃ γ : ] − ε, ε[→ U differentieerbaar

met γ(0) = p en γ′(0) = v

}
.

Als er geen verwarring inzake voetpunten bestaat, werkt men meestal ge-
woon met de rechterkant van (3.12), d.w.z. de ‘richtingsruimte’. De raak-
ruimte van een open U ⊆ Rn kan men expliciet berekenen:
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Lemma 3.13. Stel U ⊆ Rn open en p ∈ U. Dan geldt

TpU = {p} × Rn ' Rn.

Omdat we het concept ‘raakruimten’ in Definitie 3.65 voor gecompliceer-
dere verzamelingen dan open verzamelingen in Rn willen gebruiken, heb-
ben we de raakruimte in p ∈ U van een open verzameling U niet direct als
{p} × Rn gedefinieerd, maar de algemene definitie gegeven.

Bewijs van Lemma 3.13. ‘⊆’ geldt per definitie.
‘⊇’: We moeten TpU ⊇ {p} × Rn aantonen, d.w.z. voor een gegeven v ∈ Rn

moeten we een ε > 0 en een kromme γ : ]− ε, ε[→ U vinden met γ(0) = p
en γ′(0) = v. Dit is eenvoudig: Kies een norm ‖ ‖ in Rn. Omdat U open is
bestaat er δ > 0 zodat B(p, δ) ⊂ U. Zij v ∈ Rn en kies 0 < ε < δ

‖v‖ . Dan stel
γ(t) := p + tv wat aan γ(0) = p en γ′(0) = v voldoet. Vanwege

‖p − γ(ε)‖ = ‖p − (p + εv)‖ = ε ‖v‖ < δ

geldt γ
(
] − ε, ε[

)
⊂ B(p, δ) ⊂ U. �

Maak een tekening voor de volgende conclusie!

Gevolg 3.14. Zij U ⊆ Rn open, V ⊆ Rm open en f : U → V differenti-
eerbaar in p ∈ U. De afgeleide is een afbeelding D f : TU → TV die
voor alle p ∈ U lineaire afbeeldingen

D f |p : TpU ' Rn → T f (p)V ' Rm

induceert. In het bijzonder wordt de vector v ∈ TpU ' Rn op de vector
D f |p.v ∈ T f (p)V ' Rm afgebeeld.

Als een functie niet differentieerbaar is, kan men toch soms nog altijd een
‘afgeleide in een gegeven richting’ definiëren:

Definitie 3.15. Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en f : U → Rm. Gegeven een
vector v ∈ Rn, dan wordt

lim
t→0

f (p + tv) − f (p)
t

(als de limiet bestaat) richtingsafgeleide van f in richting v genoemd.
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Opgelet: We hebben de richtingsafgeleide voor willekeurige vectoren gede-
finieerd, maar sommige boeken definiëren de richtingsafgeleide alleen voor
vectoren met norm gelijk aan één.

Als een functie differentieerbaar is dan kan men de richtingsafgeleide ver-
krijgen door matrixvermenigvuldiging van de afgeleide met de vector (dit
beantwoordt de eerste helft van Vraag 3.1):

Lemma 3.16. Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en f : U → Rm differentieerbaar
in p en v ∈ TpU ' Rn. Zij ε > 0 voldoende klein zodat γ(t) := p + tv
voor t ∈ ] − ε, ε[ in U ligt. Dan voldoet de kromme

Γ := f ◦ γ : ] − ε, ε[→ Rm, Γ(t) := ( f ◦ γ)(t) = f (p + tv)

aan Γ(0) = f (p) en is in t = 0 differentieerbaar met afgeleide Γ′(0) =

D f |p.v. Verder komt de richtingsafgeleide limt→0
f (p+tv)− f (p)

t van f in p
in richting v overeen met Γ′(0) = D f |p.v

Bewijs. Omdat f differentieerbaar in p is bestaat er D f |p en voldoet aan

0 = lim
h→0

f (p + h) − f (p) − D f |p.h
‖h‖

wat voor h = tv met behulp van de lineairiteit van D f |p leidt tot

= lim
t→0

f (p + tv) − f (p) − tD f |p.v
t ‖v‖

1.54
=

1
‖v‖

(
lim
t→0

f (p + tv) − f (p)
t

− D f |p.v
)
.

Dus volgt

D f |p.v = lim
t→0

f (p + tv) − f (p)
t

.

Wegens Γ(t) = f (p + tv) geldt tegelijkertijd

0 = lim
t→0

f (p + tv) − f (p) − D f |p.(tv)
‖v‖ t

=
1
‖v‖

(
lim
t→0

Γ(t) − Γ(0) − (D f |p.v)t
t

)
wat

0 = lim
t→0

Γ(t) − Γ(0) − (D f |p.v)t
t

impliceert en dus differentieerbaarheid van Γ in 0 met Γ′(0) = D f |p.v. �

Met behulp van Lemma 3.16 kunnen we nu de afgeleide in coördinaten
schrijven.
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Definitie 3.17. Stel f = ( f1, . . . , fm) : U ⊆ Rn → Rm differentieerbaar
in p ∈ U en zij e1, . . . , en de kanonieke basis van Rn. Dan noemt men
de richtingsafgeleide van f in richting van e j de jde partiële afgeleide
van f en schrijft

D j f |p := D f |p.e j

De richtingsafgeleide D j f |p is in feite van de vorm

D j f |p =


D j f1|p
...

D j fm|p


en de afgeleide D f |p is dus van de vorm

D f |p =
(
D1 f |p, . . . ,Dn f |p

)
=


D1 f1|p . . . Dn f1|p
...

...
D1 fm|p . . . Dn fm|p


en wordt Jacobimatrix van f genoemd.

Deze matrix is vernoemd naar de Duitse wiskundige Carl Jacobi (1804
– 1851). Er bestaan enkele equivalente notaties in de literatuur voor de
partiële afgeleide:

D j f = ∂ j f = ∂x j f = ∂e j f =
∂

∂x j
f =

d
dx j

f .

De m componentfuncties fi van f zijn functies fi : Rn → R zodat de functie

ϕi j : R1 → R1, ϕi j(t) := fi(x1, . . . , x j−1, t, x j+1, . . . , xn)

een 1-dimensionale functie is voor 1 ≤ j ≤ n en 1 ≤ i ≤ m. Het element D j fi

van de Jacobi-matrix is in feite precies de afgeleide ϕ′i j zoals in Calculus I
gedefinieerd.

Conclusie. D j fi is de afgeleide (in de zin van Calculus I) van de com-
ponentfunctie fi ten opzichte van de veranderlijke x j terwijl alle andere
veranderlijken als constanten worden beschouwd.

We berekenen nu voorbeelden.

Voorbeeld 3.18. We zoeken D f |p voor p = (0, 0) van

f : R2 → R2, f (x) = ( f1(x1, x2), f2(x1, x2)) := (x2
1, x1 + sin(x2)).
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Bewijs.

D f |(0,0) =

(
D1 f1 D2 f1

D1 f2 D2 f2

)∣∣∣∣∣∣
(0,0)

=

(
D1(x2

1) D2(x2
1)

D1(x1 + sin(x2)) D2(x1 + sin(x2))

)∣∣∣∣∣∣
(0,0)

=

(
2x1 0
1 cos(x2)

)∣∣∣∣∣∣
(0,0)

=

(
0 0
1 1

)
.

�

En nog een voorbeeld.

Voorbeeld 3.19. We zoeken D f |p voor p = (1, 0,−1) van

f : R3 → R, f (x1, x2, x3) := x1 + ex1+x2 + x1x2x4
3

en ook de richtingsafgeleide D f |p.v voor v :=

10
2

.

Bewijs.

D f |p = (1 + ex1+x2 + x2x4
3, ex1+x2 + x1x4

3, 4x1x2x3
3)|(1,0,−1)

= (1 + e, e + 1, 0).

Voor de richtingsafgeleide vinden we

D f |p.v = (1 + e, e + 1, 0).

10
2

 = 1 + e.

�

Nu begrijpen we ook waarom de notatie Dγ =: γ′ voor krommen zinvol is:

Voorbeeld 3.20. Stel γ = (γ1, . . . , γm) : U ⊂ R → Rm een diffe-
rentieerbare kromme. De Jacobimatrix van γ is gegeven door Dγ|t =

(D1γ1|t, . . . ,D1γm|t) wat we gewoon als Dγ|t = γ′(t) = (γ′1(t), . . . , γ′m(t))
schrijven.

Nu beantwoorden we de overige deelvragen van Vraag 3.1.
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Propositie 3.21. Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en f = ( f1, . . . , fm) : U →
Rm. Beschouw volgende uitspraken.
(a) ∀ 1 ≤ j ≤ n, ∀ 1 ≤ i ≤ m : D j fi bestaat en is continu in p.
(b) f is differentieerbaar in p.
(c) ∀ 1 ≤ j ≤ n, ∀ 1 ≤ i ≤ m : D j fi bestaat in p.
Dan geldt (a)⇒ (b)⇒ (c), maar (a): (b): (c).

Bewijs. (a)⇒ (b)⇒ (c) is overgelaten aan de lezer.
(a): (b): reeds in één dimensie bestaan er functies met niet-continue afge-
leiden.
(b): (c): We beschouwen

f (x1, x2) :=


0 als x = (0, 0),

2x1x2

x2
1 + x2

2

als x , (0, 0)

en berekenen voor de kromme t 7→ 0 + te1 = (t, 0)

D1 f |(0,0) = lim
t→0

f (t, 0) − f (0, 0)
t

= lim
t→0

2t·0
t2+02 − 0

t
= 0

en voor t 7→ 0 + te2 = (0, t)

D2 f |(0,0) = lim
t→0

f (0, t) − f (0, 0)
t

= lim
t→0

2·0·t
02+t2 − 0

t
= 0

maar voor v :=
(
1
1

)
en de kromme t 7→ 0 + t

(
1
1

)
berekenen we de richtings-

afgeleide in richting v

lim
t→0

f (t, t) − f (0, 0)
t

= lim
t→0

2tt
t2+t2 − 0

t
= lim

t→0

1
t

= ∞.

Dus impliceert het bestaan van alle partiële afgeleiden niet noodzakelijk het
bestaan van een andere richtingsafgeleide. Verder impliceert het bestaan
van alle partiële afgeleiden niet het bestaan van de afgeleide. Hiervoor zijn
sterkere voorwaarden nodig. �

4. Rekenregels, hogere afgeleiden en extrema

In Calculus I hadden we al enkele rekenregels voor afgeleiden leren kennen,
in het bijzonder voor f , g : R→ R en λ, µ ∈ R:

• (λ f + µg)′(x) = λ f ′(x) + µg′(x) voor alle x ∈ R.
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• ( f g)′(x) = f (x)g′(x) + f ′(x)g(x) voor alle x ∈ R.
• (g ◦ f )′(x) = g′( f (x)) f ′(x) voor alle x ∈ R.

Nu breiden we dit uit tot hogere dimensies.

Propositie 3.22 (Rekenregels).
Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en V ⊆ Rm open.
1) (Optelling en scalaire vermenigvuldiging)

Stel f , g : U ⊆ Rn → Rm differentieerbaar in p en λ, µ ∈ R. Dan is
λ f + µg differentieerbaar in p en

D(λ f + µg)|p = λD f |p + µDg|p.

2) (Productregel) Zij f , g : U ⊆ Rn → R differentieerbaar in p. Dan is
het product f g : U ⊆ Rn → R differentieerbaar in p en

D( f g)|p = f (p)Dg|p + g(p)D f |p.

3) (Kettingregel) Zij f : U ⊆ Rn → Rm differentieerbaar in p met
f (U) ⊆ V en g : V ⊆ Rm → Rk differentieerbaar in f (p). Dan is de
samenstelling g ◦ f : U ⊆ Rn → Rk differentieerbaar in p en

D(g ◦ f )|p = Dg| f (p).D f |p
waarin D(g ◦ f )|p door een (k × n)-matrix, Dg| f (p) door een (k ×m)-
matrix en D f |p door een (m×n)-matrix kan worden gerepresenteerd.
De samenstelling in Dg| f (p).D f |p is de matrixvermenigvuldiging.

Bewijs. 1) en 3) zijn overgelaten aan de lezer.
2) Omdat f , g : U → R differentieerbaar in p ∈ U zijn geldt

0 = g(p) · 0 + f (p) · 0

= lim
h→∞

g(p)( f (p + h) − f (p) − D f |p.h) + f (p)(g(p + h) − g(p) − Dg|p.h)
‖h‖

= lim
h→∞

1
‖h‖

[
f (p + h)g(p + h) − f (p + h)g(p + h)

+ g(p)( f (p + h) − f (p) − D f |p.h) + f (p)(g(p + h) − g(p) − Dg|p.h)
]

= lim
h→∞

f (p + h)g(p + h) − f (p)g(p) − (g(p)D f |p + f (p)Dg|p).h
‖h‖

− lim
h→∞

( f (p + h) − f (p))(g(p + h) − g(p))
‖h‖

.
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Met h = ‖h‖ h
‖h‖ willen we graag

lim
h→0

g(p + h) − g(p)
‖h‖

als de richtingsafgeleide van g in richting limh→0
h
‖h‖ beschouwen, maar dat

lukt niet omdat limh→0
h
‖h‖ niet hoeft te bestaan (voorbeeld: h = 1

t

(
cos(t)
sin(t)

)
voor t → ∞ zodat h

‖h‖ =
(

cos(t)
sin(t)

)
wat de eenheidscirkel parametriseert). Maar

met behulp van (3.5) kunnen we schrijven
( f (p + h) − f (p))(g(p + h) − g(p))

‖h‖
(3.5)
=

(D f |p.h + ‖h‖R f (p + h))(Dg|p.h + ‖h‖Rg(p + h))
‖h‖

= (D f |p.h)
(
Dg|p.

(
h
‖h‖

))
+ (D f |p.h)Rg(p + h) + R f (p + h)(Dg|p.h)(3.23)

+ ‖h‖R f (p + h)Rg(p + h).(3.24)

Omdat Dg|p : Rn → R als lineaire afbeelding tussen eindig-dimensionale
vectorruimten continu is, bestaat er 0 < C < ∞ zodat

−C ≤ inf{Dg|p.v | ‖v‖ = 1} ≤ sup{Dg|p.v | ‖v‖ = 1} ≤ C.

vanwege de compactheid van de eenheidssfeer {v | ‖v‖ = 1} ⊂ Rn. Dus volgt
limh→0(D f |p.h)

(
Dg|p.

(
h
‖h‖

))
= 0. De convergentie naar nul van de anderen

termen in (3.23) en (3.24) is evident. Daarmee krijgen we

lim
h→∞

f (p + h)g(p + h) − f (p)g(p) − (g(p)D f |p + f (p)Dg|p).h
‖h‖

= 0

wat D( f g)|p = f (p)Dg|p + g(p)D f |p impliceert. �

Beschouwen we nu een voorbeeld voor de somregel.

Voorbeeld 3.25. Bereken de afgeleide van 3 f + 5g waarin

f : R2 → R2, f (x1, x2) := (x2
1, x1 + cos(x2)),

g : R2 → R2, g(x1, x2) := (x1, 7)

Bewijs. We vinden

D f |(x1,x2) =

(
2x1 0
1 − sin(x2)

)
en Dg|(x1,x2) =

(
1 0
0 0

)
en

(3 f + 5g)(x1, x2) = (3x2
1 + 5x1, 3x1 + 3 cos(x2) + 35)
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zodat

3D f |(x1,x2) + 5Dg|(x1,x2) = 3
(
2x1 0
1 − sin(x2)

)
+ 5

(
1 0
0 0

)
=

(
6x1 + 5 0

3 −3 sin(x2)

)
= D(3 f + 5g)|(x1,x2)

�

Beschouwen we nu een voorbeeld voor de productregel.

Voorbeeld 3.26. Zij f , g : R2 → R gegeven door f (x1, x2) = x3
1 + x1x2

en g(x1, x2) = cos(x1). Gezocht is D( f g).

Bewijs. We berekenen

D f |(x1,x2) =
(
3x2

1 + x2, x1

)
en Dg|(x1,x2) =

(
− sin(x1), 0

)
en

( f g)(x1, x2) = (x3
1 + x1x2) cos(x1).

Daarmee krijgen we

f (x1, x2)Dg|(x1,x2) + g(x1, x2)D f |(x1,x2)

= (x3
1 + x1x2)

(
− sin(x1), 0

)
+ cos(x1)

(
3x2

1 + x2, x1

)
=

(
−(x3

1 + x1x2) sin(x1) + cos(x1)(3x2
1 + x2), x1 cos(x1)

)
= D( f g)|(x1,x2).

�

Beschouwen we nu twee voorbeelden voor de kettingregel.

Voorbeeld 3.27. Bereken de afgeleide van g ◦ f waarin

f : R→ R2, f (x) := (x2, cos(x)),

g : R2 → R, g(y1, y2) := y1 + 2y2
2.

Bewijs. We vinden

g ◦ f : R→ R, (g ◦ f )(x) = g(x2, cos(x)) = x2 + 2 cos2(x)
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en

D f |x =

(
2x

− sin(x)

)
en Dg|(y1,y2) =

(
1, 4y2

)
.

Verder

D(g ◦ f )|x = D(x2 + 2 cos2(x)) = 2x − 4 cos(x) sin(x),

Dg| f (x).D f |x =
(
1, 4 cos(x)

)
.

(
2x

− sin(x)

)
= 2x − 4 cos(x) sin(x).

�

Voorbeeld 3.28. Bereken de afgeleide van g ◦ f waarin

f : R2 → R2, f (x) :=
(
x2

1, x1x2

)
g : R2 → R3, g(y1, y2) :=

(
y2, 0, y2

1y3
2

)
Bewijs. We berekenen

D f |(x1,x2) =

(
2x1 0
x2 x1

)
en Dg|(y1,y2) =

 0 1
0 0

2y1y3
2 3y2

1y2
2


en

(g ◦ f )(x1, x2) =
(
x1x2, 0, x7

1x3
2

)
zodat

Dg| f (x1,x2).D f |(x1,x2) =

 0 1
0 0

2x5
1x3

2 3x6
1x2

2


(
2x1 0
x2 x1

)

=

 x2 x1

0 0
7x6

1x3
2 3x7

1x2
2


= D(g ◦ f )|(x1,x2).

�

Nu breiden we enkele belangrijke stellingen van de een-dimensionale theo-
rie naar hogere dimensies uit. Het idee is, de 1-dimensionale theorie in het
hogerdimensionale geval terug te vinden.

Stelling 3.29 (Middelwaardestelling). Stel U ⊆ Rm open en zij γ :
[a, b] ⊂ R→ U ⊆ Rm een kromme.
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1) Zij γ continu in [a, b] en differentieerbaar in ]a, b[ en f : U ⊆ Rm →

R differentieerbaar. Dan bestaat er t ∈ [a, b] zodat
f (γ(b)) − f (γ(a))

b − a
= D f |γ(t).γ

′(t).

2) We nemen aan dat er voor alle p, q ∈ U een γ bestaat zoals in 1) met
γ(a) = p en γ(b) = q. Dan geldt:

f : U → R differentieerbaar met D f ≡ 0 ⇔ f : U → R constant

3) We nemen aan dat de afgeleiden van γ : [a, b] → U ⊆ Rm en f :
U ⊆ Rm → Rk continu zijn. Dan geldt

f (γ(b)) − f (γ(a)) =


∫ b

a
D f1|γ(t).γ

′t) dt
...∫ b

a
D fk|γ(t).γ

′(t) dt

 =:

b∫
a

D f |γ(t).γ
′(t) dt.

Bewijs. 1) We definiëren Γ := f ◦ γ : [a, b] → R en gebruiken de een-
dimensionale middelwaardestelling: Deze impliceert het bestaan van een
t ∈ [a, b] zodat

f (γ(b)) − f (γ(a))
b − a

=
Γ(b) − Γ(a)

b − a
= Γ′(t) = ( f ◦ γ)′(t) = D f |γ(t).γ

′(t).

2) volgt uit 1).
3) We stellen ( f1 ◦ γ, . . . , fk ◦ γ) = f ◦ γ =: Γ = (Γ1, . . . ,Γk) : [a, b] → Rk.
We gebruiken nu de Hoofdstelling van de 1-dimensionale differentiaal- en
integraalrekening en krijgen voor Γi = fi ◦ γ : [a, b]→ R

fi(γ(b)) − fi(γ(a)) = Γi(b) − Γi(a) =

b∫
a

Γ′i(t)dt =

b∫
a

D fi|γ(t).γ
′(t)dt

voor alle 1 ≤ i ≤ k en daarom

f (γ(b)) − f (γ(a)) = Γ(b) − Γ(a) =


∫ b

a
D f1|γ(t).γ

′(t) dt
...∫ b

a
D fk|γ(t).γ

′(t) dt

 =:

b∫
a

D f |γ(t).γ
′(t) dt.

�

Nu willen we hogere afgeleiden definiëren. We doen dit iteratief:
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Definitie 3.30. Stel f = ( f1, . . . , fm) : U ⊆ Rn → Rm differentieerbaar.

Dan geldt Dk f =


Dk f1
...

Dk fm

 : U ⊆ Rn → Rm voor 1 ≤ k ≤ n en we

definiëren de tweede-orde partiële afgeleiden DiDk f van f voor 1 ≤
i ≤ n iteratief door

DiDk f := Di(Dk f ) =


Di(Dk f1)

...
Di(Dk fm)

 : U ⊆ Rn → Rm

als de k-de partiële afgeleide Dk f : U → Rn differentieerbaar is.

In het bijzonder hebben we DiDk f j := Di(Dk f j) : U ⊂ Rn → R. Er bestaan
verschillende notaties in de literatuur voor de hogere partiële afgeleiden
zoals

DiDk f = ∂i∂k f = ∂xi∂xk f =
∂2

∂xi∂xk
f .

Opmerking 3.31. Als m = 1 dan leiden de tweede-orde partiële afgelei-
den tot een (n × n)-matrix

D2 f = (DiDk f )1≤i,k≤n

die Hessiaanse matrix heet, vernoemd naar Otto Hesse (Duitse wis-
kundige, 1811 – 1874).

Nu beschouwen we een expliciet voorbeeld hiervoor.

Voorbeeld 3.32. Bereken de Hessiaanse matrix van

f : R2 → R, f (x1, x2) := x2
1x2 + cos(x1x2).

Bewijs.

D f |(x1,x2) =
(
2x1x2 − x2 sin(x1x2), x2

1 − x1 sin(x1x2)
)
,

D2 f |(x1,x2) =

(
D1D1 f |(x1,x2) D2D1 f |(x1,x2)

D1D2 f |(x1,x2) D2D2 f |(x1,x2)

)
=

(
2x2 − x2

2 cos(x1x2) 2x1 − sin(x1x2) − x1x2 cos(x1x2)
2x1 − sin(x1x2) − x1x2 cos(x1x2) −x2

1 cos(x1x2)

)
.
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�

Doordat we de definitie van de tweede-orde afgeleiden itereren, krijgen we
hogere-orde afgeleiden:

Definitie 3.33. Zij f : U ⊆ Rn → Rm en ` ∈ N en
k`, k`−1, . . . , k1 ∈ {1, . . . , n}. Neem aan dat de (` − 1)-de-orde partiële
afgeleide Dk`−1 . . .Dk1 f : U ⊆ Rn → Rm bestaat en differentieerbaar is.
Dan is de `-de-orde partiële afgeleide van f ten opzichte van de veran-
derlijken xk` , xk`−1 , . . . , xk1 gedefinieerd door

Dk`Dk`−1 . . .Dk1 f := Dk`(Dk`−1 . . .Dk1 f ) : U ⊆ Rn → Rm.

De partiële afgeleide Dk f zijn deel van D f = (D1 f , . . . ,Dm f ). Terwijl we
gewoonlijk D f |x in plaats van D f (x) schrijven wordt meestal Dk f (x) in
plaats van Dk f |x geschreven omdat Dk f meestal als algemene functie en
niet als deel van een lineaire afbeelding wordt beschouwd.

Voorbeeld 3.34. Gegeven f : R3 → R3, f (x1, x2, x3) := (x5
1x2x2

3, 1, x2),
bereken D1D1D2 f .

Bewijs. We berekenen

D2 f (x1, x2) =

x5
1x2

3
0
1

 en D1D2 f (x1, x2) =

5x4
1x2

3
0
0


en ten slotte

D1D1D2 f (x1, x2) =

20x3
1x2

3
0
0

 .
�

Nu willen we de notatie ‘continu differentieerbaar’ van Calculus I tot hogere
dimensies uitbreiden.
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Notatie 3.35. Stel U ⊂ Rn open. Dan definiëren we

C0(U,Rm) := C(U,Rm) := { f : U → Rm | f continu},

C1(U,Rm) := { f : U → Rm | f continu differentieerbaar}

:=
{

f : U → Rm

∣∣∣∣∣∣ Dk fi bestaat en is continu
∀ 1 ≤ k ≤ n, ∀ 1 ≤ i ≤ m.

}
C`(U,Rm) := { f : U → Rm | f `-maal continu differentieerbaar}

:=
{

f : U → Rm

∣∣∣∣∣∣ De `-de-orde partiële afgeleiden
van f bestaan en zijn continu.

}
C∞(U,Rm) := { f : U → Rm | f glad}

:= { f : U → Rm | f ∞-maal continu differentieerbaar}

:=
⋂
`∈N

C`(U,Rm)

Nu komen we tot een heel belangrijke uitspraak die de orde van de hogere
partiële afgeleiden betreft. Soms wordt de volgende stelling ook de Stelling
van Schwarz (Duitse wiskundige, 1843 – 1921) of de Stelling van Clairaut
(Franse wiskundige, 1713 – 1765) genoemd.

Stelling 3.36 (Clairaut-Schwarz). Stel U ⊆ Rn open en f ∈ C2(U,R).
Dan geldt ∀ 1 ≤ i, k ≤ n:

DiDk f = DkDi f .

Bewijs. Zie bijvoorbeeld [MaTr, Hoofdstuk 3, Theorem 1, p. 183] �

Een onmiddelijke consequentie is

Gevolg 3.37. Stel U ⊆ Rn open en f ∈ C2(U,R). Dan is de Hessiaanse
matrix (DiDk f )1≤i,k≤n symmetrisch. In het bijzonder is de Hessiaanse
matrix diagonaliseerbaar.
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Nu herhalen we kort de definitie van een kwadratische vorm. Zij B = (bi j)
een symmetrische (n×n)-matrix en beschouw Rn als vectorruimte met kano-

nieke basis e1, . . . , en zodat vectoren v ∈ Rn van de vorm v =


v1
...

vn

 =
∑n

i=1 viei

zijn. De afbeelding

qB : Rn → R, qB(v) := vT Bv =
∑

1≤i, j≤n

viv jbi j

heet kwadratische vorm met matrix B. Soms wordt ook volgende nota-
tie voor de matrixvermenigvuldiging van twee vectoren met een vierkante
matrix gebruikt:

B.(v, v) := vT Bv

Als we een andere basis in Rn kiezen, moeten we de representerende matrix
aanpassen. Dat is een belangrijk gezichtspunt omdat B symmetrisch en dus
diagonaliseerbaar is. Daarom is de kwadratische vorm ten opzichte van de
geassocieerde eigenvectorbasis eenvoudiger.

Opmerking 3.38. De Hessiaanse matrix D2 f van f ∈ C2(U ⊆ Rn,R)
induceert in elk p ∈ U de zogenoemde Hessiaanse vorm

D2 f |p.(v, v) = vT (D2 f |p)v =
∑

1≤i,k≤n

vivkDiDk f |p.

We beschouwen

Voorbeeld 3.39. Stel f (x1, x2) : R2 → R, f (x1, x2) := x3
1 + x2

2 + x1x2.

Dan geldt D f |(x1,x2) =
(
3x2

1 + x2, x1 + 2x2

)
en D2 f |(x1,x2) =

(
6x1 1
1 2

)
zodat

D2 f |(x1,x2).(v, v) =
(
v1, v2

) (6x1 1
1 2

) (
v1

v2

)
= 6x1v2

1 + 2v1v2 + 2v2
2

voor alle v =

(
v1

v2

)
∈ R2.

Wat de naam kwadratische vorm betreft: In de meetkunde wordt een afbeel-
ding die vectoren naar R afbeeldt vaak vorm genoemd. Onze vorm hier is
een polynoom in n veranderlijken v1, . . . , vn van grad twee, dus kwadratisch.
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Zoals voor 1-dimensionale functies bestaat er ook een Taylorontwikke-
ling voor hogerdimensionale functies. De Taylorontwikkeling beschrijft een
functie door benadering met behulp van (hogere) afgeleiden. In deze cur-
sus hebben we maar de Taylorontwikkeling tot tweede orde nodig, maar er
bestaat ook het hoger-dimensionale analogon.

Propositie 3.40 (Tweede-orde Taylorontwikkeling). Stel U ⊆ Rn

open, p ∈ U, f ∈ C2(U,R). Zij δ > 0 zodat B(p, δ) ⊂ U. Dan geldt:
Voor alle h ∈ Rn met ‖h‖ < δ bestaat er θ = θ(h) ∈ ]0, 1[ zodat

f (p + h) = f (p) + D f |p.h + 1
2 D2 f |p+θh.(h, h).

Dit kan men herformuleren als

f (p + h) = f (p) + D f |p.h + 1
2 D2 f |p.(h, h) + ‖h‖2 R f (p + h)

met ‘rest’ limh→0 R f (p + h) = 0.

Bewijs. We willen de 1-dimensionale Taylorontwikkeling van Calculus I
gebruiken. Zij δ > 0 zodat B(p, δ) ⊂ U en h ∈ Rn met ‖h‖ < δ. Dan bestaat
er 0 < ε := ε(h) < δ−‖h‖

2 zodat

γ : ] − (1 + ε), 1 + ε [→ B(p, δ), γ(t) := p + th

wel gedefinieerd is. Nu stellen we Γ := f ◦γ : ]− (1+ε), 1+ε [→ R wat een
twee-maal continu differentieerbare functie is waarvoor de 1-dimensionale
Taylorontwikkeling geldt. Dus bestaat er een θ = θ(h) ∈ ]0, 1[ zodat

f (p + h) = Γ(1)

= Γ(0) + Γ′(0)(1 − 0) + 1
2Γ′′(0 + θ · 1)(1 − 0)2

= Γ(0) + Γ′(0) + 1
2Γ′′(θ)

= f (γ(0)) + D f |γ(0).γ
′(0) + 1

2 (D f |γ(θ).γ
′(θ))′

= f (p) + D f |p.h + 1
2 (D2 f |p+θh.h).h

= f (p) + D f |p.h + 1
2 D2 f |p+θh.(h, h).

�

De tweede-orde Taylorontwikkeling wordt later gebruikt in Propositie 3.47
en in de intuı̈tieve uitleggingen van Stelling 3.53 (Inverse functie) en Stel-
ling 3.58 (Impliciete functie).

Nu willen we de notatie ‘maximum’, ‘minimum’ enz. uitbreiden tot hogere
dimensies.
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Definitie 3.41. Stel U ⊂ Rn open en f : U → R.
1) p ∈ U is een lokaal maximum als er een δ > 0 bestaat met B(p, δ) ⊆

U zodat voor alle x ∈ B(p, δ) \ {p} geldt dat f (x) ≤ f (p).
2) p ∈ U is een strikt lokaal maximum als er een δ > 0 bestaat met

B(p, δ) ⊆ U zodat voor alle x ∈ B(p, δ) \ {p} geldt dat f (x) < f (p).
3) Analoog worden een lokaal minimum en een strikt lokaal mini-

mum gedefinieerd.
4) Een maximum is een globaal maximum als dit het grootste van alle

maxima is. Een minimum is een globaal minimum als dit het klein-
ste van alle minima is.

5) Een (strikt) lokaal/globaal extremum is een (strikt) lokaal/globaal
maximum of een (strikt) lokaal/globaal minimum.

6) Zij nu f ∈ C1(U,R). Men noemt p ∈ U kritisch als D f |p = 0.

In Calculus I bestaan verschillende technieken om extrema te vinden en
hun type te identificeren. We zullen nu die technieken tot hogere dimensies
uitbreiden.

Lemma 3.42. Stel U ⊆ Rn open, f : U → R differentieerbaar en p ∈ U
een lokaal extremum van f . Dan volgt D f |p = 0, d.w.z. D f |p is een
matrix waarin alle elementen nul zijn.

Bewijs. Zij δ > 0 zodat B(p, δ) ⊆ U. Voor een willekeurig h ∈ Rn definieer
de kromme γ : ] − δ

‖h‖ ,
δ
‖h‖ [→ B(p, δ) gegeven door γ(t) := p + th. Nu stel

Γ := f ◦ γ : ] − δ
‖h‖ ,

δ
‖h‖ [→ R.

Dit is een 1-dimensionale, differentieerbare functie waarvoor we de technie-
ken van Calculus I kunnen toepassen. Omdat p een lokaal extremum van f
is, is t = 0 een lokaal extremum van Γ. Dus geldt voor h

0 = Γ′(0) = D f |γ(0).γ
′(0) = D f |p.h

Omdat h was willekeurig gekozen geldt deze gelijkheid voor alle h ∈ Rn.
Dit kan alleen als D f |p = 0. �

Opgelet:

Opmerking 3.43. Als het domein U niet open is, maar een ‘rand’ heeft
(bijvoorbeeld zoals bij begrensde en gesloten verzamelingen), dan kan
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een extremum ook op de rand van U zitten! Een dergelijk extremum
vindt men normaal gezien niet door afleiden! Conclusie: Als we extrema
op verzamelingen met ‘rand’ zoeken, moeten we het inwendige EN de
rand controleren!

Bewijs. Omdat differentieerbare functies continu zijn, vindt men een mak-
kelijk voorbeeld reeds in Calculus I: we weten dat elke continue functie op
een gesloten interval altijd een maximum en een minimum bereikt. Maar
dit extremum kan op een randpunt zitten! �

In Calculus I werden regels bestudeerd voor het vinden van extrema, bij-
voorbeeld

p is een maximum van g : R→ R als g′(p) = 0 en g′′(p) < 0.

We willen dit nu tot functies f : Rn → R uitbreiden. In het bijzonder moeten
we een nieuw concept voor de 2de afgeleide, de Hessiaanse matrix D2 f |p
vinden dat g′′(p) < 0 vervangt.

Definitie 3.44. Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en f ∈ C2(U,R).
1) D2 f |p is positief (resp. negatief) definiet als alle eigenwaarden van

D2 f |p strikt groter (resp. kleiner) dan 0 zijn.
2) D2 f |p is positief (resp. negatief) semidefiniet als alle eigenwaarden

van D2 f |p groter (resp. kleiner) dan of gelijk aan 0 zijn.
3) D2 f |p is indefiniet als D2 f |p noch (semi)positief, noch

(semi)negatief is.

Er bestaan meerdere criteria for definietheid, zie ook Lineaire Algebra. We
herhalen hiervan maar twee.

Propositie 3.45 (Criterium). Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en f ∈ C2(U,R).
1) D2 f |p positief (semi)definiet

⇔ ∀ h ∈ Rn : D2 f |p(h, h) > 0 (resp. ≥ 0).
2) D2 f |p negatief (semi)definiet

⇔ ∀ h ∈ Rn : D2 f |p(h, h) < 0 (resp. ≤ 0).
3) D2 f |p indefiniet

⇔ D2 f |p heeft positieve en negatieve eigenwaarden.
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Bewijs. Kies een orthonormaalbasis eigenvectoren v1, . . . , vn en represen-
teer h in deze basis. . . �

De volgende uitspraak is een speciaal geval van het zogenoemde
hoofdminor-criterium.

Propositie 3.46 (Hoofdminor-criterium voor 2×2-matrices).

Stel B :=
(
a b
b c

)
een symmetrische 2 × 2-matrix. Dan geldt

1) a > 0 en det B > 0 ⇒ B positief definiet.
2) a < 0 en det B > 0 ⇒ B negatief definiet.
3) det B < 0 ⇒ B indefiniet.

Bewijs. Zie literatuur voor het vak Lineaire Algebra, bijvoorbeeld [Fischer,
paragraaf 5.7.7]. �

Nu zullen we zien hoe we kunnen beslissen of een kritisch punt een maxi-
mum of een minimum of geen van beide is.

Propositie 3.47. Stel U ⊆ Rn open, p ∈ U en f ∈ C2(U,R). Dan geldt
1) Stel p een lokaal maximum (resp. minimum) van f . Dan is D f |p = 0

en D2 f |p is negatief (resp. positief) semidefiniet.
2) Stel D f |p = 0 en D2 f |p negatief (resp. positief) definiet. Dan is p een

strikt lokaal maximum (resp. minimum) van f .
3) Stel D f |p = 0 en D2 f |p indefiniet. Dan heeft de grafiek van f dichtbij

p de vorm van een zadel en p wordt zadelpunt genoemd.

Bewijs. 1) Lemma 3.42 impliceert D f |p = 0. Voor h ∈ Rn dichtbij 0 be-
schouwen we met behulp van Propositie 3.40 de Taylorontwikkeling

f (p + h) = f (p) + D f |p.h + 1
2 D2 f |p+θh.(h, h)

waarin θ = θ(h) ∈ ]0, 1[. Voor de eenvoud beperken we ons tot een maxi-
mum in p. We concluderen

0 ≥ f (p + h) − f (p) = 1
2 D2 f |p+θh.(h, h).

De ongelijkheid 0 ≥ D2 f |p+θh.(h, h) vermenigvuldigen we nu met λ2 voor
een willekeurige λ ∈ R. Dan volgt

0 ≥ D2 f |p+θh.(λh, λh),
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d.w.z. het teken van D2 f |p+θh.(λh, λh) hangt niet van de norm van de vec-
toren af waarmee we D2 f |p+θh vermenigvuldigen. Wegens f ∈ C2(U,R) is
D2 f |p continu en na de limietovergang h → 0 vinden we met behulp van
Propositie 3.45 dat D2 f |p negatief semidefiniet is.
2) en 3) overgelaten aan de lezer. �

Opgelet: In 1) van Propositie 3.47 geldt semidefiniet in plaats van definiet
omdat reeds in een dimensie de functie f (x) := x4 een strikt minimum in
x = 0 heeft, maar f ′′(0) = 0.

Voorbeeld 3.48. De functie f : R2 → R, f (x, y) := −2x3 + 6xy − 3y2

bereikt een maximum in (1, 1) en heeft een zadel in (0, 0).

Bewijs. We berekenen

D f |(x,y) =
(
−6x2 + 6y, 6x − 6y

)
en moeten D f |(x,y) = (0, 0) naar x en y oplossen. 0 = 6x−6y impliceert x = y
en 0 = −6x2 + 6y impliceert x2 = y (wat in het bijzonder y ≥ 0 impliceert).
Beide voorwaarden samen leiden tot (x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1)} wat alle kritische
punten zijn. Nu bepalen we hun typen. We berekenen

D2 f |(x,y) =

(
−12x 6

6 −6

)
en dus

D2 f |(0,0) =

(
0 6
6 −6

)
, D2 f |(1,1) =

(
−12 6

6 −6

)
.

We vinden det D2 f |(0,0) = −36 < 0 zodat volgens Propositie 3.46 (Hoofdmi-
nor) en Propositie 3.47 de oorsprong (0, 0) een zadelpunt is. Voor D2 f |(1,1)

vinden we −12 < 0 en det D2 f |(1,1) = 36 > 0 zodat (1, 1) volgens Propositie
3.46 (Hoofdminor) en Propositie 3.47 een lokaal maximum is. �

5. Inverse en impliciete functies

Deze paragraaf houdt zich bezig met twee heel belangrijke stellingen, de
zogenoemde Inverse functie-Stelling en de Impliciete functie-Stelling. We
leggen nu de motivatie voor de eerste van deze stellingen uit.
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Vraag 3.49. Zij U ⊆ Rn open en f : U → Rm. Wanneer bestaat (ten
minste lokaal) een inverse functie f −1 van f ?

‘Inverse’ betekent hier f ◦ f −1 = Id en f −1 ◦ f = Id.

Als f lineair is, kennen we het antwoord: f kan door een m × n-matrix F
gerepresenteerd worden. Dus bestaat f −1 als en slechts als de inverse van F
bestaat. Dit levert onmiddelijk de noodzakelijke voorwarden

n = m en det F , 0.

Dit beantwoordt de vraag in het lineaire geval. Maar wat gebeurt algemeen?
Het idee is de non-lineaire f in p ∈ U door de lineaire D f |p te benaderen en
lokaal rond p voorwaarden voor het bestaan van f −1 dichtbij f (p) te krijgen.
Omdat de Taylorontwikkeling voor voldoende differentieerbare functies een
exacte benadering levert, is dit idee zinvol. Het lineaire geval impliceert de
noodzakelijke voorwaarden n = m en det D f |p , 0. Als we (de potentieel
bestaande samenstelling) f ◦ f −1 = Id = f −1 ◦ f afleiden krijgen we volgens
de kettingregel

D
(

f −1
)

= (D f )−1.

Nu werpen we een blik op mogelijke problemen bij dit idee. In één dimensie
geldt

Opmerking 3.50. f ∈ C∞(R,R) en f ′(x) , 0 ∀ x ∈ R⇒ f injectief.

In plaats van f ′(x) , 0 in hogere dimensies gewoon det D f |x , 0 te eisen is
niet genoeg:

Voorbeeld 3.51. Zij f : R>0 ×R→ R2, f (r, ϕ) := (r cosϕ, r sinϕ). Dan
geldt det D f |p = r > 0 voor alle p ∈ R>0 × R, maar f is niet globaal
injectief. Omdat f lokaal injectief is kan men het domein verkleinen en
een (op dit nieuwe domein) bijectieve functie krijgen, ook bekend als
poolcoördinaten.

Bewijs. We berekenen

D f |(r,ϕ) =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
en det D f |(r,ϕ) = r > 0. Maar f (r, ϕ) = f (r, ϕ + 2πk) voor alle k ∈ Z. �
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De ‘standaard bijectieve afbeeldingen’ in Lineaire Algebra zijn (meestal)
isomorfismen tussen vectorruimten, d.w.z. lineaire bijectieve afbeeldingen.
In calculus werken we met differentieerbare functies zodat hier een ‘stan-
daard bijectieve afbeelding’ als bijkomende eigenschap differentieerbaar-
heid zou hebben. Preciezer definiëren we

Definitie 3.52. Stel U, V ⊆ Rn open en f : U → V. De functie f is een
Ck-diffeomorfisme van U naar V, of kort een Ck-diffeomorfisme, als
f : U → V bijectief is en f en f −1 beide k-maal continu differentieer-
baar zijn.

Onder de voorwaarde det D f |p , 0 krijgen we lokaal een inverse. Beter kan
niet zoals Voorbeeld 3.51 al heeft getoont.

Stelling 3.53 (Inverse functie). Stel Ũ ⊂ Rn open, p ∈ Ũ en f ∈
Ck(Ũ,Rn) met k ≥ 1. Zij verder det D f |p , 0. Dan bestaat er U ⊆ Ũ
open met p ∈ U zodat V := f (U) open is en de beperking van f in U

f |U : U → V

een Ck-diffeomorfisme is.

Bewijs. Voor intuı̈tie en voorbeelden zie [MaTr, Hoofdstuk 3.5], voor een
bewijs zie [MaHo]. �

Opmerking 3.54. 1) De functie f in Stelling 3.53 (Inverse functie) moet
ten minste C1 zijn, differentieerbaar is niet genoeg.

2) Stelling 3.53 (Inverse functie) betekent:
f ∈ Ck(U,Rn) en det D f |p , 0 impliceert het bestaan van f −1 lokaal
dichtbij p. We weten meestal niet hoe f −1 eruitziet, maar we weten
dat de inverse lokaal bestaat, zie Voorbeeld 3.55.

Hier is een voorbeeld voor een functie waar Stelling 3.53 (Inverse functie)
het lokale bestaan van een inverse levert hoewel we geen expliciete formule
voor de inverse kunnen berekenen.
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Voorbeeld 3.55. Zij f ∈ C∞(R2,R2), f (x, y) :=
(
x2 + y2, x + sin y

)
.

Dan bestaat een inverse (bijvoorbeeld) lokaal dichtbij (1, 0) maar niet
noodzakelijk in heel R2.

Bewijs. We berekenen

D f |(x,y) =

(
2x 2y
1 cos(y)

)
en det D f |(x,y) = 2x cos(y) − 2y. Oplossingen van 2x cos(y) − 2y = 0
zijn bijvoorbeeld (x, y) ∈ {(2πk, 2πk) | k ∈ Z}. Maar voor (1, 0) geldt
det D f |(1,0) = 2 > 0. Daarom bestaat volgens Stelling 3.53 (Inverse functie)
een kleine omgeving U van (1, 0) zodat in V := f (U) de inverse bestaat. �

Nu leggen we de motivatie voor de zogenoemde Impliciete functie-Stelling
uit.

Vraag 3.56. Zij f : R2 → R en r ∈ R. Wanneer en/of waar kunnen we
f (x, y) = r naar x of y oplossen? Wat is de situatie voor f : Rn → Rm

en r ∈ Rm? Kunnen we een expliciete oplossing vinden? Of alleen maar
een voorwaarde voor het abstracte bestaan van een oplossing geven?

Beschouwen we eerst een bekend voorbeeld: Stel

f : R2 → R, f (x, y) := x2 + y2 − 1 en r = 0.

Dan vinden we f (x, y) = 0⇔ x2 + y2 = 1. Dus zijn de oplossingen de cirkel

M := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}.

Oplossen naar (bijvoorbeeld) y betekent dat we een functie ϕ zoeken met

f (x, y) = 0 ⇔ ϕ(x) = y.

Met andere woorden: we zoeken een functie ϕ zodat

graph(ϕ) = M.

Maar we zien onmiddelijk dat zo een ϕ hoogstens lokaal kan bestaan omdat
onze kandidaat

y = ±
√

1 − x2 =: ϕ±(x)

maar lokaal als continu differentieerbare functie ϕ± : ] − 1, 1[→ R bestaat.
Om een representatie met behulp van een grafiek rond (±1, 0) te vinden
moeten we in feite naar x oplossen in plaats van y.
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Zoals voor Stelling 3.53 (Inverse functie) kijken we naar de lineaire theorie
om een noodzakelijke voorwaarde voor het oplossen te vinden. f : Rn →

Rm heeft als afgeleide D f , een m × n-matrix. Daarom kunnen we niet di-
rect met de determinant van D f werken omdat die niet gedefinieerd is. Als
n < m dan is het beeld f (Rn) een ‘lager-dimensionale’ deelverzameling van
de doelruimte Rm zodat oplossen meestal niet zinvol is omdat geen oplos-
sing bestaat. Als n ≥ m dan is f intuı̈tief ‘ten minste in voldoende grote
deelverzamelingen van Rm surjectief’ zodat oplossen zinvol is. Voor n ≥ m
is D f een m×n-matrix zodat er een m×m-deelmatrix bestaat. En voor deze
vierkante matrix bestaat een determinant. Wat betekent dit voor het oplossen
van lineaire stelsels? Het antwoord wordt in de volgende uitspraak gegeven.

Propositie 3.57. Stel n ≥ m en zij C een m × n =
(
m × ((n − m) + m)

)
-

matrix van de vorm C = (A, B) waarin A een (m × (n −m))-matrix en B

een m × m-matrix is. Zij verder z =

(
x
y

)
∈ Rn = Rn−m × Rm en d ∈ Rm.

Dan kan de vergelijking Cz = d naar y opgelost worden als det B , 0
geldt.

Bewijs. We schrijven

d = Cz = (A, B).
(
x
y

)
= Ax + By.

Als det B , 0 geldt dan bestaat B−1 zodat y = B−1(d − Ax) volgt. �

Dit betekent: Als we in de m × n-matrix D f (misschien na herordenen
van de coördinaten) een inverteerbare m × m-deelmatrix vinden, kunnen
we naar de veranderlijken oplossen die met de kolommen van de inverteer-
bare m ×m-deelmatrix geassocieerd zijn. Als we met y = (y1, . . . , ym) die m
coördinaten noteren en met x = (x1, . . . , xn−m) de overigen dan kunnen we
de coördinaten herordenen tot (x, y) en de afgeleide schrijven als

D f = (Dx f ,Dy f )

waarin
Dx f := (Dx1 f , . . . ,Dxn−m f )

de partiële afgeleiden ten opzichte van x1, . . . , xn−m en

Dy f := (Dy1 f , . . . ,Dym f )

de partiële afgeleiden ten opzichte van y1, . . . , ym zijn. Als we de afgeleide
als lineaire benadering van f opvatten dan suggereert Propositie 3.57 dat
we f (x, y) = r naar y kunnen oplossen als det Dy f , 0. Naar y oplossen
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betekent dat we een functie ϕ kunnen vinden met ϕ(x) = y ⇔ f (x, y) = r.
Nu vatten we dit samen:

Stelling 3.58 (Impliciete functie). Stel n ≥ m en U ⊆ Rn open. Zij f ∈
Cq(U ⊂ Rn,Rm) met q ≥ 1 en schrijf Rn ' R(n−m) × Rm met coördinaten
(z1, . . . , zn) = (x1, . . . , xn−m, y1, . . . , ym) = (x, y). Verder nemen we aan
dat voor het punt p = (κ, λ) ∈ U ⊆ Rn−m × Rm met f (p) =: r geldt

(3.59) det Dy f |p := det
(
D((n−m)+ j) fi|p

)
1≤i, j≤m

, 0.

Dan ∃ K ⊆ Rn−m open, ∃ L ⊆ Rm open met p = (κ, λ) ∈ K × L ⊆ U en
∃ ϕ ∈ Cq(K, L) zodat

(x, y) ∈ K × L en f (x, y) = r ⇔ x ∈ K en y = ϕ(x).

In het bijzonder geldt λ = ϕ(κ).

Bewijs. Voor intuı̈tie en voorbeelden zie [MaTr, Hoofdstuk 3.5], voor een
bewijs zie [MaHo]. �

Opmerking 3.60. In het bijzonder kan men dus onder de voorwaarden
van Stelling 3.58 (Impliciete functie) het inverse beeld van een functie-
waarde lokaal als grafiek schrijven.

Een typische toepassing van Stelling 3.58 (Impliciete functie) wordt in het
bewijs van Propositie 3.66 gegeven. Nu beschouwen we een voorbeeld.

Voorbeeld 3.61. Zij f : R4 → R2 gegeven door

f (z1, z2, z3, z4) :=
(
z2

1 + z2 cos(z3), cos(z3)
)
.

Dan kan men het inverse beeld van r = (1, 0) lokaal rond (z1, z2, z3, z4) =

(1, 1, π2 , 1) als grafiek schrijven.

Bewijs. De functie f is C∞. We berekenen

D f |(z1,z2,z3,z4) =

(
2z1 cos(z3) −z2 sin(z3) 0
0 0 − sin(z3) 0

)
.
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2 × 2-deelmatrices, waarvan de determinant niet automatisch nul is, zijn
gegeven door(

2z1 −z2 sin(z3)
0 − sin(z3)

)
en

(
cos(z3) −z2 sin(z3)

0 − sin(z3)

)
en geassocieerd met de coördinaten y = (z1, z3) of ỹ = (z2, z3). We bestu-
deren het geval y = (z1, z3). Theoretisch moest men nu de coördinaten als
(x, y) =

(
(z2, z4), ((z1, z3)

)
herordenen om de formele vorm in (3.59)

D f |(x,y) =

(
cos(z3) 0 2z1 −z2 sin(z3)

0 0 0 − sin(z3)

)
.

te bereiken, maar meestal wordt deze stap genegeerd en men gaat direct
verder. De nieuwe variabelen (x, y) leveren bijvoorbeeld voor p = (κ, λ) =(
(1, 1), (1, π2 )

)
de waarde

det Dy f |p = det
(
2 −1
0 −1

)
= −2 , 0

met functiewaarde

r = f (κ, λ) =
(
12 + 1 · cos

(
π
2

)
, cos

(
π
2

))
=

(
1, 0

)
.

Daarom kunnen we met behulp van Stelling 3.58 (Impliciete functie) een
omgeving K × L ⊂ R(n−m) × Rm van p = (κ, λ) =

(
(1, 1), (1, π2 )

)
vinden

met een functie ϕ ∈ C∞(K, L) zodat x 7→ f (x, ϕ(x)) ≡ r in K geldt, d.w.z.
lokaal kan men het inverse beeld van r rond (κ, λ) als grafiek van de functie
ϕ schrijven. �

6. Raakruimten, gradiënten en Lagrange-multiplicatoren

In deze paragraaf beschouwen we eerst raakruimten van niveauverzame-
lingen, dan gradiënten en hun betekenis in meetkunde voordat we een
optimalisatie-probleem met behulp van Lagrange-multiplicatoren oplossen.
We beginnen met een beetje lineaire algebra:

Een lineaire afbeelding A : Rn → Rm is surjectief
⇔ A(Rn) = Rm (dus in het bijzonder n ≥ m).
⇔ Voor de kern ker A := {v ∈ Rn | A(v) = 0} geldt dim ker A = n − m.
⇔ De representerende (m × n)-matrix A van A heeft maximale rang,

d.w.z. rkA = m.
⇔ Er bestaat (wellicht na herordenen van de kolonnen) een (m × m)-

deelmatrix B vanA met detB , 0.
We bestuderen nu de meetkundige betekenis van een surjectieve afgeleide.
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Definitie 3.62. Stel U ⊆ Rn open en f ∈ C1(U,Rm). We noemen r ∈ Rm

een reguliere waarde van f als
(i) f −1(r) := {p ∈ U | f (p) = r} , ∅.

(ii) Voor alle p ∈ f −1(r) is de afgeleide

D f |p : TpU ' Rn → T f (p)R
m ' Rm

surjectief.
Het inverse beeld f −1(r) wordt ook niveauverzameling van r genoemd.

Een belangrijk voorbeeld is

Voorbeeld 3.63. De (euclidische) eenheidssfeer

Sn−1 := {x ∈ Rn | ‖x‖E = 1}

kan worden geschreven als niveauverzameling van een reguliere
waarde.

Bewijs. Omdat de norm als functie niet glad maar is het kwardaat van de
norm wel, stel

f : Rn → R, f (x) = f (x1, . . . xn) :=
n∑

i=1

x2
i = ‖x‖2E

en vind f −1(1) = Sn−1. We berekenen D f |x = (2x1, . . . , 2xn) met rk D f |x = 1
voor x , 0 zodat r = 1 inderdaad een reguliere waarde is wegens 0 <
f −1(1). �

Merk op dat men de gladde functie f (x) :=
∑n

i=1 x2
i gebruikt in plaats van

x 7→ ‖x‖E omdat x 7→ ‖x‖E niet overall differentieerbaar is.

Voorbeeld 3.64. r = 0 is voor f (x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 x2
i geen reguliere

waarde omdat x = 0 in de niveauverzameling f −1(0) ligt en rk D f |0 =

rk(0, . . . , 0) = 0 < 1 heeft.

Als r een reguliere waarde is, dan is in feite f −1(r) een ‘heel mooie’
deelverzameling, d.w.z. f −1(r) heeft geen hoeken of andere bizare eigen-
schappen, maar is ‘glad’. Bovendien is de verzameling door een vergelij-
king gedefinieerd wat belangrijke, bijkomende informatie ter beschikking
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stelt zoals we later zullen zien. Het inverse beeld f −1(r) van een regu-
liere waarde r is een voorbeeld voor een zogenoemde deelvariëteit van Rn.
Variëteiten en deelvariëteiten worden in het vak Meetkunde of Riemann-
meetkunde gedefinieerd en uitgelegd. Intuı̈tief is een variëteit een verzame-
ling die lokaal op (een open deelverzameling van) Rn lijkt. Voor k ≤ n lijkt
een k-dimensionale deelvariëteit lokaal op (een open deelverzameling van)
Rk × {0}n−k ⊂ Rn.

In Definitie 3.10 hadden we de raakruimte van een open verzameling
U ⊆ Rn gedefinieerd en getoond dat TpU ' Rn voor alle p ∈ U geldt.
Volgens onze definitie van open geldt dim U = dimRn = n omdat rond elk
punt p ∈ U een kleine, open, n-dimensionale bol bestaat die volledig in U
ligt. Niveauverzamelingen, zoals bijvoorbeld Sn−1 ⊂ Rn, zijn deelverzame-
lingen in Rn met dim < n en we willen nu ook voor deze klasse raakruimten
definiëren.

Definitie 3.65. Stel U ⊆ Rn open, f ∈ C1(U,Rm) en r ∈ Rm een re-
guliere waarde voor f met M := f −1(r) ⊆ U ⊆ Rn. We definiëren de
raakruimte van M in p ∈ M door

TpM := {p} ×
{

v ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∃ ε > 0, ∃ γ : ] − ε, ε[→ M differentieerbaar,

γ(0) = p, γ′(0) = v

}
' {v ∈ Rn | ∃ ε > 0, ∃ γ : ] − ε, ε[→ M diff., γ(0) = p, γ′(0) = v}.

Dus geldt TpM ⊆ {p} × Rn. We zullen nu zien dat TpM een deelruimte is
met dim TpM = dim M ≤ n = dimRn.

Propositie 3.66. Stel U ⊆ Rn open, f = ( f1, . . . , fm) ∈ C1(U,Rm) en
r ∈ Rm een reguliere waarde voor f met M := f −1(r) en p ∈ M. Dan
geldt

TpM = ker D f |p ' {v ∈ Rn | D f |p.v = 0}
en dim M := dim TpM = n − m is welgedefinieerd.

Bewijs. ‘⊆’: De intuı̈tie voor de formule TpM = ker D f |p is het volgende.
Zij γ : ] − ε, ε[→ M een kromme met γ(0) = p en γ′(0) = v ∈ TpM.
Omdat voor alle t ∈ ] − ε, ε[ de samenstelling ( f ◦ γ)(t) ≡ r constant is
vinden we 0 = D( f ◦ γ)|t = D f |γ(t).γ

′(t) en dus, voor t = 0 in het bijzonder,
v = γ′(0) ∈ ker D f |p. Daarom geldt automatisch TpM ⊆ ker D f |p.
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‘=’: Nu tonen we TpM = ker D f |p aan. Omdat D f |p surjectief is bestaat er
(wellicht na herordenen van de kolonnen) een (m × m)-deelmatrix waarvan
de determinant niet verdwijnt. Daarom kunnen we Stelling 3.58 (Impliciete
functie) gebruiken: Er bestaan K ⊆ Rn−m open, L ⊆ Rm open met p =

(κ, λ) ∈ K×L en f (κ, λ) = f (p) = r en een ϕ ∈ C1(K, L) zodat (α, β) ∈ K×L
met f (α, β) = r als en slechts als α ∈ K en ϕ(α) = β. Dit impliceert

(3.67) M ∩ (K × L) = {(α, ϕ(α)) | α ∈ K} = graph(ϕ),

d.w.z. M kan lokaal rond p als grafiek van ϕ worden geschreven. Nu willen
we weten wat dit voor TpM = T(κ,λ)M impliceert. Zij dus γ : ] − ε, ε[ →
M ∩ (K × L) een kromme met γ(0) = p = (κ, λ). We merken op dat γ(t)
vanwege (3.67) van de vorm

γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) =
(
γ1(t), ϕ(γ1(t))

)
is zodat γ′(t) = (γ′1(t),Dϕ|γ1(t).γ

′
1(t)) geldt en in het bijzonder γ′(0) =

(γ1(0),Dϕ|κ.γ′1(0)). Dit betekent dat de keuze van γ1 de kromme en dus haar
afgeleide (‘raakvectoren’) vastlegt. Omdat K ⊆ Rn−m open is, geldt volgens
Lemma 3.13 de identificatie TκK ' Rn−m voor alle κ ∈ K. Nu beschouwen
we speciaal γ1(t) := κ + tu voor een willekeurig u ∈ TκK ' Rn−m en vinden

{(u,Dϕ|κ.u) | u ∈ Rn−m} ⊆ TpM ⊆ ker D f |p.

De lineariteit van Dϕ|κ impliceert dat {(u,Dϕ|κ.u) | u ∈ Rn−m} een
(deel)vectorruimte van Rn is. De afbeelding u 7→ (u,Dϕ|κ.u) is een iso-
morfisme van Rn−m naar {(u,Dϕ|κ.u) | u ∈ Rn−m} zodat

n − m = dimRn−m

= dim{(u,Dϕ|κ.u) | u ∈ Rn−m}

≤ dim TpM
≤ dim ker D f |p
= n − m

geldt. Dit impliceert dat alle ≤ en ⊆ in feite = zijn en dus

TpM = ker D f |p ' Rn−m.

In het bijzonder heeft TpM de eigenschappen van een (affiene) vectorruimte.
�

Het bovenstaande bewijs beschrijft wel hoe Stelling 3.58 (Impliciete func-
tie) wordt toegepast: men krijgt ‘nieuwe coördinaten’ die de lokale vorm
van de verzamelingen met behulp van een grafiek beschrijven wat makke-
lijke berekeningen toelaat. Propositie 3.66 rust ons in feite met de formule

TpM = ker D f |p
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uit om de raakruimte expliciet te berekenen. Herinner van Lineaire Algebra
de notaties

Span{u1, . . . , uk} := door u1, . . . , uk opgespannen vectorruimte,

soms ook door Vect(u1, . . . , uk) genoteerd, en {. . . }⊥ voor het orthogonale
complement van {. . . }.

Voorbeeld 3.68. Voor alle p ∈ Sn−1 ⊂ Rn geldt

TpS
n−1 = {p} ×

v ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∣ 〈p, v〉E :=
n∑

i=1

pivi = 0

 ' (Span{p})⊥.

Bewijs. We nemen zoals eerder f : Rn → R, f (x) = f (x1, . . . xn) :=
∑n

i=1 x2
i

met afgeleide D f |x = (2x1, . . . , 2xn) en hebben f −1(1) = Sn−1. Met behulp
van Propositie 3.66 krijgen we

ker D f |p = {p} × {v ∈ Rn | D f |p.v = 0}

= {p} ×

v ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2(p1, . . . , pn).


v1
...

vn

 = 0


= {p} ×

v ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∣ 〈p, v〉E :=
n∑

i=1

pivi = 0

 .
�

Voor p , q ∈ Sn−1 ⊂ Rn ziet men met behulp van Voorbeeld 3.68 dat
de raakruimten TpM ' (Span{p})⊥ en TqM ' (Span{q})⊥ zelfs naar het
vergeten van het voetpunt (meestal) niet overeen komen. De positie van de
raakruimte weerspiegelt dat de onderliggende verzameling in p en q er niet
‘gelijk’ uitziet.

In Lineaire Algebra is een scalair product 〈·, ·〉 in Rn gegeven door 〈u, v〉 =

uT Bv waarin u, v ∈ Rn en B een positief definiete n × n-matrix is. Hier
worden alle u, v ∈ Rn als vectoren met voetpunt gelijk aan de oorsprong
beschouwd.

Omdat in onze situatie de vectorruimten TpM van het voetpunt p afhangen,
zouden we dit in de definitie van scalaire producten opnemen. We breiden
eerst scalaire producten van Lineaire Algebra tot TpM en dan tot M resp.
T M uit:
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Definitie 3.69. Zij W ⊆ Rn dergelijk dat de raakruimte TW gedefinieerd
is en dat er k ≤ n bestaat zodat TpW k-dimensionaal is voor alle p ∈ W.
1) Een scalair product of een positief definiete, symmetrische, bili-

neaire vorm in TpW is een afbeelding

〈·, ·〉p : TpW × TpW → R, 〈u, v〉p := uT Bpv

waarin Bp een van p afhangende, positief definiete, symmetrische
k × k- matrix is (die van de in TpW ' Rk gekozen basis afhangt).
We noteren de ruimte van positief definiete, symmetrische, bilineaire
vormen in TpW door SymBil+(TpW).

2) Een scalair product of een positief definiete, symmetrische, bili-
neaire vorm in W is een afbeelding

〈·, ·〉 : W → SymBil+(W) :=
⋃
p∈W

SymBil+(TpW)

p 7→ 〈·, ·〉p
waarin 〈·, ·〉p een scalair product in TpW is.

Als we het voetpunt p van TpW met de oorsprong van Rk identificeren krij-
gen we een scalair product analoog aan de definitie in Lineaire Algebra.

Voorbeeld 3.70. 1) Voor p ∈ R2 en u, v ∈ TpR
2 ' R2 induceert

〈u, v〉p :=
(
u1, u2

) (1 + p2
1 + p2

2 2
2 6

) (
v1

v2

)
een scalair product 〈·, ·〉 in R2 dat van het voetpunt p afhangt.

2) Voor p ∈ Rn en u, v ∈ TpR
n ' Rn leidt Bp := Id tot het euclidische

scalair product

(〈u, v〉E)p := uT v =

n∑
i=1

uivi

in Rn dat niet van het voetpunt p afhangt. Als we nu alle TpR
n met

T0R
n en vervolgens met Rn identificeren vinden we de oorspronke-

lijke definitie van het euclidische scalair product in Lineaire Algebra
terug.



82 INHOUDSOPGAVE

Nu willen we de afgeleide, die een afbeelding is, met behulp van een scalair
product in een vector ‘veranderen’. Die is soms praktischer voor meetkun-
dige intuı̈tie en toepassingen. De nieuwe vector hangt natuurlijk van het
gekozen scalair product af.

Definitie 3.71. Stel U ⊆ Rn open, 〈·, ·〉 een scalair product in U en
f : U → R differentieerbaar. De gradiënt grad〈·,·〉 f van f ten opzichte
van 〈·, ·〉 wordt impliciet gedefinieerd door de vergelijking

(3.72) 〈grad〈·,·〉 f |p, v〉p = D f |p.v ∀ p ∈ U, ∀ v ∈ TpU ' Rn.

grad〈·,·〉 f |p is voor elke p ∈ U een unieke vector in TpU ' Rn. Als
duidelijk is welke scalair product de gradiënt induceert schrijven we
grad f in plaats van grad〈·,·〉 f .

Een andere notatie voor de gradiënt is

grad f = ∇ f

maar ∇ wordt in Riemannmeetkunde ook voor de zogenoemde verbinding
(‘connection’) gebruikt. Een relatie zoals in (3.72) is een voorbeeld voor
‘dualiteit’ van de vectorruimte TpU ' Rn en zijn ‘duale’ ruimte T ∗pU :=
{L : TpU → R | L lineair}. Meer over dualiteit vind men in het vak Lineaire
Algebra en/of later in Functionaalanalyse.

Lemma 3.73. Zij 〈·, ·〉 een scalair product in U ⊆ Rn gegeven door
〈u, v〉p := uT Bpv waarin p ∈ U en u, v ∈ TpU en Bp een positief de-
finiete symmetrische matrix is. Dan geldt

(grad〈·,·〉 f |p)T = D f |p.B−1
p .

In het bijzonder geldt voor het euclidische scalair product 〈·, ·〉E
(grad〈·,·〉E f |p)T = D f |p.

In het euclidische geval hebben dus grad〈·,·〉E f |p en D f |p diezelfde compo-
nenten, maar grad f is een vector, d.w.z. een (n × 1)-matrix, en D f is een
lineaire afbeelding gerepresenteerd door een (1 × n)-matrix.

Proof van Lemma 3.73. (grad〈·,·〉 f |p)T Bpv = D f |p.v voor alle v ∈ TpR
n im-

pliceert dat (grad〈·,·〉 f |p)T Bp = D f |p (bereken gewoon de componenten met
behulp van v = ei voor de standaardbasis e1, . . . , en). Omdat Bp positief de-
finiet is bestaat B−1

p . Dus kunnen we het stelsel naar de gradiënt oplossen en
krijgen (grad〈·,·〉 f |p)T = D f |p.B−1

p .



INHOUDSOPGAVE 83

Voor 〈·, ·〉E geldt Bp = In waarin In de n-dimensionale eenheidsmatrix is.
Dus volgt (grad〈·,·〉E f |p)T = D f |p.(In)−1 = D f |p. �

Nu komen we tot de meetkundige betekenis van de gradiënt. Maak een te-
kening voor de volgende uitspraak.

Propositie 3.74. Stel U ⊆ Rn open en 〈·, ·〉 een scalair product in U. Zij
f ∈ C1(U,R) en r ∈ Rn een reguliere waarde met M := f −1(r). Dan
geldt
1) grad〈·,·〉 f |p ∈ (TpM)⊥ ⊂ TpU, d.w.z. de gradiënt staat loodrecht met

betrekking tot 〈·, ·〉 op de niveauverzameling resp. zijn raakruimte.
2) De vector grad〈·,·〉 f |p gaat in de richting van de grootste helling

van f in p, d.w.z. de functie f groeit in p het meest in de richting
grad〈·,·〉 f |p ∈ TpU.

Bewijs. Zij p ∈ M = f −1(r) en v ∈ TpM. We beschouwen een kromme
γ : ] − ε, ε [→ M met γ(0) = p en γ′(0) = v.
1) De samenstelling ( f ◦ γ)(t) ≡ y is constant voor alle t ∈ ] − ε, ε[ zodat

0 = ( f ◦ γ)′(t) = D f |γ(t).γ
′(t) = 〈grad〈·,·〉 f |γ(t), γ

′(t)〉

voor alle t ∈ ] − ε, ε [ geldt. Dus volgt voor t = 0 in het bijzonder
0 = 〈grad〈·,·〉 f |p, v〉. Omdat dit voor alle v ∈ TpM geldt volgt grad〈·,·〉 f |p ∈
(TpM)⊥.
2) Voor ‖·‖p :=

√
〈·, ·〉p leidt de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz tot

D f |p.v = 〈grad〈·,·〉 f |p, v〉p ≤
∥∥∥grad〈·,·〉 f |p

∥∥∥
p
‖v‖p

waarin = geldt als en slechts als er λ ∈ R \ {0} bestaat met v = λ grad〈·,·〉 f |p.
Dus is D f |p.v het grootste als v in positieve richting (d.w.z. λ > 0) van
de gradiënt wijst en het kleinste als v in negative richting van de gradiënt
wijst. �

Als een functie uit meerdere componentfuncties bestaat dan impliceren Pro-
positie 3.74 en Propositie 3.66 onmiddelijk

Gevolg 3.75. Kies een scalair product en veronderstel de voorwaarden
van Propositie 3.66. Dan geldt

(SpanR{grad f1|p, . . . , grad fm|p})⊥ = TpM = ker D f |p.

Als f maar één componentfunctie heeft kennen we reeds een voorbeeld,
namelijk Voorbeeld 3.68, wat we nu met behulp van de gradiënt schrijven.
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Voorbeeld 3.76. Stel f : Rn → R, f (x) = f (x1, . . . , xn) :=
∑n

i=1 x2
i en

f −1(1) = Sn−1. Rust Rn met 〈·, ·〉E uit. Dan geldt voor alle p ∈ Sn−1

TpS
n−1 = {p} × (Span{grad f |p})⊥ = {p} × (Span{p})⊥.

Bewijs. We berekenen D f |x = (2x1, . . . , 2xn) = 2xT en dus geldt van-
wege Lemma 3.73 grad f |p = 2p. Propositie 3.74 of Gevolg 3.75 leveren
grad f |p ∈ (TpS

n−1)⊥ zodat (Span{grad f |p})⊥ =
(
(TpS

n−1)⊥
)⊥

= TpS
n−1. �

Nu willen we extrema onder voorwaarden bestuderen. Daarvoor moeten we
de notatie van kritische punten op niveauverzamelingen invoeren. Omdat
de functie die de niveauverzameling bepaalt langs de niveauverzameling
constant is, zijn kritische punten enkel ten opzichte van een andere functie
op de niveauverzameling zinvol.

Definitie 3.77. Stel U ⊆ Rn open, f ∈ C1(U,Rm) en r ∈ Rm een regu-
liere waarde voor f met M := f −1(r). Zij g : U → R een differentieer-
bare functie. p ∈ M heet kritisch punt van g|M : M → R als voor alle
v ∈ TpM geldt Dg|p.v = 0, d.w.z. TpM ⊆ ker Dg|p.
Een equivalente voorwaarde is grad〈·,·〉 g|p ∈ (TpM)⊥ voor een scalair
product 〈·, ·〉 op U.

De volgende uitspraak is een belangrijk middel in optimalisatie.

Stelling 3.78 (Lagrange-multiplicator). Stel U ⊆ Rn open en 〈·, ·〉
een scalair product in U. Zij f = ( f1, . . . , fm) ∈ C1(U,Rm) en r ∈ Rm

een reguliere waarde van f met M := f −1(r). Zij verder g : U → R
differentieerbaar. Dan is equivalent:
(1) p ∈ M is een kritisch punt voor g|M.
(2) ∃ λ := (λ1, . . . , λm) ∈ Rm : Dg|p +

∑m
i=1 λiD fi|p = 0.

(3) ∃ λ := (λ1, . . . , λm) ∈ Rm : grad〈·,·〉 g|p +
∑m

i=1 λi grad〈·,·〉 fi|p = 0.
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Bewijs. Het bewijs (1)⇔ (3) is kort een makkelijk:

p ∈ M is kritisch voor g|M

⇔ grad g|p ∈ (TpM)⊥ 3.75
=

((
SpanR{grad f1, . . . , grad fm}

)⊥)⊥
= SpanR{grad f1, . . . , grad fm}.

⇔ ∃ λ := (λ1, . . . , λm) ∈ Rm : grad g|p +

m∑
i=1

λi grad fi|p = 0.

Lemma 3.73 levert de equivalentie (2)⇔ (3). �

Om het bewijs werkelijk te verstaan is het zinvol een tekening te maken.

Abstracter kunnen we ook met de aantal bestaande vergelijkingen en va-
riabelen argumenteren om het werken van Stelling 3.78 te motiveren: We
hebben (n + m) variabelen, namelijk x1, . . . , xn en λ1, . . . , λm, en ook (n + m)
vergelijkingen, namelijk de m vergelijkingen

( f1(x), . . . , fm(x)) = (r1, . . . , rm) = r

en de n vergelijkingen

grad g|p +

m∑
i=1

λi grad fi|p = 0

omdat die vectoren in TpU ' Rn liggen.

Voorbeeld 3.79. Beschouw

g : Rn → R, g(x1, . . . , xn) :=
n∑

j,k=1

a jkx jxk = xT Ax

voor een symmetrische (n× n)-matrix A = (a jk)1≤ j,k≤n. Dan zijn de kriti-
sche punten van g op de euclidische eenheidssfeer Sn−1 de eigenvectoren
van A die op Sn−1 liggen.

Bewijs. Stel f : Rn → R, f (x1, . . . , xn) :=
∑n

i=1 x2
i zodat f −1(1) = Sn−1 =

{x ∈ Rn | ‖x‖2E = 1}. We beschouwen het stelsel van de (n + 1) variabelen
x1, . . . , xn, λ met de (n + 1) vergelijkingen{ f (x) = 1,

Dg|x + λD f |x = 0.

De eerste vergelijking betekent dat ‖x‖E = 1 voor alle oplossingen x moet
gelden. Verder berekenen we D f |x = (2x1, . . . , 2xn) = 2xT en Dg|x = 2xT A
zodat de tweede vergelijking 2xT A + 2λxT = 0 levert. Dat kunnen we
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herformuleren als (A + λIn)x = (A − (−λ)In)x = 0 waarin In de (n × n)-
eenheidsmatrix is. Daarom is de tweede vergelijking equivalent aan het zoe-
ken van eigenvectoren en eigenwaarden (opgelet met de conventie van het
teken van de eigenwaarde!) van A waarbij de eigenwaarden wegens de eer-
ste vergelijking op de eenheidssfeer moeten liggen. �



HOOFDSTUK 4

Integratie over meerdere veranderlijken

In Calculus I werden functies geı̈ntegreerd die van één variabele afhangen.
Nu willen we de integraalrekening uitbreiden tot hogere dimensies. De stan-
daardintegraal in Calculus I is de zogenoemde Riemannintegraal wat we
voor functies met meerdere veranderlijken zullen definiëren. De Rieman-
nintegraal, vernoemd naar Bernhard Riemann (Duitse wiskundige, 1826 –
1866), is niet het meest algemeen integraalbegrip, maar het voldoet aan alle
gewoonlijk optredende situaties in het 1e en 2e Bachelorjaar. De meer alge-
mene Lebesgue-integraal wordt (vaak samen met kanstheorie) in het 2e of
3e Bachelorjaar ingevoerd.

Zoals de titels van de volgende hoofdstukken tonen, beginnen we met inte-
gratie van continue functies over n-dimensionale intervallen voordat we het
uitbreiden tot continue functies met compacte drager en algemene compacte
verzamelingen. Integratie over open verzamelingen heeft diezelfde proble-
men als oneigenlijke integralen in Calculus I. Aan het eind beschouwen we
nog lijn- en oppervlakte-integralen.

1. Integratie over n-dimensionale intervallen

We beginnen met

Definitie 4.1. Een deelverzameling K ⊂ Rn is compact als K gesloten
en begrensd is.

Opgelet: Er bestaan verschillende mogelijkheden de eigenschap compact
te definiëren. In eindig-dimensionale, genormeerde vectorruimten zijn alle
deze versies equivalent aan gesloten en begrensd. En omdat we in dit hoofd-
stuk in Rn werken, definiëren we compact direct door gesloten en begrensd.
Maar dat is NIET HET GEVAL in willekeurige ruimten! Daarom wordt
compact in de vakken Topologie, Hilbertruimten en Fourieranalyse, Func-
tionaalanalyse enzovoort anders gedefinieerd – en in die ruimten is helaas
gesloten en begrensd niet equivalent met compact (als er bijvoorbeeld geen
metriek bestaat hoe wil men dan ‘begrensd’ definiëren...).

87
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Voorbeeld 4.2. 1) Een gesloten interval [a, b] ⊂ R met −∞ < a ≤
b < ∞ is compact. Open en halfopen intervallen zijn niet compact.
Intervallen waarvan (minstens) een grens gelijk aan −∞ of +∞ is,
zijn niet compact.

2) Stel n ∈ N en [a1, b1], . . . , [an, bn] ⊂ R met −∞ < ai < bi < ∞ voor
alle 1 ≤ i ≤ n. Dan is de volgende verzameling compact:

[a1, b1] × . . . × [an, bn] := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xi ∈ [ai, bi] ∀ 1 ≤ i ≤ n}.

3) Sferen en gesloten bollen in Rn zijn compact.

We zullen veel met volgende verzamelingen werken:

Notatie 4.3. Het n-voudige cartesisch product van 1-dimensionale in-
tervallen noemen we een n-dimensionaal interval.

Nu definiëren we een sterkere versie van continuı̈teit die in dit hoofdstuk
van belang zal zijn.

Definitie 4.4. Stel U ⊆ Rn. Men noemt een functie f : U → R uniform
continu als

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀ x, y ∈ U met ‖x − y‖∞ < δ geldt | f (x) − f (y)| < ε.

Hier hangen ε > 0 en δ > 0 niet af van één punt, maar gelden voor punten
met een zekere maximale afstand, d.w.z. uniforme continuı̈teit laat lokaal
geen grote verandering van de functie toe, d.w.z. de functie kan lokaal niet
willekeurig oscilleren en/of groeien

We hebben uniforme continuı̈teit met behulp van ‖·‖∞ gedefinieerd, maar
wegens Stelling 2.9 kunnen we ook andere normen gebruiken. We hebben
hier ‖·‖∞ gekozen omdat deze norm voor afschattingen in dit hoofdstuk han-
dig is.

Opmerking 4.5. Elke uniform continue functie is continu.

Onder volgende voorwaarde geldt ook de omkering van deze opmerking.
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Lemma 4.6. Stel K ⊂ Rn compact en f : K → R continu. Dan is f in
feite uniform continu.

Bewijs. We geven een indirect bewijs door tegenspraak: We nemen aan
dat f niet uniform continu is. In dit geval bestaan er ε > 0 en rijen
(x`)`∈N, (y`)`∈N ∈ K zodat ‖x` − y`‖∞ < 1

`
, maar | f (x`) − f (y`)| ≥ ε > 0

voor alle ` ∈ N. Omdat K begrensd is, volgt uit Stelling 2.14 (Bolzano-
Weierstraß) dat (x`)` een convergente deelrij (x`k)k → x heeft. Vermits K
gesloten is, ligt de limiet x in K. Vanwege∥∥∥y`k − x

∥∥∥
∞
≤

∥∥∥y`k − x`k

∥∥∥
∞

+
∥∥∥x`k − x

∥∥∥
∞

volgt limk→∞ x`k = x = limk→∞ y`k . Continuı̈teit van f impliceert
limk→∞ f (x`k) = f (x) = limk→∞ f (y`k) wat een tegenspraak met
| f (x`) − f (y`)| ≥ ε > 0 voor alle ` ∈ N is. �

Nu zullen we de hoger-dimensionale integratie tot 1-endimensionale inte-
gratie reduceren. We beginnen met

Lemma 4.7. Stel Q := [a1, b1] × . . . × [an, bn] ⊂ Rn een n-dimensionaal
interval en f : Q → R continu. Dan is ook de volgende functie continu
(en zelf uniform continu):

ϕ1 : Q1 := [a2, b2] × . . . × [an, bn] ⊂ Rn−1 → R,

ϕ1(x2, . . . , xn) :=

b1∫
a1

f (x1, x2, . . . , xn) dx1.(4.8)

Opgelet: De integraal in (4.8) is welgedefinieerd omdat we in feite een 1-
dimensionale integraal beschouwen waarin x2, . . . , xn slechts constanten ten
opzichte van de integratie zijn! Dat is hetzelfde zoals de integraal

b∫
a

x2 + cx dx met constante c ∈ R

als ‘functie’ g(c) =
∫ b

a
x2 + cx dx te beschouwen.

Bewijs van Lemma 4.7. Q compact impliceert f uniform continu. Dus vin-
den we voor alle ε > 0 een δ > 0 zodat ∀ x, y ∈ Q met ‖x − y‖∞ < δ geldt
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dat | f (x) − f (y)| < ε
b1−a1

. Zij nu x̄ := (x2, . . . , xn), ȳ := (y2, . . . , yn) ∈ Q1 met
‖x̄ − ȳ‖∞ < δ. Dan schatten we af zoals volgt:

|ϕ1(x̄) − ϕ1(ȳ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1∫

a1

f (x1, x̄) − f (x1, ȳ) dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

b1∫
a1

| f (x1, x̄) − f (x1, ȳ)| dx1

<

b1∫
a1

ε

b1 − a1
dx1

=
b1 − a1

b1 − a1
ε

= ε

waarin de laatste ongelijkheid wegens ‖(x1, x̄) − (x1, ȳ)‖M = ‖x̄ − ȳ‖∞ < δ
en de uniforme continuı̈teit van f volgt. �

Analoog aan Lemma 4.7 is de functie

ϕ2 : [a3, b3] × . . . × [an, bn] ⊂ Rn−2 → R,

ϕ2(x3, . . . , xn) :=

b2∫
a2

ϕ1(x2, . . . , xn) dx2 =

b2∫
a2


b1∫

a1

f (x1, . . . , xn) dx1

 dx2

uniform continu. Iteratie leidt tot de volgende definitie.

Definitie 4.9. Stel Q := [a1, b1]× . . .× [an, bn] ⊂ Rn een n-dimensionaal
interval en f : Q → R continu. Dan definiëren we de integraal van f
over het n-dimensionale interval Q door∫

Q

f (x) dx :=
∫
Q

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

:=

bn∫
an

. . .


b1∫
a1

f (x1, . . . , xn) dx1

 . . .
 dxn.

Intuı̈tief is
∫

Q
f (x) dx het ‘volume’ tussen de grafiek van f en het

coördinatenvlak zoals in Calculus I. De iteratieve constructie in Definitie
4.9 levert ook een algoritme voor het berekenen van de integraal:
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Conclusie (Algoritme). Gegeven
bn∫

an

. . .


b1∫
a1

f (x1, . . . , xn) dx1

 . . .
 dxn,

bereken eerst de binnenste integraal
∫ b1

a1
f (x1, . . . , xn) dx1 ten opzichte

van x1 wat de functie ϕ1 met veranderlijken x2, . . . , xn levert, d.w.z. de
veranderlijke x1 verdwijnt. Nu is

∫ b2

a2
ϕ1(x2, . . . , xn) dx2 het binnenste in-

tegraal. Berekenen levert de functie ϕ2 die maar van x3, . . . , xn afhangt,
d.w.z. x2 verdwijnt. Ga nu door tot alle veranderlijken zijn verdwenen.

We berekenen een voorbeeld.

Voorbeeld 4.10. Stel Q := [0, 1]× [1, 2] ⊂ R2 en f (x1, x2) = x2
1 +2x1x2.

Dan geldt ∫
Q

f (x) dx =

2∫
1


1∫

0

x2
1 + 2x1x2 dx1

 dx2 =
11
6

Bewijs.
2∫

1


1∫

0

x2
1 + 2x1x2 dx1

 dx2 =

2∫
1

([
1
3 x3

1 + x2
1x2

]x1=1

x1=0

)
dx2

=

2∫
1

1
3 + x2 dx2

=
[

1
3 x2 + 1

2 x2
2

]x2=2

x2=1

= 2
3 + 2 − 1

3 −
1
2

= 11
6 .

Hierbij geldt met de notatie van boven

ϕ1(x2) = 1
3 + x2 =

[
1
3 x3

1 + x2
1x2

]x1=1

x1=0
=

1∫
0

x2
1 + 2x1x2 dx1.

�
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En nog een voorbeeld:

Voorbeeld 4.11. Stel Q := [0, π4 ] × [0, π4 ]. Dan geldt∫
Q

cos(x + y) dx dy =
√

2 − 1.

Bewijs. De functie f : Q → R, f (x, y) := cos(x + y) is continue omdat die
een samenstelling van continue functies is. We berekenen∫

Q

f (x, y) dx dy =

π
4∫

0


π
4∫

0

cos(x + y) dx

 dy

=

π
4∫

0

(
[sin(x + y)]x= π

4
x=0

)
dy

=

π
4∫

0

(
sin

(
π
4 + y

)
− sin(y)

)
dy

=
[
− cos

(
π
4 + y

)
+ cos(y)

]y= π
4

y=0

= − cos
(
π
4 + π

4

)
+ cos

(
π
4

)
+ cos

(
π
4

)
− cos(0)

= 0 + 1
√

2
+ 1
√

2
− 1

=
√

2 − 1.

Hierbij geldt met de notatie van boven

ϕ1(y) = sin
(
π
4 + y

)
− sin(y) = [sin(x + y)]x= π

4
x=0 =

π
4∫

0

cos(x + y) dx.

�

Op het eerste gezicht is niet duidelijk dat Definitie 4.9 onafhankelijk van
de integratievolgorde ten opzichte van dx1, . . . , dxn is, d.w.z. we moe-
ten/zouden ons afvragen of in het voorbeeld boven geldt

2∫
1


1∫

0

x2
1 + 2x1x2 dx1

 dx2
?
=

1∫
0


2∫

1

x2
1 + 2x1x2 dx2

 dx.
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Onafhankelijkheid van de integratievolgorde te tonen is het doel van de
rest van deze paragraaf. Nu zullen we aantonen dat we de integraal met
stapfuncties kunnen benaderen. We voeren een onderverdeling van een n-
dimensionaal interval in.

Definitie 4.12. Stel Q := [a1, b1]×. . .×[an, bn] ⊂ Rn een n-dimensionaal
interval en δ > 0.
1) Het volume van Q is gedefinieerd door

voln(Q) := (b1 − a1) · · · (bn − an) =

∫
Q

1 dx.

2) Zij m ∈ N. De volgende ‘(n × m)-matrix’ van reële getallen

a1 =: a1,1 ≤ a1,2 ≤ . . . ≤ a1,m := b1
...

...
an =: an,1 ≤ an,2 ≤ . . . ≤ an,m := bn

wordt δ-onderverdeling van Q genoemd als voor alle rijen 1 ≤ i ≤
n van de ‘matrix’ geldt dat∣∣∣ai, j − ai,( j+1)

∣∣∣ < δ ∀ 1 ≤ j ≤ m − 1.

3) ∀ i1, . . . , in ∈ {1, . . . ,m − 1} definiëren we de n-dimensionale deelin-
tervallen

Qi1...in := [a1,i1 , a1,(i1+1)] × [a2,i2 , a2,(i2+1)] × · · · × [an,in , an,(in+1)].

En nu benaderen we de integraal.

Propositie 4.13 (Benadering door stapfuncties). Stel Q := [a1, b1] ×
. . . × [an, bn] ⊂ Rn een n-dimensionaal interval en f : Q → R con-
tinu. Dan geldt: Voor alle ε > 0 bestaat er δ > 0 zodat voor alle δ-
onderverdelingen van Q en alle pi1...in ∈ Qi1...in geldt∣∣∣∣∣∣∣∣∣


∫
Q

f (x) dx

 −
m−1∑

i1,...,in=1

f (pi1...in) voln(Qi1...in)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε.
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Bewijs. Stap 1: Zij

a1 =: a1,1 ≤ a1,2 ≤ . . . ≤ a1,m := b1
...

...
an =: an,1 ≤ an,2 ≤ . . . ≤ an,m := bn

een δ-onderverdeling van Q. We toonen aan dat ons integraalbegrip additief
is over disjuncte verzamelingen: We berekenen

∫
Q

f (x) dx =

bn∫
an

. . .


b1∫
a1

f (x1, . . . , xn) dx1

 . . .
 dxn

=

m−1∑
in=1

an,(in+1)∫
an,in


bn−1∫

an−1

. . .


b1∫
a1

f (x1, . . . , xn) dx1

 . . .
 dxn−1

 dxn

= . . .

=

m−1∑
i1,...,in=1

an,(in+1)∫
an,in

. . .


a1,(i1+1)∫
a1,i1

f (x1, . . . , xn) dx1

 . . .
 dxn

=

m−1∑
i1,...,in=1

∫
Qi1 ...in

f (x) dx.

Stap 2: Q compact impliceert f uniform continu. Dus bestaat er voor alle
ε > 0 een δ > 0 zodat voor alle x, y ∈ Q met ‖x − y‖∞ < δ geldt
| f (x) − f (y)| < ε

voln(Q) . Daarom kunnen we voor een willekeurig pi1...in ∈

Qi1...in zoals volgt afschatten:∣∣∣∣∣∣∣∣∣


∫
Qi1 ...in

f (x) dx

 − f (pi1...in) voln(Qi1...in)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

Qi1 ...in

f (x) − f (pi1...in) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫
Qi1 ...in

∣∣∣ f (x) − f (pi1...in)
∣∣∣ dx

<

∫
Qi1 ...in

ε

voln(Q)

=
voln(Qi1...in)

voln(Q)
ε.
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Stap 3: Met behulp van Stap 1 en Stap 2 krijgen we∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
Q

f (x) dx

 −
m−1∑

i1,...,in=1

f (pi1...in) voln(Qi1...in)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
m−1∑

i1,...,in=1

∫
Qi1 ...in

f (x) − f (pi1...in) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

m−1∑
i1,...,in=1

∫
Qi1 ...in

∣∣∣ f (x) − f (pi1...in)
∣∣∣ dx

<

m−1∑
i1,...,in=1

voln(Qi1...in)
voln(Q)

ε

=
voln(Q)
voln(Q)

ε

= ε.

�

Nu tonen we nog aan dat de integraal in Definitie 4.9 niet van de volgorde
van de integratie-variabelen afhangt. Dit resultaat is vernoemd naar Guido
Fubini (Italiaans wiskundige, 1879 – 1943).

Stelling 4.14 (Fubini voor n-dimensionale intervallen). Stel Q :=
[a1, b1] × . . . × [an, bn] ⊂ Rn een n-dimensionaal interval en f : Q→ R
continu. Dan geldt voor alle permutaties σ van {1, . . . , n}:

bn∫
an

. . .


b1∫
a1

f (x1, . . . , xn) dx1

 . . .
 dxn

=

bσ(n)∫
aσ(n)

. . .


bσ(1)∫
aσ(1)

f (x1, . . . , xn) dxσ(1)

 . . .
 dxσ(n).

Opgelet: De volgorde van de veranderlijken in de functie mag niet worden
veranderd!

Bewijs van Stelling 4.14 (Fubini). Q is compact en f continu, daarom is f
uniform continu en we kunnen Propositie 4.13 en zijn notatie gebruiken.
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We korten af zoals volgt:

I :=

bn∫
an

. . .


b1∫
a1

f (x1, . . . , xn) dx1

 . . .
 dxn,

Iσ :=

bσ(n)∫
aσ(n)

. . .


bσ(1)∫
aσ(1)

f (x1, . . . , xn) dxσ(1)

 . . .
 dxσ(n),

Iδ :=
m−1∑

i1,...,in=1

f (pi1...in) voln(Qi1...in).

Het is duidelijk dat Iδ niet van de permutatie σ afhangt omdat

voln(Qi1...in) = (a1,(i1+1) − a1,i1) · · · (an,(in+1) − an,in)
= (aσ(1),(iσ(1)+1) − aσ(1),iσ(1)) · · · (aσ(n),(iσ(n)+1) − aσ(n),iσ(n)).(4.15)

Propositie 4.13 impliceert dat voor alle ε > 0 er een δ > 0 bestaat zodat
|I − Iδ| < ε. Hetzelfde geldt vanwege (4.15) ten opzichte van Iσ zodat ook
|Iσ − Iδ| < ε. Daarmee krijgen we

|I − Iσ| ≤ |I − Iδ| + |Iδ − Iσ| < 2ε

wat voor ε→ 0 de bewering I = Iσ oplevert. �

Stelling 4.14 (Fubini) impliceert onmiddelijk

Voorbeeld 4.16. Er geldt
2∫

1


1∫

0

x2
1 + 2x1x2 dx1

 dx2 =

1∫
0


2∫

1

x2
1 + 2x1x2 dx2

 dx1.

en ook

4∫
3


2∫

1


1∫

0

x2
1x3 + x1x2x2

3 dx1

 dx2

 dx3 =

1∫
0


4∫

3


2∫

1

x2
1x3 + x1x2x2

3 dx2

 dx3

 dx1.

2. Integratie van continue functies met compacte drager

Nu breiden we het integratiedomein uit naar Rn, maar eisen bijkomende
eigenschappen voor de continue functies.
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Definitie 4.17. De drager (‘support’) van f : Rn → R is gedefinieerd
door

spt( f ) := {x ∈ Rn | f (x) , 0}.

De drager is de afsluiting (zie Definitie 1.17) van de verzameling van punten
waar f niet verdwijnt. In het bijzonder liggen geı̈soleerde nulpunten in de
drager omdat ze in de afsluiting van de niet-nulpunten zitten.

Lemma 4.18. Stel f : Rn → R. Dan is equivalent:
(1) x < spt( f ).
(2) ∃ ε > 0 : B(x, ε) ⊆ Rn \ spt( f ).
(3) ∃ ε > 0 : f (y) = 0 voor alle y ∈ B(x, ε).

Bewijs. Zij f : Rn → R een functie. De drager spt( f ) is per definitie ge-
sloten zodat zijn complement Rn \ spt( f ) open is. Voor alle x ∈ Rn \ spt( f )
bestaat daarom een ε(x) > 0 zodat B(x, ε(x)) ⊆ Rn \ spt( f ). Per definitie
verdwijnt f in B(x, ε(x)). �

Voorbeeld 4.19. 1) sin : R→ R heeft spt(sin) = R \ {nπ | n ∈ Z} = R.
2) Zij f : R → R gegeven door f (x) := 0 voor x ≤ 1 en f (x) := x − 1

voor x > 1. Dan geldt spt( f ) = ]1,∞[ = [1,∞[.

De ruimte van continue functies met compacte drager noteren we door

Cc(Rn) := { f : Rn → R | f continu, spt( f ) compact}.

Dat zijn continue functies die buiten een grote bol of n-dimensionaal inter-
val verdwijnen.

Voorbeeld 4.20.

f : R→ R,


0, x < 0,

x2, 0 ≤ x < 1,
2 − x, 1 ≤ x < 2,
0, 2 ≤ x

ligt in Cc(R) en heeft spt( f ) = [0, 2].
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Verder zijn de functies in Voorbeeld 4.32 en Voorbeeld 4.34 continu met
compacte drager. De ruimte Cc(Rn) is ‘mooi’:

Lemma 4.21. We definiëren

‖·‖∞ : Cc(Rn)→ R≥0, ‖ f ‖∞ := max
x∈Rn
| f (x)| .

Dan is (Cc(Rn), ‖·‖∞) een genormeerde R-vectorruimte.

Bewijs. Een continue functie met compacte drager is begrensd en bereikt
altijd haar maximum en minimum. Dus is ‖·‖∞ welgedefinieerd. Het bewijs,
dat ‖·‖∞ een norm en Cc(Rn) een vectorruimte is, laten we over aan de lezer.

�

Gegeven verschillende continue functie gedefinieerd over verschillende
compacte n-dimensionale intervallen, dan kunnen we elke functie over
‘haar’ n-dimensionaal interval integreren, maar we kunnen deze integralen
alleen optellen nadat we hun waarden hebben berekend: Het is niet duide-
lijk hoe men een functie naar een groter n-dimensionaal interval zou (con-
tinu) uitbreiden daarmee men alle functies over hetzelfde n-dimensionaal
interval kan integreren. Dus is dit integraalbegrip niet ‘lineair’. Dat is hele-
maal niet handig zodat we hiervoor nu een oplossing willen vinden.

Omgekeerd is er geen probleem: als men een continue functie met com-
pacte drager heeft dan kan men natuurlijk altijd een n-dimensionaal inter-
val vinden dat de drager van de functie omvat. Verder, zolang men eindig
veel continue functies met compacte drager heeft dan kan men altijd een
voldoende grote n-dimensionaal interval vinden dat alle dragers bevat.

Deze overwegingen motiveren het uitbreiden van integratie naar continue
functies met compacte drager. Hierbij kunnen we in feite Rn als integratie-
domein toelaten en de keuze van een n-dimensionaal interval in de welge-
definieerdheid van de definitie verbergen.

Definitie 4.22. We definiëren het integraalbegrip voor Cc(Rn) door

I : Cc(Rn)→ R, I( f ) :=
∫
Rn

f (x) dx :=
∫
Q f

f |Q f (x) dx

waarin Q f een compact n-dimensionaal interval is met spt( f ) ⊆ Q f en
f |Q f de beperking van f tot Q f .

Nu tonen we aan dat dit integraalbegrip welgedefinieerd is.
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Opmerking 4.23. 1) I( f ) hangt niet af van de keuze van Q f .
2) I is altijd eindig: ∀ f ∈ Cc(Rn) :

∣∣∣∫
Rn f (x) dx

∣∣∣ ≤ ‖ f ‖∞ voln(Q f ) < ∞
waarin Q f een n-dimensionaal interval is met spt( f ) ⊆ Q f .

Bewijs. 1) is evident.
2) We schatten af zoals volgt:

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Q f

f |Q f (x) dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Q f

∣∣∣ f |Q f (x)
∣∣∣ dx

≤

∫
Q f

max
x∈Q f

∣∣∣ f |Q f (x)
∣∣∣ dx = ‖ f ‖∞ voln(Q f ) < ∞.

�

Nu komen we tot drie belangrijke eigenschappen van I.

Propositie 4.24 (Eigenschappen van I).
1) I is lineair: ∀ λ, µ ∈ R,∀ f , g ∈ Cc(Rn) :

I(λ f + µg) = λI( f ) + µI(g).

2) I is monotoon: ∀ f , g ∈ Cc(Rn) met f ≤ g geldt:

I( f ) ≤ I(g).

3) I is translatie-invariant: ∀ v ∈ Rn,∀ f ∈ Cc(Rn) :∫
Rn

f (y) dy =

∫
Rn

f (x + v) dx.

Bewijs. 1) en 2) zijn evident. 3) is in feite een speciaal geval van Stelling
4.28 (transformatie-formule), maar we geven toch een eigen bewijs:
Stap 1: In het speciale geval n = 1 kunnen we substitutie van Calculus I
toepassen: Zij v ∈ R en f ∈ Cc(R) met spt( f ) ⊆ [a, b]. We beschouwen
ϕ : R → R, ϕ(x) := x + v met inverse ϕ−1(y) = y − v. We merken op dat
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spt( f ◦ ϕ) ⊆ [a − v, b − v] en berekenen

∫
R

f (y) dy =

b∫
a

f (y) dy =

ϕ−1(b)∫
ϕ−1(a)

f (ϕ(x))ϕ′(x) dx =

b−v∫
a−v

f (x + v) dx

=

∫
R

f (x + v) dx.

Stap 2: Voor n > 1 zij v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn en spt( f ) ⊆ [a1, b1] × . . . ×
[an, bn]. Vanwege Stelling 4.14 (Fubini) kunnen we op het volgende het
resultaat van n = 1 toepassen:

∫
Rn

f (y) dy =

bn∫
an

· · ·

b1∫
a1

f (y1, . . . , yn) dy1 . . . dyn

=

bn∫
an

· · ·

b2∫
a2

b1−v1∫
a1−v1

f (x1 + v1, y2, . . . , yn) dx1dy2 . . . dyn

= . . .

=

bn−vn∫
an−vn

· · ·

b1−v1∫
a1−v1

f (x1 + v1, . . . , xn + vn) dx1 . . . dxn

=

∫
Rn

f (x + v) dx

�

Opmerking 4.25. Het integraalbegrip voor Cc(Rn) is vastgelegd op een
positieve multiplicatieve constante na, d.w.z. als Ĩ : Cc(Rn) → R de
eigenschappen van Propositie 4.24 bezit dan bestaat er κ ∈ R>0 zodat
Ĩ = κI.

De volgende stelling is een speciale geval van de uitbreiding van substitutie
naar hogere dimensies.
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Stelling 4.26 (Transformatie-formule, lineair geval). Stel L : Rn →

Rn een bijectieve lineaire afbeelding, d.w.z. L = (`i j)1≤i, j≤n is een (n×n)-
matrix met det L , 0. Dan geldt voor alle f ∈ Cc(Rn)∫

Rn

f (y) dy =

∫
Rn

( f ◦ L)(x) |det L| dx.

Voordat we het bewijs beschouwen, motiveren we de bovenstaande formule.

Lemma 4.27. 1) Stel L : Rn → Rn bijectief en lineair. Dan komt de
afgeleide DL|x : Rn → Rn overeen met L voor alle x ∈ Rn, d.w.z. in
het bijzonder is det DL|x = det L|x = det L onafhankelijk van x voor
alle x ∈ Rn.

2) Verandering van volume onder een lineaire afbeelding L : Rn → Rn

wordt door vermenigvuldiging met |det L| beschreven.

Bewijs. 1) Zie Propositie 3.7.
2) Volgens Lineaire Algebra is het volume van een parallellogram Puv, dat
door twee vectoren u, v ∈ R2 met u =

( u1
u2

)
en v =

( v1
v2

)
wordt opgespannen,

gelijk aan
vol2(Puv) = |det(u, v)| :=

∣∣∣det
( u1 v1

u2 v2

)∣∣∣ .
Zij nu L : R2 → R2 lineair. Het beeld van het parallellogram Puv onder L
is het parallellogram L(Puv) = PLuLv dat door Lu en Lv wordt opgespannen.
Gewoon doorrekenen toont dat

vol(PLuLv) = |det(Lu, Lv)| = |det L det(u, v)| = |det L | vol(Puv).

Daarom beschrijft |det L| de verandering van volume door de lineaire af-
beelding L. Deze motivatie geldt ook in hogere dimensies omdat het vo-
lume van een n-dimensionaal parallellogram (parallellepipedum) Pw1...wn ,
dat door de n vectoren w1, . . . ,wn ∈ R

n opgespannen wordt, gelijk is aan
det(w1, . . . ,wn). �

Ten eerste motiveert dit waarom formeel g′(s) in f (g(s))g′(s) in de substi-
tutie in Calculus I verandert naar |det L| in ( f ◦ L)(x) |det L| in Stelling 4.26
(transformatie-formule). Ten tweede, om de verandering van spt( f ◦ L) ver-
geleken met spt( f ) bij de integratie te compenseren moet f ◦ L met |det L|
worden vermenigvuldigd. Voor meer intuı̈tie en tekeningen zie bijvoorbeeld
ook [MaTr, Hoofdstuk 6.2].
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Bewijs van Stelling 4.26 (transformatie-formule). Het bewijs bestaat uit
drie stappen.
Stap 1: Stel n = 1 en beschouw de affiene afbeelding g(x) := `x + κ waarin
` ∈ R,0 en κ ∈ R. We vinden g−1(y) =

y−κ
`

. Zij f ∈ Cc(R) en spt( f ) ⊆ [a, b].
Dan levert de substitutie van Calculus I

∫
R

f (y) dy =

b∫
a

f (y) dy =

g−1(b)∫
g−1(a)

( f ◦ g)(x)g′(x) dx =

b−κ
`∫

a−κ
`

` f (`x + κ) dx.

Als ` < 0 dan geldt voor de grenzen van de laatste integraal

g−1(a) =
a − κ
`

>
b − κ
`

= g−1(b)

zodat de volgorde verkeerd is. Omdat we over R willen integreren, herfor-
muleren we voor ` < 0

· · · = −

a−κ
`∫

b−κ
`

` f (`x + κ) dx =

a−κ
`∫

b−κ
`

|`| f (`x + κ) dx =

∫
R

|`| f (`x + κ) dx

zodat voor willekeurig ` , 0 volgt∫
R

f (y) dy =

∫
R

|`| f (`x + κ) dx.

Stap 2: Zij nu n ≥ 1 en L een eenheidsmatrix waarin de ide rij door
(`i1, . . . , `in) wordt vervangen. Vanwege det L = `ii en de bijectiviteit van
L geldt `ii , 0. Vermenigvuldigd met x = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn krijgen we

Lx =

x1, . . . , xi−1,

 n∑
j=1

`i jx j

 , xi+1, . . . , xn


T

.

Zij f ∈ Cc(Rn) en spt( f ) ⊆ [a1, b1] × . . . × [an, bn]. Vanwege Stelling 4.14
(Fubini) kunnen we ons tot het geval i = 1 beperken. We stellen

n∑
j=1

`1 jx j =: `11x1 + κ
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en berekenen∫
Rn

( f ◦ L)(x) |det L| dx

=

bn∫
an

· · ·

b2∫
a2

max
{

a1−κ
`11

,
b1−κ
`11

}∫
min

{
a1−κ
`11

,
b1−κ
`11

} |`11| f (`11x1 + κ, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn

S tap1
=

bn∫
an

· · ·

b2∫
a2

b1∫
a1

f (y1, x2, . . . , xn) dy1dx2 . . . dxn

=

bn∫
an

· · ·

b1∫
a1

f (y1, . . . , yn) dy1 . . . dyn

=

∫
Rn

f (y) dy.

Stap 3: Nu bewijzen we het algemene geval. Zij L een (n × n)-matrix met
det L , 0. Het Gauß-algoritme levert een decompositie L = Lm ◦ · · · ◦ L1

waarin Ll voor 1 ≤ l ≤ m zoals in Stap 2 is. Voor de determinant geldt
det(Lm◦· · ·◦L1) = det(Lm) · · · det(L1). Dan volgt de uitspraak door iteratieve
toepassing van Stap 2:∫

Rn

( f ◦ L)(x) |det L| dx

=

∫
Rn

(( f ◦ Lm ◦ · · · ◦ L2) ◦ L1)(x) |det(Lm) · · · det(L2)| |det L1| dx

S tap2
=

∫
Rn

( f ◦ Lm ◦ · · · ◦ L2)(y) |det(Lm) · · · det(L2)| dy

S tap2
= . . .

S tap2
=

∫
Rn

f (z) dz.

�

In Voorbeeld 4.37 zullen we een integraal met behulp van een (meer al-
gemene) transformatie-formule berekenen. Maar eerst breiden we Stelling
4.26 (transformatie-formule) uit:
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Stelling 4.28 (Transformatie-formule, algemeen geval). Stel U,V ⊆
Rn open en ϕ : U → V een C1-diffeomorfisme (en dus U = ϕ−1(V)).
Dan geldt voor alle f ∈ Cc(V):∫

V

f (y) dy =

∫
ϕ−1(V)

( f ◦ ϕ)(x) |det(Dϕ|x)| dx.

Bewijs. We beschrijven maar kort het idee van het bewijs: Zij p ∈ U en
beschouw x dichtbij p. Dan kan men det(Dϕ|p) als infinitesimale veran-
dering van het volume in p onder ϕ opvatten. Daarom benader ϕ(x) ≈
ϕ(p)+ Dϕ|p.(x− p) en pas Stelling 4.26 (transformatie-formule) toe. . . Meer
details kan men in [MaTr, Hoofdstuk 6.2] vinden. �

Opmerking 4.29. Voor n = 1 levert Stelling 4.28 (transformatie-
formule) de substitutie-formule van Calculus I.

Bewijs. Zij f : [a, b] ⊂ R → R continu en ϕ : [ã, b̃] → [a, b] een C1-
diffeomorfisme. Daarom geldt in het bijzonder

[ã, b̃] = ϕ−1([a, b]) = [min{ϕ−1(a), ϕ−1(b)},max{ϕ−1(a), ϕ−1(b)}]

en we berekenen
b∫

a

f (y) dy =

∫
ϕ−1([a,b])

( f ◦ ϕ)(x) |ϕ′(x)| dx(4.30)

=

max{ϕ−1(a),ϕ−1(b)}∫
min{ϕ−1(a),ϕ−1(b)}

( f ◦ ϕ)(x) |ϕ′(x)| dx

=

ϕ−1(b)∫
ϕ−1(a)

( f ◦ ϕ)(x)ϕ′(x) dx.

�
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3. Integratie van continue functies over compacte
verzamelingen

Zover kunnen we in volgende situaties integreren:
1) Integratiedomein: compact n-dimensionaal interval,

Functie: continu in compact n-dimensionaal interval,
(zie Definitie 4.9).

2) Integratiedomein: Rn,
Functie: continu in Rn met compacte drager,
(zie Definitie 4.22).

Omdat een integraal lineair is, krijgen we problemen als we de waarden
±∞ voor een integraal toelaten: Terwijl∞+∞ = ∞ welgedefinieerd is, kan
∞−∞ afhankelijk van de situatie ±∞ of zelfs eindig zijn.

Als we willekeurige continue functies over heel Rn integreren, kan de in-
tegraal oneindig zijn: Beschouw bijvoorbeeld f : Rn → R, f ≡ 1 wat tot∫
Rn 1 dx = ∞ leidt. Dus willen we nu een klas van verzamelingen zoeken

waarover men continue functies ‘meestal’ kan integreren. Onze kandidaat
zijn compacte deelverzamelingen van Rn.

Compacte deelverzamelingen zijn ‘globaal’ mooi (begrensd + gesloten!)
maar ze kunnen lokaal heel gecompliceerd zijn. In het vak Gewone differen-
tiaalvergelijkingen en dynamische Systemen (Ba2) zullen we zogenoemde
Cantorverzamelingen tegenkomen die in feite een fractale dimensie hebben.
Daarom zullen we de integraal over compacte verzamelingen door benade-
ring definiëren, maar daarvoor moeten we eerst nog een convergentiebegrip
voor functies invoeren.

Definitie 4.31. Stel U ⊆ Rn en ( fk)k∈N : U → R een rij van functies.
( fk)k∈N convergeert puntsgewijs naar een functie f : U → R als
∀ x ∈ U de reële rij ( fk(x))k∈N convergeert, d.w.z. limk→∞ fk(x) =: f (x)
bestaat voor alle x ∈ U.

Puntsgewijze convergentie is ‘zwakker’ dan convergentie ten opzichte van
de norm ‖ ‖∞ in Cc(Rn). Verder zijn beide convergentiebegrippen niet goed
‘compatibel’ met integratieeigenschappen:
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Voorbeeld 4.32.

fk : R→ R,


0, als x ≤ 0,

k2x, als 0 < x ≤ 1
k ,

−k2x + 2k, als 1
k < x ≤ 2

k ,

0, als 2
k < x

is continu met spt( fk) =
[
0, 2

k

]
. Dan convergeert ( fk)k puntsgewijs naar

f ≡ 0, maar ‖ fk‖∞ = k divergeert. Verder is
∫
R

fk(x) dx = 1 constant
voor alle k ∈ N, maar ten opzichte van puntsgewijze convergentie geldt∫

R

lim
k→∞

fk(x) dx =

∫
R

0 dx = 0

zodat in dit geval wegens

lim
k→∞

∫
R

fk(x)dx = 1 , 0 =

∫
R

lim
k→∞

fk(x) dx

limiet en integratie niet commuteren.

Bewijs. Overgelaten aan de lezer. �

Voor het berekenen van integralen is het hulpvaardig als integratie en con-
vergentie commuteren. Het volgende criterium is een speciaal geval van
een bekende uitspraak in Lebesgue-integratietheorie (zie Maattheorie, 3de
bachelor).

Stelling 4.33 (Gedomineerde convergentie, speciaal geval). Stel Q ⊂
Rn een n-dimensionaal interval en ( fk)k∈N : Q→ R een rij van continue
functies die puntsgewijs naar f := limk→∞ fk : Q→ R convergeert. Ver-
der zij er c ∈ R>0 zodat voor alle k ∈ N geldt ‖ fk‖∞ := maxx∈Q | fk(x)| ≤
c. Dan geldt:
1) limk→∞

∫
Q

fk(x) dx bestaat.
2) Als limk→∞ fk = f continu is dan commuteren limiet en integraal:∫

Q

f (x) dx =

∫
Q

lim
k→∞

fk(x) = lim
k→∞

∫
Q

fk(x) dx.

Bewijs. Zelfs in onze eenvoudige situatie is dit bewijs erg technisch. Dus
verwijzen we naar de literatuur of het vak Maattheorie in 3de Bachelor. �
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Voorbeeld 4.34.

fk : R→ R,


0, als x ≤ 0,

kx, als 0 < x ≤ 1
k ,

−kx + 2, als 1
k < x ≤ 2

k ,

0, als 2
k < x

is continu met spt( fk) =
[
0, 2

k

]
. Dan convergeert ( fk)k puntsgewijs naar

f ≡ 0 en ‖ fk‖∞ = 1 is begrensd. Dus geldt

lim
k→∞

∫
R

fk(x)dx =

∫
R

lim
k→∞

fk(x) dx =

∫
R

0 dx = 0

Bewijs. Overgelaten aan de lezer. �

Wanneer men Voorbeeld 4.32 beschouwt dan ziet men de reden voor de
voorwaarde

∀ k ∈ N : ‖ fk‖∞ ≤ c

in Stelling 4.33. De combinatie van puntsgewijze convergentie plus be-
grensde maximumnorm staan het uitwisselen van limiet en integraal toe.
Zo kunnen we nu ook integratie van continue functies over compacte deel-
verzamelingen van Rn definiëren.

Definitie 4.35. Stel K ⊂ U ⊆ Rn met K compact en U open en zij
f : U → R continu. Zij FK : U → R gegeven door FK(x) = f (x) voor
x ∈ K en FK ≡ 0 anders. Verder zij ( fk)k∈N ∈ Cc(Rn) een functierij met
volgende eigenschappen:

(1) ∃ c > 0 : ∀ k ∈ N : ‖ fk‖∞ ≤ c.
(2) ∃ n-dimensionaal interval Q zodat ∀ k ∈ N : spt( fk) ⊆ Q.
(3) ( fk)k∈N convergeert puntsgewijs naar FK .

Dan definiëren we de integraal van f over K door∫
K

f (x) dx := lim
k→∞

∫
Rn

fk(x) dx.

Stelling 4.28 (transformatie-formule) kan men ook tot deze situatie uitbrei-
den:
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Stelling 4.36 (Transformatie-formule, compact geval). Stel U,V ⊆
Rn open en K ⊂ V compact. Zij ϕ : U → V een C1-diffeomorfisme en
f : V → R continu. Dan geldt:∫

K

f (y) dy =

∫
ϕ−1(K)

( f ◦ ϕ)(x) |det(Dϕ|x)| dx.

Bewijs. Het idee is f door ( fk)k∈N over K te benaderen, Stelling 4.28
(transformatie-formule) toe te passen en door limietovergang het resultaat
te krijgen. . . Meer toelichtingen kan men in [MaTr, Hoofdstuk 6.2] vin-
den. �

Om expliciete voorbeelden te berekenen is Definitie 4.35 indirect nuttig:
Vaak wil men een integraal over een bepaalde verzameling berekenen en
men wil de transformatie-formule toepassen maar men kan het diffeomor-
fisme slechts op een beetje grotere of kleinere verzameling definiëren. Dan
kan men een benadering zoals in Stelling 4.33 en Definitie 4.35 gebruiken
om de waarde van de integraal te rechtvaardigen.

Voorbeeld 4.37. Stel K := {(x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 ≤ 1} en f : R2 → R,
f (x1, x2) := x2

1 + x2
2. Dan geldt

∫
K

f (z) dz = π
2 .

Bewijs. We gebruiken poolcoördinaten en ‘benaderen K van binnenuit’: Zij

ϕ : ]0, 1[ × ]0, 2π[→ {(x1, x2) | x2
1 + x2

2 < 1} \ {(0, x2) | x2 ≥ 0},

ϕ(r, θ) :=
(
r cos(θ), r sin(θ)

)
.

We weten dat cos2(θ) + sin2(θ) = 1. Daarom krijgen we

( f ◦ ϕ)(r, θ) = (r cos(θ))2 + (r sin(θ))2 = r2

en

det(Dϕ|(r,θ)) = det
(
cos(θ) −r sin(θ)
sin(θ) r cos(θ)

)
= r cos2(θ) + r sin2(θ) = r.
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Stelling 4.36 (transformatie-formule) levert∫
K

f (y) dy =

1∫
0

2π∫
0

( f ◦ ϕ)(r, θ)
∣∣∣det(Dϕ|(r,θ))

∣∣∣ dθdr

=

1∫
0

2π∫
0

r3 dθdr =

1∫
0

[r3θ]θ=2π
θ=0 dr

=

1∫
0

2πr3 dr =

[
2πr4

4

]r=1

r=0

=
π

2
.

�

Nu willen we een algemene versie van Stelling 4.14 (Fubini) formuleren.
Maar we hebben nog een beetje notatie nodig: Voor 0 < k < n beschouwen
we de decompositie Rn = Rk ×Rn−k. We splitsen nu K ⊂ Rn = Rk ×Rn−k op
in k- resp. (n − k)-dimensionale ‘schijven’ via

Kx := {y ∈ Rn−k | (x, y) ∈ K} ⊆ Rn−k voor x ∈ Rk

en
Ky := {x ∈ Rk | (x, y) ∈ K} ⊆ Rk voor y ∈ Rn−k.

Stelling 4.38 (Fubini). Stel K ⊂ U ⊆ Rn waarin K compact en U open
zijn. Stel f : U → R continu en integreerbaar over K en 0 < k < n.
Dan geldt∫

K

f (z) dz =

∫
Rk


∫
Kx

f (x, y) dy

 dx =

∫
Rn−k


∫
Ky

f (x, y) dx

 dy.

In het bijzonder vinden we voor f ≡ 1 het principe van Cavalieri:

voln(K) =

∫
K

1 dz =

∫
Rk

voln−k(Kx) dx =

∫
Rn−k

volk(Ky) dy.

Dit principe is vernoemd naar Bonaventura Francesco Cavalieri (Italiaans
wiskundige, 1598 – 1647).

Bewijs. Formeel bestaat in de formulering hierboven nog een klein pro-
bleempje: Zover kunnen we slechts continue functies integreren, maar de



110 INHOUDSOPGAVE

functies
x 7→

∫
Kx

f (x, y) dy en y 7→
∫
Ky

f (x, y) dx

zijn niet noodzakelijk continu: dat hangt af van de verandering van x 7→ Kx

en y 7→ Ky. Maar we kunnen zonder grote moeite integratie uitbreiden tot
dergelijke functies met behulp van benadering zodat de formule hierboven
welgedefinieerd is.
Het bewijs van de formule volgt uit het benaderen van f door stapfuncties
en Stelling 4.14 (Fubini). �

Nu beschouwen we een situatie waar we meerdere keren Stelling 4.38 (Fu-
bini) en Stelling 4.36 (transformatie-formule) zullen toepassen.

Vraag 4.39. Het volume van [−1, 1]n is gelijk aan 2n en divergeert naar
oneindig als n → ∞. Wat geldt voor het volume van de gesloten eucli-
dische eenheidsbol

Bn(0, 1) :=

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

x2
i ≤ 1

 ⊆ [−1, 1]n

voor n→ ∞?

Voor n = 1 geldt B1(0, 1) = [−1, 1] zodat

vol1

(
B1(0, 1)

)
= 2 = vol1([−1, 1]).

Maar al voor n = 2 toont een tekening dat B2(0, 1) echt kleiner is dan
[−1, 1]2 en een rekening levert

vol2

(
B2(0, 1)

)
= π < 4 = vol2

(
[−1, 1]2

)
.

Een tekening (en een rekening) leveren een analoge observatie voor n = 3.

Maar hoeveel kleiner is voln

(
Bn(0, 1)

)
dan voln([−1, 1]n) voor n → ∞?

Voorbeeld 4.40 en Gevolg 4.44 zullen het antwoord geven. Allebei zijn ook
goede voorbeelden voor de toepassing van Stelling 4.38 (Fubini) en Stelling
4.36 (transformatie-formule).

Voorbeeld 4.40 (Volume van de euclidische eenheidsbol).

voln

(
Bn(0, 1)

)
=


πm

m!
voor n = 2m,

2m+1πm

1 · 3 · 5 · · · (2m + 1)
voor n = 2m + 1.
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Bewijs. We willen Fubini gebruiken en schrijven

x = (x1, . . . , xn) = ((x1, . . . , xn−1), xn) ∈ Rn−1 × R = Rn

en krijgen (maak een tekening!)

(
Bn(0, 1)

)
xn

= {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 | ((x1, . . . , xn−1), xn) ∈ Bn(0, 1) }

= Bn−1
(
0,

√
1 − x2

n

)
.

Om het volume hiervan te berekenen, gebruiken we Stelling 4.36
(transformatie-formule) met

ϕ : Bn−1(0, 1)→ Bn−1
(
0,

√
1 − x2

n

)
, z 7→ z

√
1 − x2

n.

We berekenen Dϕ|z =
( √

1 − x2
n

)
In−1 waarin In−1 de (n − 1) × (n − 1)-

eenheidsmatrix is zodat det(Dϕ|z) = (1 − x2
n)

n−1
2 . We vinden

voln−1

(
Bn−1

(
0,

√
1 − x2

n

) )
=

∫
Bn−1

(
0,
√

1−x2
n

)
1 dz

=

∫
ϕ−1

(
Bn−1

(
0,
√

1−x2
n

) ) (1 ◦ ϕ)(z̃) |det(Dϕ|z̃)| dz̃

=
(
1 − x2

n

) n−1
2

∫
Bn−1(0,1)

1 dz̃

=
(
1 − x2

n

) n−1
2 voln−1

(
Bn−1 (0, 1)

)
.(4.41)
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Dat levert een iteratieve formule:

voln

(
Bn (0, 1)

) 4.38
=

∫
R


∫

(Bn(0,1))xn

1 dx1 . . . dxn−1

 dxn

(4.41)
=

1∫
−1

(
1 − x2

n

) n−1
2 voln−1

(
Bn−1 (0, 1)

)
dxn

= voln−1

(
Bn−1 (0, 1)

) 1∫
−1

(
1 − x2

n

) n−1
2 dxn.(4.42)

We moeten nog de integraal
∫ 1

−1

(
1 − x2

n

) n−1
2 dxn berekenen: We kiezen het

diffeomorfisme

ψ : ]0, π[→ ] − 1, 1[, ψ(t) := cos(t)

en krijgen

1∫
−1

(
1 − x2

n

) n−1
2 dxn

4.36
=

π∫
0

(1 − cos2(t))
n−1

2 sin(t) dt =

π∫
0

sinn(t) dt.

Partiële integratie levert

π∫
0

sinn(t) dt =
[
−sinn−1(t) cos(t)

]π
0

+ (n − 1)

π∫
0

sinn−2(t) cos2(t)dt

= (n − 1)

π∫
0

sinn−2(t)(1 − sin2(t))dt

= (n − 1)

π∫
0

sinn−2(t)dt − (n − 1)

π∫
0

sinn(t)
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en dus
π∫

0

sinn(t) dt =
n − 1

n

π∫
0

sinn−2(t) dt

= . . . iteratie . . .

=



n oneven:
(n − 1) · (n − 3) · · · 4 · 2

n · (n − 2) · · · 5 · 3

π∫
0

sin(t) dt,

n even:
(n − 1) · (n − 3) · · · 3 · 1

n · (n − 2) · · · 4 · 2

π∫
0

1 dt,

=


n oneven:

(n − 1) · (n − 3) · · · 4 · 2
n · (n − 2) · · · 5 · 3

· 2,

n even:
(n − 1) · (n − 3) · · · 3 · 1

n · (n − 2) · · · 4 · 2
· π.

(4.43)

Iteratie van (4.42) samen met (4.43) levert nu

voln

(
Bn (0, 1)

)
=


πm

m!
, voor n = 2m,

2m+1πm

1 · 3 · 5 · · · (2m + 1)
, voor n = 2m + 1.

�

We concluderen

Gevolg 4.44. limn→∞ voln

(
Bn(0, 1)

)
= 0

Bewijs. De formule in Voorbeeld 4.40 bestaat uit een exponentiële term in
het deeltal en faculteiten in de noemer. De faculteit groeit duidelijk sneller
dan een exponentiële term n 7→ an. Daarom is n 7→ voln

(
Bn(0, 1)

)
een nulrij,

d.w.z. limn→∞ voln

(
Bn(0, 1)

)
= 0. �



114 INHOUDSOPGAVE

4. Integratie van continue functies over open verzamelingen

We kunnen nu continue functies over compacte verzamelingen integreren.
Wat geldt voor open verzamelingen? We merken onmiddelijk op dat de in-
tegraal van een continue functie over een open verzameling oneindig kan
zijn: ∫

Rn

1 dx = voln(Rn) = ∞.

Omdat we integralen willen optellen en aftrekken, krijgen we een probleem
in het geval ‘∞−∞’ wat afhankelijk van het geval ±∞ of een eindige waarde
kan zijn. Daarom moeten we voorwaarden vinden voor continue functies
en open verzamelingen die een eindige integraal garanderen. In Calculus I
werd dit in het kader van oneigenlijke integralen gedaan. In hogere dimen-
sie heeft men een beetje meer notations nodig. We beginnen met enkele
noodzakelijke definities en uitspraken.

Definitie 4.45. Zij V ⊆ Rn open en (Ui)i∈N ⊆ R
n open verzamelingen.

Als V ⊆
⋃∞

i=1 Ui dan noemen we (Ui)i∈N een (open) overdekking van V
en men zegt dat (Ui)i∈N de verzameling V overdekt. (Ui)i∈I met I ⊆ N
heet (open) deeloverdekking geı̈nduceerd door de overdekking (Ui)i∈N

als V ⊆
⋃

i∈I Ui.

De volgende uitspraak is vernoemd naar Eduard Heine (Duits wiskundige,
1821 – 1881) en Émile Borel (Frans wiskundige, 1871 – 1956).

Propositie 4.46 (Heine-Borel). Stel K ⊂ Rn compact en (Ui)i∈N ⊆ R
n

open met K ⊆
⋃∞

i=1 Ui. Dan bestaat er een index i0 ∈ N zodat K ⊆⋃i0
i=1 Ui, d.w.z. elke overdekking van K door open verzamelingen bevat

een deeloverdekking van K die uit eindig veel verzamelingen bestaat.

Bewijs van Propositie 4.46 (Heine-Borel). We bewijzen de uitspraak door
tegenspraak. We nemen aan dat er geen eindige index i0 ∈ N bestaat met
K ⊂

⋃i0
i=1 Ui. Dan bestaat er een rij (x j) j∈N ∈ K zodat x j <

⋃ j
i=1 Ui voor alle

j ∈ N. Omdat K compact is, volgt uit Stelling 2.14 (Bolzano-Weierstraß)
dat er een convergente deelrij (x jk)k∈N → x ∈ K bestaat. Vermits (Ui)i∈N een
overdekking van K is, bestaat er i0 ∈ N zodat x ∈ Ui0 . Omdat Ui0 open is,
bestaat er ε > 0 zodat B(x, ε) ⊆ Ui0 . Vanwege limk→∞ x jk = x bestaat er
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N ∈ N zodat voor alle k ≥ N de elementen x jk in B(x, ε) ⊆
⋃i0

i=1 Ui liggen
wat een tegenspraak is. �

Opmerking 4.47. In feite worden compacte verzamelingen door Pro-
positie 4.46 (Heine-Borel) volledig gekarakteriseerd. Preciezer: Com-
pacte verzamelingen worden vaak als verzamelingen gedefinieerd waar-
van iedere open overdekking een eindige deeloverdekking bevat.
Onze definitie ‘compact = gesloten en begrensd’ is alleen in eindig di-
mensionale ruimten zinvol, maar de definitie via Propositie 4.46 (Heine-
Borel) werkt ook in oneindige dimensies.

Boven hebben we een compacte verzameling door open verzamelingen
overdekt, nu willen we een open verzameling van binnenuit door compacte
verzamelingen benaderen.

Definitie 4.48. Stel U ⊆ Rn open en (Ki)i∈N ⊂ U compact zodat
(i)

⋃∞
i=1 Ki = U,

(ii) ∀ i ∈ N geldt · · · ⊂ K̊i ⊂ Ki ⊂ K̊i+1 ⊂ Ki+1 ⊂ · · · waarin K̊i de
notatie is voor het inwendige (zie Definitie 1.14) van Ki.

Dan heet (Ki)i∈N (compacte) overdekking van binnenuit van U.

Compacte overdekkingen van binnenuit bestaan altijd:

Voorbeeld 4.49. 1) Ki := [−i, i] voor i ∈ N is een overdekking van
binnenuit van R.

2) Zij ∅ , U ⊆ Rn open. Dan induceert

Ki := Bn(0, i) ∩
{

x ∈ Rn
∣∣∣∣∣ d(x,Rn \ U) ≥

1
i

}
een (compacte) overdekking van binnenuit van U.

Nu kunnen we het integraalbegrip tot open verzamelingen uitbreiden, soms
ook oneigenlijke integralen genoemd.
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Definitie 4.50. Stel U ⊆ Rn open en f : U → R continu. Als er C ∈ R>0

bestaat en een overdekking van binnenuit (Ki)i∈N van U zodat∫
Ki

| f (x)| dx ≤ C ∀ i ∈ N

dan definiëren we ∫
U

f (x) dx := lim
i→∞

∫
Ki

f (x) dx.

Opgelet: Als de rij
(∫

Ki
| f (x)| dx

)
i∈N

niet begrensd is dan is de integraal niet
gedefinieerd! Een voorbeeld voor een onbegrensde rij is

lim
i→∞

i∫
−i

1 dx = lim
i→∞

2i = ∞.

Omdat intuı̈tief
∫
R

1 dx = vol1(R) = ∞ geldt, zullen we in dit geval ook
geen eindige rij kunnen vinden. We moeten nog aantonen dat bovenstaande
definitie welgedefinieerd is.

Rechtvaardiging van Definitie 4.50. We tonen aan dat de limiet bestaat en
niet van de gekozen overdekking afhangt: Zij (Ki)i∈N een overdekking van
binnenuit met

(∫
Ki
| f (x)| dx

)
i∈N
≤ C < ∞ en zij (K̃ j) j∈N een andere overdek-

king van binnenuit. Propositie 4.46 (Heine-Borel) toegepast op het inwen-
dige van de verzamelingen Ki impliceert dat er voor alle j ∈ N een i j ∈ N
bestaat zodat K̃ j ⊆ Ki j . Dit betekent

(4.51)
∫
K̃ j

| f (x)| dx ≤
∫
Ki j

| f (x)| dx ≤ C.

Analoog kan men voor alle i ∈ N een ji ∈ N vinden zodat Ki ⊆ K̃ ji en

(4.52)
∫
Ki

| f (x)| dx ≤
∫
K̃ ji

| f (x)| dx ≤ C.

In het bijzonder zijn beide rijen
(∫

Ki
| f (x)| dx

)
i∈N

en
(∫

K̃ j
| f (x)| dx

)
j∈N

be-

grensd. Voor f : U ⊆ Rn → R definiëren we

f+(x) := max{ f (x), 0} ≥ 0 en f−(x) := −min{ f (x), 0} ≥ 0
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zodat

f (x) = f+(x) − f−(x) en | f (x)| = f+(x) + f−(x).

Er geldt ∫
Ki

f±(x) dx ≤
∫
Ki

| f (x)| dx ≤ C

zodat de rijen
(∫

Ki
f±(x) dx

)
i∈N

stijgend en begrensd zijn. Propositie 1.62

impliceert nu het bestaan van limi→∞

∫
Ki

f±(x) dx. Daarom bestaat ook

lim
i→∞

∫
Ki

f+(x) dx − lim
i→∞

∫
Ki

f−(x) dx = lim
i→∞

∫
Ki

( f+ − f−)(x) dx

= lim
i→∞

∫
Ki

f (x) dx

(4.51) en (4.52) leiden samen met Propositie 1.58 (Insluitstelling) tot de
onafhankelijkheid van de limiet van de overdekking. �

Nu beschouwen we enkele voorbeelden.

Voorbeeld 4.53.
∫
R2 e−(x2+y2) dxdy = π.

Bewijs. Stel f : R2 → R, f (x, y) := e−(x2+y2) en kies poolcoördinaten

ϕ(r, θ) : ]0,∞[ × ]0, 2π[→ R2, ϕ(r, θ) := (r cos θ, r sin θ)

waarbij

Dϕ|(r,θ) =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
en det Dϕ|(r,θ) = r

en ( f ◦ ϕ)(r, θ) = e−r2
. We kiezen de overdekking van binnenuit K̃i := ϕ(Ki)

van R2 waarin Ki :=
[

1
i , i

]
×

[
1
i , 2π −

1
i

]
een overdekking van binnenuit van
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]0,∞[ × ]0, 2π[ is. We berekenen∫
R2

e−(x2+y2) dxdy = lim
i→∞

∫
K̃i

e−(x2+y2) dxdy

4.36
= lim

i→∞

i∫
1
i

2π− 1
i∫

1
i

re−r2
dθdr

= lim
i→∞

i∫
1
i

[
θre−r2]θ=2π− 1

i

θ= 1
i

dr

= lim
i→∞

i∫
1
i

((
2π −

1
i

)
−

1
i

)
re−r2

dr

= lim
i→∞

(
2π −

2
i

) [
−

1
2

e−r2

]i

1
i

= lim
i→∞

(
π −

1
i

) (
−e−i2 + e−

1
i2

)
= π.

Als men de ‘problematische’ richting (hier r → ∞) snel ziet, kan men ook
kortweg schrijven:∫

R2

e−(x2+y2) dxdy = lim
i→∞

i∫
0

2π∫
0

re−r2
dθdr

= lim
i→∞

i∫
0

[
θre−r2]θ=2π

θ=0
dr

= lim
i→∞

2π
[
−

1
2

e−r2

]i

0

= lim
i→∞

π
(
−e−i2 + e0

)
= π.

�

Soms helpen hoger-dimensionale integralen om 1-dimensionale integralen
te berekenen:
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Voorbeeld 4.54.
∫
R

e−z2
dz =

√
π.

Bewijs. We beschouwen de integraal in Voorbeeld 4.53, maar gebruiken
nu een andere overdekking van binnenuit, namelijk ˜̃Ki := [−i, i]2. Dat kan
omdat de integraal (als het eindig is) niet van de overdekking afhangt. Dan
volgt

π
4.53
=

∫
R2

e−(x2+y2) dxdy = lim
i→∞

i∫
−i

i∫
−i

e−x2
e−y2

dxdy

= lim
i→∞

i∫
−i

e−x2


i∫

−i

e−y2
dy

 dx

= lim
i→∞


i∫

−i

e−x2
dx




i∫
−i

e−y2
dy


=

lim
i→∞

i∫
−i

e−z2
dz


lim

i→∞

i∫
−i

e−z2
dz


wat

∫
R

e−z2
dz =

√
π impliceert. �

Bereken we nog enkele oneigenlijke integralen.

Voorbeeld 4.55. Stel n ∈ N en c ∈ R. Dan geldt voor de euclidische

norm ‖x‖E =
(∑n

i=1 x2
i

) 1
2 dat∫

Rn\Bn(0,1)

‖x‖−c
E dx bestaat voor c > n,

∫
Bn(0,1)\{0}

‖x‖−c
E dx bestaat voor c < n.
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Bewijs. We weten dat in een dimensie geldt

∞∫
1

|x|−c dx bestaat voor c > 1,(4.56)

1∫
0

|x|−c dx bestaat voor c < 1.(4.57)

en we willen nu het hoger-dimensionale geval hierop reduceren. We ge-
bruiken de transformatie-formule om de integraal te herformuleren. Zij
Ṽ ⊂ Sn−1 de open bovenhelft van de (n − 1)-dimensionale eenheidssfeer
Sn−1 en Bn−1(0, 1) de (n − 1)-dimensionale open eenheidsbol. We definiëren
het diffeomorfisme

ϕ : ]0,∞[ × Bn−1(0, 1) → {ry | r > 0, y ∈ Ṽ} =: V,

ϕ(r, x) :=
(
rx, r

√
1 − ‖x‖2

)
.

ϕ is homogeen ten opzichte van r, d.w.z. ϕ(r, x) = rϕ(1, x), en we berekenen

Dϕ|(r,x) = (Drϕ,Dxϕ)|(r,x)

=
(
ϕ(1, x), rDxϕ(1, x)

)

=



x1 r 0 . . . 0
... 0 r 0 . . . 0

xn−2 0 . . . r 0
xn−1 0 0 . . . r√

1 − ‖x‖2E
−rx1√
1−‖x‖2E

. . . . . . −rxn−1√
1−‖x‖2E


De multilineairiteit van de determinant impliceert

det(Dϕ|(r,x)) = det
(
ϕ(1, x), rDxϕ|(1,x)

)
= rn−1 det

(
ϕ(1, x),Dxϕ|(1,x)

)
= rn−1 det(Dϕ|(1,x)).
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Daarom volgt voor 0 < R1 < R2 < ∞ met behulp van de transformatie-
formule ∫

V∩(Bn(0,R2)\Bn(0,R1))

‖x‖−c
E dx 4.36

=

R2∫
R1

∫
Bn−1(0,1)

r−c
∣∣∣det

(
Dϕ|(r,x)

)∣∣∣ dxdr

=

R2∫
R1

∫
Bn−1(0,1)

rn−1−c
∣∣∣det

(
Dϕ|(1,x)

)∣∣∣ dxdr

4.38
=


R2∫

R1

rn−1−c dr




∫
Bn−1(0,1)

∣∣∣det
(
Dϕ|(1,x)

)∣∣∣ dx


4.36
=


R2∫

R1

rn−1−c dr

 voln−1(Ṽ)

wat welgedefinieerd is als en slechts als
(∫ R2

R1
rn−1−c dr

)
welgedefinieerd is.

(4.56) en (4.57) toegepast op de exponent −(n− 1− c) in plaats van c levert
het resultaat. �

Nog een standaardtoepassing van Stelling 4.38 (Fubini) is

Voorbeeld 4.58. Het volume van een n-dimensionale kegel K met (n−1)
dimensionaal (plat) grondvlak K0 en hoogte h is gegeven door

voln(K) =
h
n

voln−1(K0).

In het bijzonder is het volume van de standaardkegel in R3 met B2(0, r)
als grondvlak en hoogte h gegeven door 1

3πr2h.

Bewijs. We noteren het grondvlak door K0 ⊆ R
n−1 ' Rn−1 × {0} ⊂ Rn. We

nemen aan dat K0 compact is daarmee we later kunnen integreren zonder
problemen. Het hoogste punt (de top) van de kegel noemen we p. Omdat
we Fubini op de decompositie Rn = Rn−1 × R willen toepassen, schrijven
we p = ((p1, . . . , pn−1), pn) =: (p̄, pn) waarin pn =: h de hoogte van de kegel
is. Voor x̄ ∈ K0 ligt (x̄, 0) in K0 × {0} ⊂ Rn en (x̄, xn) in Rn. Met behulp van
deze conventie is de kegel K gegeven door

K = {(1 − s)(x̄, 0) + s( p̄, pn) | s ∈ [0, 1], x̄ ∈ K0}.
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Als x = (x1, . . . , xn) ∈ K dan is de nde coördinaat gegeven door

xn = ((1 − s)(x̄, 0) + s( p̄, pn))n = spn

wat s = xn
pn

voor alle punten x ∈ K impliceert. Dus kunnen we herformuleren

Kxn = {x̄ ∈ Rn−1 | (x̄, xn) ∈ K} =

{(
1 −

xn

pn

)
x̄ +

xn

pn
p̄

∣∣∣∣∣∣ x̄ ∈ K0

}
.

Er bestaat een affien diffeomorfisme

ϕ : K0 → Kxn , ϕ(z) :=
(
1 −

xn

pn

)
z +

xn

pn
p̄.

We berekenen det(Dϕ|z) =
(
1 − xn

pn

)n−1
waaruit volgt dat

voln−1(Kxn) =

∫
Kxn

1dy 4.36
=

∫
ϕ−1(Kxn )

(1 ◦ ϕ)(z) |det(Dϕ|z)| dz

=

∫
K0

(
1 −

xn

pn

)n−1

dz =

(
1 −

xn

pn

)n−1

voln−1(K0).

Nu bepalen we het volume van K.

voln(K) 4.38
=

pn∫
0

voln−1(Kxn) dxn

= voln−1(K0)

pn∫
0

(
1 −

xn

pn

)n−1

dxn

= voln−1(K0)
[
−

pn

n

(
1 −

xn

pn

)n]xn=pn

xn=0

=
1
n

voln−1(K0)pn

wat voor h = pn de gezochte formule levert. �

5. Integralen voor functies van Rn naar Rm

Zover hebben we nog geen integratiebegrip voor functies g : Rn → Rm met
m ≥ 1. Verder kunnen we zover ook maar over n-dimensionale deelverza-
melingen in Rn integreren, maar niet over lager dimensionale. We beschou-
wen verschillende situaties:
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(i) Definieer de integraal van g = (g1, . . . , gm) : Rn → Rm componentsge-
wijs, d.w.z. door de integralen over de componentfuncties g j voor alle
j ∈ {1, . . . ,m}.

(ii) We integreren functies f : Rn → R over krommen γ : R → Rn of
‘oppervlakken’ ϕ : R2 → Rn. De samenstelling f ◦ γ en f ◦ ϕ heeft
waarden in R. Dit kunnen we al integreren.

(iii) Als we ‘vectorvelden’ F : Rn → Rn beschouwen dan kunnen we met
behulp van een scalair product 〈·, ·〉 functies

〈F ◦ γ, γ′〉 en 〈F ◦ ϕ,D1ϕ × D2ϕ〉

met waarden in R krijgen. Dit kunnen we al integreren.
Zulke integralen worden lijn- en oppervlakte-integralen genoemd en zijn
van belang in meetkunde en fysica.

5.1. Componentsgewijze integralen. De componentfuncties van een
continue functie

g = (g1, . . . , gm) : Rn → Rm

zijn continue functies g j : Rn → R voor alle 1 ≤ j ≤ m. Dus kan men voor
U ⊂ Rn natuurlijk altijd componentsgewijs∫

U

g(x) dx :=
(∫

U
g1(x) dx, . . . ,

∫
U

gm(x) dx
)

definiëren. Dan geldt:∫
U

g(x) dx welgedef. ⇔
∫

U
g j(x) dx welgedef. ∀ j ∈ {1, . . . ,m}.

5.2. Lijn-integralen. We beschouwen nu integratiedomeinen die la-
gere dimensie hebben dan de ruimte waarin ze ‘leven’. Hiervoor hebben
we een beetje voorbereiding nodig.

Definitie 4.59. Γ ⊂ Rn is een stuksgewijs C1-boog tussen p, q ∈ Rn als
er een eindige aantal C1-differentieerbare krommen

γ1 : [a1, b1]→ Γ ⊆ Rn,

...

γ` : [a`, b`]→ Γ ⊆ Rn

bestaat met
(1) γ′i (t) , 0 voor alle t ∈ [ai, bi] en voor alle 1 ≤ i ≤ `,
(2) γ(a1) = p, γi(bi) = γi+1(ai+1), γ`(b`) = q voor alle 1 ≤ i ≤ ` en

behalve die punten hebben γi en γ j geen snijpunten of raakpunten
voor alle 1 ≤ i, j ≤ `.
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(3)
⋃`

i=1 γi([ai, bi]) = Γ.
We noemen γ := (γi)1≤i≤` een parametrisering van Γ.

Een stuksgewijs C1-boog is dus een 1-dimensionale verzameling in Rn die
in een eindig aantal punten misschien niet differentieerbaar is, d.w.z. er mag
een ‘knik’ bestaan waar de krommen ‘samengeplakt’ zijn.

Definitie 4.60. Stel U ⊆ Rn open en f : U → R continu. Stel Γ ⊆ U een
stuksgewijs C1-boog met parametrisering γ = (γi)1≤i≤`. Dan definiëren
we de lijn-integraal van f over Γ door∫

Γ

f :=
∑̀
i=1

∫
γi

f :=
∑̀
i=1

bi∫
ai

( f ◦ γi)(t)
∥∥∥γ′i (t)∥∥∥ dt.

waarin ‖ ‖ een norm in Rn is.

Wegens Stelling 2.9 hangt de existentie van de lijn-integraal niet af van de
gekozen norm (maar natuurlijk de waarde wel).

De lijn-integraal
∫

Γ
f is de oppervlakte (met teken) van het 2-dimensionaal

oppervlak in Rn+1 tussen graph( f ◦ γ) en γ.

Rechtvaardiging van Definitie 4.60. In het geval n = 1 kan men een blik
op de 1-dimensionale transformatie-formule (4.30) werpen: γi is een repa-
rametrisering van het interval. In dit geval is de lijn-integraal over γi niets
anders dan de integraal naar reparametrisering.
In het algemeen geval kan men de formule door benaderen met een Rie-
mannsom en limietovergang verkrijgen: Voor de eenvoud beperken we ons
tot ` = 1 zodat γ = γ1 en [a, b] := [a1, b1]. We onderverdelen [a, b] in k
deelintervallen [ai, ai+1] met lengte (ai+1 − ai) = 1

k en a1 := a en ak+1 := b.
In het bijzonder zijn γ en f ◦ γ in [a, b] uniform continu zodat de waarden
van γ en f ◦ γ ten opzichte van de onderverdeling gecontroleerd zijn. We
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definiëren de Riemannsom
k∑

i=1

f (γ(ai)) ‖γ(ai+1) − γ(ai)‖
3.29
≈

k∑
i=1

f (γ(ai)) ‖γ′(ti)‖ |ai+1 − ai|

≈

k∑
i=1

f (γ(ti)) ‖γ′(ti)‖ |ai+1 − ai|

k→∞
=

b∫
a

( f ◦ γ)(t) ‖γ′(t)‖ dt.

Of men nu ai of ti als voetpunt in de tweede benadering voor de Riemann-
som gebruikt maakt niet uit. �

Opmerking 4.61. Lijn-integralen van scalaire functies f : U ⊆ Rn → R
hangen niet van de keuze van de parametrisering van Γ af.

In fysica en meetkunde noemt men een functie F : U ⊆ Rn → Rn vaak een
vectorveld omdat men F(x) = (F1(x), . . . , Fn(x)) als vector met voetpunt
x in de raakruimte TxU ' Rn kan zien. Lijn-integralen kan men ook voor
vectorvelden definiëren:

Definitie 4.62. Stel U ⊆ Rn open en F : U → Rn een continu
vectorveld. Stel Γ ⊆ U een stuksgewijs C1-boog met parametrisering
γ = (γi)1≤i≤`. Dan definiëren we de lijn-integraal van F over Γ door∫

Γ

F :=
∑̀
i=1

∫
γi

F :=
∑̀
i=1

bi∫
ai

〈(F ◦ γi)(t), γ′i (t)〉γ(t) dt.

waarin 〈·, ·〉 een scalair product is.

Voor het euclidische scalair product bestaat de mooie formule

〈(F ◦ γi)(t), γ′i (t)〉E = ‖F ◦ γi)(t)‖E
∥∥∥γ′i (t)∥∥∥E

cos((F ◦ γi)(t), γ′i (t))

waarin cos((F ◦ γi)(t), γ′i (t)) de cosinus van de hoek tussen (F ◦ γi)(t) en
γ′i (t) is. Daarom is 〈(F ◦ γi)(t), γ′i (t)〉E (de lengte van) het tangentiële deel
van (F ◦ γi)(t) ten opzichte van γ′(t). Daarom is (ook meer algemeen) de
lijn-integraal

∫
Γ

F de integraal van (de lengte van) het tangentiële deel van
F langs γ.
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Rechtvaardiging van Definitie 4.62. Zoals in Definitie 4.60 kan men ook
deze formule door benaderen met een Riemannsom en limietovergang ver-
krijgen: Voor de eenvoud beperken we ons tot ` = 1 zodat γ = γ1 en
[a, b] := [a1, b1]. We onderverdelen [a, b] in k deelintervallen [ai, ai+1] met
lengte (ai+1−ai) = 1

k en a1 := a en ak+1 := b. In het bijzonder zijn γ en F ◦γ
in [a, b] uniform continu zodat de waarden van γ en F ◦ γ ten opzichte van
de onderverdeling gecontroleerd zijn. We definiëren de Riemannsom

k∑
i=1

〈F(γ(ai)), (γ(ai+1) − γ(ai))〉
3.29
≈

k∑
i=1

〈F(γ(ai)), γ′(ti) |ai+1 − ai|〉

≈

k∑
i=1

〈F(γ(ai)), γ′(ti)〉 |ai+1 − ai|

≈

k∑
i=1

〈F(γ(ti)), γ′(ti)〉 |ai+1 − ai|

k→∞
=

b∫
a

〈(F ◦ γ)(t), γ′(t)〉 dt.

Of men nu ai of ti als voetpunt in de derde benadering voor de Riemannsom
gebruikt maakt niet uit. �

Opmerking 4.63. De lijn-integraal voor vectorvelden hangt van de
orientatie van de parametrisering af.

Nu beschouwen we een belangrijke klas vectorvelden.

Definitie 4.64. We noemen een vectorveld G : U ⊆ Rn → Rn een
gradiëntveld als er een differentieerbare functie g : U → R en een
scalair product 〈·, ·〉 bestaan zodat G(x) = grad〈·,·〉 g|x.

Voor gradiëntvelden hangt de lijn-integraal alleen maar af van het begin- en
eindpunt van een boog:

Propositie 4.65. Stel U ⊆ Rn open en g : U → R differentieerbaar
en G = grad〈·,·〉 g : U → Rn een continu gradiëntveld. Zij Γ ⊆ U een
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stuksgewijs C1-boog tussen p, q ∈ U. Dan geldt∫
Γ

G = g(q) − g(p).

In het bijzonder is de integraal onafhankelijk van de keuze van de boog
tussen p en q, d.w.z. als Γ̃ ook een C1-boog tussen p en q is dan geldt∫

Γ

G = g(q) − g(p) =

∫
Γ̃

G.

Dit is een uitbreiding van de hoofdstelling van differentiaal- en integraal-
rekening. De meest algemene variant heet Stelling van Stokes en wordt
meestal in Differentiaalmeetkunde (Ba2) of Globale Analyse (Ba3) uitge-
legd.

Bewijs van Propositie 4.65. Stel γ = (γi)1≤i≤` een parametrisering van Γ.
Dan berekenen we∫

Γ

G =
∑̀
i=1

bi∫
ai

〈(G ◦ γi)(t), γ′i (t)〉γi(t) dt

=
∑̀
i=1

bi∫
ai

〈grad〈·,·〉 g|γi(t), γ
′
i (t)〉γi(t) dt

(3.72)
=

∑̀
i=1

bi∫
ai

Dg|γi(t).γ
′
i (t) dt

3.22
=

∑̀
i=1

bi∫
ai

(g ◦ γi)′(t) dt

=
∑̀
i=1

g(γi(ai+1)) − g(γi(ai))

= g(q) − g(p).

�

5.3. Oppervlakte-integralen. We beginnen met de domeinen waar-
over we willen integreren.
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Definitie 4.66. V ⊆ R3 is een 2-dimensionaal oppervlak als er een
open V ⊆ R2 en een C1-diffeomorfisme ϕ : V ⊆ R2 → R3 bestaat met
ϕ(V) = V. (ϕ,V) heet parametrisering vanV.

Voorbeelden zijn open deelverzamelingen van de 2-dimensionale sfeer of 2-
dimensionale torus. Omdat allebei compact zijn, kan men die maar ‘stucks-
gewijs’ met behulp van open verzamelingen parametriseren.

Nu bestuderen we de veranderung van volume onder parametrisering. In
Stelling 4.36 (transformatie-formule) hadden we gezien dat dit door de de-
terminant van de afgeleide van de diffeomorfisme wordt gedaan. Puur for-
mele redenen voorkomen het bestaan van de determinant van de parame-
trisering van een 2-dimensionaal oppervlak: Dϕ is een 3 × 2-matrix, dus
bestaat er geen determinant. Maar men kan dit probleem omzeilen: Er geldt
rk Dϕ|z = 2 voor alle z ∈ V . Dus zijn D1ϕ en D2ϕ lineair onafhankelijk en
spannen de raakruimte vanV op, preciezer geldt

Tϕ(x)V ' SpanR{D1ϕ|x,D2ϕ|x} ' R
2 ⊂ Tϕ(x)R

3 ' R3

voor alle x ∈ V . Het vectorproduct (kruisproduct) D1ϕ|x × D2ϕ|x staat lood-
recht op Tϕ(x)V zodat D1ϕ,D2ϕ,D1ϕ×D2ϕ een positief georienteerde basis
is. We herhalen van Lineaire Algebra:

Opmerking 4.67. Zij u, v ∈ R3. Dan komt ‖u × v‖E overeen met het vo-
lume van het 2-dimensionaal parallellogram dat u en v opspannen.

In het bijzonder is daarom ‖D1ϕ × D2ϕ‖E gelijk aan het volume van het 2-
dimensionaal parallellogram dat door D1ϕ en D2ϕ wordt opgespannen. Dus
heeft ‖D1ϕ × D2ϕ‖E een betekenis voor 2-dimensionaal volume wat door de
berekening

‖D1ϕ × D2ϕ‖E = · · · =

√
det

(
〈D1ϕ,D1ϕ〉E 〈D1ϕ,D2ϕ〉E
〈D2ϕ,D1ϕ〉E 〈D2ϕ,D2ϕ〉E

)
bevestigd wordt — zoals we weten beschrijven (n × n)-determinanten n-
dimensionale volumes.

Definitie 4.68. Stel U ⊆ R3 open en V ⊆ U ⊆ R3 een 2-dimensionaal
oppervlak met parametrisering ϕ : V → V. Zij f : U ⊆ R3 → R
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een continue functie en zij ‖ ‖ een norm in U. Dan definiëren we de
oppervlakte-integraal van f overV door∫

V

f :=
∫
V

( f ◦ ϕ)(x) ‖D1ϕ|x × D2ϕ|x‖ dx

als de integraal eindig is.

De integraal is onafhankelijk van de parametrisering. Er bestaat ook een
versie voor vectorvelden.

Definitie 4.69. Stel U ⊆ R3 open en V ⊆ U ⊆ R3 een oppervlak
met parametrisering ϕ : V → V. Zij F : U ⊆ R3 → R3 een con-
tinu vectorveld en 〈·, ·〉 een scalair product in U. Dan definiëren we de
oppervlakte-integraal van F overV door

(4.70)
∫
V

F :=
∫
V

〈(F ◦ ϕ)(x),D1ϕ|x × D2ϕ|x〉x dx.

als de integraal eindig is

〈(F ◦ ϕ)(x),D1ϕ|x × D2ϕ|x〉x is (de lengte van) het tangentiële aandeel van
F(ϕ(x)) ten opzichte van D1ϕ|x × D2ϕ|x die loodrecht op de raakruimte
Tϕ(x)V staat. Daarom meet 〈(F ◦ϕ)(x),D1ϕ|x×D2ϕ|x〉x de ‘flux’ van F langs
D1ϕ|x × D2ϕ|x. Dus kan men (4.70) als de flux van F doorV beschouwen.
Meer details hierover in Fysica en misschien in Gewone differentiaalverge-
lijkingen en dynamische systemen (Ba2)!
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