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❆❜str❛❝t

❲❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ r♦❜✉st

❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t❤❛t st❛t❡s t❤❛t ♦♥❡ ✐♥✲

❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ ✇♦rs❡ ♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❡♠♣t②✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲❤❡❛❧t❤ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ s✉r✈❡② ✇✐t❤

✷✱✷✻✵ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s✳ ❚♦ ❝❤❛rt t❤❡ ❝♦♥t♦✉r s❡ts

♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ✏❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s

❝❤♦✐❝❡✑ ✭❆❇❉❈✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠✲

♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ♠✐❧❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ✜❢t❤ ❛♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝❛♥ ❜❡

r❛♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❏❊▲✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❉✻✸✱ ❉✼✶✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ■♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢

t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦st ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❆s r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣♦❧✐❝✐❡s r❛r❡❧②

❧❡❛❞ t♦ P❛r❡t♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ❣❛✐♥s ✐♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♥❡❡❞ t♦

❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛❣❛✐♥st ❧♦ss❡s ❢♦r ♦t❤❡rs✳ ❚❤✐s ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠❛❦❡

✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐s ❜❡st s❡❡♥

❛s ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡✐r r❡♣♦rt ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ❙t✐❣❧✐t③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉✲

s✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲♠♦♥❡t❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❤❡❛❧t❤✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞

❡♠♣❧♦②♠❡♥t st❛t✉s ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✳ ❨❡t✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ ✐♥t♦ ❛

♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡✲

❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥✳

❖♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡tt❡r

♦✛ ♦✈❡r❛❧❧❄

❚♦ ♠❛❦❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡①✱ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s

♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✱ ♦r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭s❡❡

❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ❇❧❛♥❝❤❡t ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ❉❡❝❛♥❝q ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❜✮ ❢♦r r❡❝❡♥t s✉r✈❡②s✮✳

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥str❡❛♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡

t❤❛t ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s s❤♦✉❧❞ r❡s♣❡❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱

❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ♥♦r ✉♥✐❢♦r♠

❛❝r♦ss ♣❡♦♣❧❡✳✶

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲

❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ✐ts r♦♦ts ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢❛✐r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

✭s❡❡ ❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ▼❛♥✐q✉❡t ✭✷✵✶✶✱ ✷✵✶✼✮✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♦♥❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ ❜❡tt❡r✲♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ ✇♦rs❡✲♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥✲

t♦✉r s❡t ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t s❤❡ ♣r❡❢❡rs ♦✈❡r ❤❡r

✶❚❤✐s ♣r❡♠✐s❡ ❝❧❡❛r❧② ❡♥t❛✐❧s ❛ ✈❛❧✉❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧②
✇♦r❦ ♦❢ ❘♦❜❜✐♥s ✭✶✾✸✷ ❬✶✾✽✹❪✱ ✶✾✸✽✮ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ✈❛❧✉❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ✇❤❡♥
♠❛❦✐♥❣ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✭s❡❡ ❍❛♠♠♦♥❞ ✭✶✾✾✶✮ ❢♦r ❛ s✉r✈❡②✮✳
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❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t s❤❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❛r❡ t♦

❤❡r ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①✲

t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ t❤❛t

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦s❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❧✐❡s ❡♥t✐r❡❧② ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡

♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t✇♦ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ❝r♦ss✱ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ♠❛❦❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣

❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛r❡ ❝✉r✐♦✉s t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t✇♦ r❛♥❞♦♠❧②

s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs

❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞r❛✇ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦r ❝♦♥t♦✉r

s❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛rt ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✐s

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ♦r ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ❞❛t❛ s❡ts t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r❝❡s r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ♣♦♦❧ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ t❤✉s

✐❣♥♦r✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❲❡ r❡❧② t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✕❡♥t✐r❡❧②

♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✕ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛rt ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳✷ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡

✏❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❉✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❈❤♦✐❝❡✑ ✭❆❇❉❈✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s

✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ❜② ❚❤✉rst♦♥❡ ✭✶✾✸✶✮ ❛♥❞ ▼❛❝❈r✐♠✲

♠♦♥ ❛♥❞ ❚♦❞❛ ✭✶✾✻✾✮ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✭▼♦s❝❛t✐

✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇✮✳ ❚❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❣r❛♣❤✐❝❛❧

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ r❡✈❡❛❧❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡

✇❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❙❛♠✉❡❧s♦♥ ✭✶✾✹✽✮ ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤

♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❣♦♦❞s s✉❝❤ ❛s ❤❡❛❧t❤✳✸

❚❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s

t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✲

✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✷❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❡s ❛t ❛ ♣r✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡
❞✐s❝✐♣❧✐♥✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡s♣♦♥s❡ ❡rr♦rs ❛♥❞
t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❡st t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❢❛✐❧ t♦ ❝♦♠♣❧②
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t②✳

✸❖t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡✈❡❛❧❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡
❜② ❆♥❞r❡♦♥✐ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❑❡rs❝❤❜❛♠❡r ✭✷✵✶✺✮✱ ✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❜② ❈❤♦✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ✇❤♦ t❡st ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❝♦♥t✐♥❣❡♥t
❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s✳
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❛❧♦♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ✐t❡r❛t✲

✐✈❡❧② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥

t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✳✹ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t

❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ✕✇❤❡♥ ❞❡s✐r❡❞✕ ❝♦♥✲

✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦✉♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤

st❡♣s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜♦✉♥❞s ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❛♥

❡♥t✐r❡❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✇❛② ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♠❛r❦❡t s❡tt✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡ ♣❡r♠✐ts ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❧✐♥❡ s✉r✈❡②✳

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡

s✉r✈❡② t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✼ ✇✐t❤ ✷✱✷✻✵ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❢r♦♠

t❤❡ ❯❙✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r❡s✉♠❛❜❧② t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲

❜❡✐♥❣✿ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤✳ ❚❤❡ ❆❇❉❈♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜♦✉♥❞s

♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t♦ t❡st s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛s✲

s✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❆❇❉❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❞♦❡s ♥♦t r❡❥❡❝t t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts s❛t✐s❢②

♦✉r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ✐t ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t

♣♦✇❡r t♦ r❡❥❡❝t s❡✈❡r❛❧ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r✐t② ♦r

❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❲❡ ✜♥❞

t❤❛t ❛❜♦✉t ♦♥❡ ✜❢t❤ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛ s❡t ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✐♥

❛ r♦❜✉st ✇❛② ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❢♦✉r❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs

❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛❧✲

✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛rt ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❞✐❢✲

❢❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛♥② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

♦♥❧✐♥❡ s✉r✈❡② ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛♥❞ ❝♦♠✲

♠♦♥❧② ♠❛❞❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥

t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲❤❡❛❧t❤ s♣❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧♥❡ss

♦❢ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss

✇❤✐❝❤ s♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡tt❡r ♦✛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝r✐✲

✹❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❡❧✐❝✐t
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r✐s❦ ❛♥❞ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❍❛r❞✐st② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❚♦✉❜✐❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱
t♦ ❡❧✐❝✐t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❤❡❛❧t❤ st❛t❡s ✐♥ t✐♠❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♦r st❛♥❞❛r❞ ❣❛♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✭Pr❛❞❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ ♦r ✐♥ ✏❞♦✉❜❧❡✲❜♦✉♥❞❡❞✑ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭❲❛ts♦♥ ❛♥❞ ❘②❛♥✱ ✷✵✵✼✮✳
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t❡r✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❞✐s✲

❝✉ss❡s ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥

❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥✲

t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡

❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛rt t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡✲

s♣♦♥s❡s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡

r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs t♦ ♠❛❦❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧

✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ s❦❡t❝❤❡s ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r

r❡s❡❛r❝❤✳

✷ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ℓi.

❚❤✐s ✈❡❝t♦r ❝❛♣t✉r❡s ❤❡r ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❤❡ m r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧✐❢❡✳ ❋♦r

❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s L ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ℓ✱ ✐✳❡✳✱ ℓi ∈ L=
{

ℓi ∈ R
m
+ |ℓi ≤ ℓ

}

.✺

❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❤❛s ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ Pi ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧

❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s ❤❡r ✈❛❧✉❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts

❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ ❛❝t✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡✐r ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s✱

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝r♦ss ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r

t✐♠❡✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❢♦✉r ✇❡❛❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡

❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦r ❛ str✐❝t ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✳

❆s②♠♠❡tr✐❝✳ ❋♦r ❛❧❧ ℓi, ℓ
′

i ∈ L✱ ✐❢ ℓiPiℓ
′

i✱ t❤❡♥ ♥♦t ℓ′iPiℓi✳

❚r❛♥s✐t✐✈❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ℓi, ℓ
′

i, ℓ
′′

i ∈ L✱ ✐❢ ℓiPiℓ
′

i ❛♥❞ ℓ′iPiℓ
′′

i ✱ t❤❡♥ ℓiPiℓ
′′

i ✳

❲❡ ❝❛❧❧ P t❤❡ s❡t ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡

✐s ❛♠♣❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s tr❛♥s✐t✲

✐✈❡ ✭▼❛②✱ ✶✾✺✹❀ ❚✈❡rs❦②✱ ✶✾✻✾❀ ▲♦♦♠❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

✺▲❡t <,≤, ❛♥❞ ≪ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡❝t♦r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
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r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ s❡❡♠s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥✲

s✐st❡♥❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❚r❛♥s✐t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡

♣❛♣❡r✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛❧✲

t❡r♥❛t✐✈❡ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❜② ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r ❛♥❞

❝♦♠♣❧❡①✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❢❡❡❧ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❝♦♥✜❞✲

❡♥t❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭❇✉t❧❡r ❛♥❞ ▲♦♦♠❡s ✭✶✾✽✽✱ ✷✵✵✼✮ ❞✐s❝✉ss

s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✑✮✳✻ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❜✉t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦♥❧② ♠❛♥✲

❛❣❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

✇❡ r❡♠❛✐♥ ❛❣♥♦st✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥ t❤❡ ❡②❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❜✉t ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ✐♠♣♦s❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❢r♦♠ t❤❡

♦✉ts❡t✳

❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ Pi t♦ ❜❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥

✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✏❣♦♦❞s✑ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♥♦t s❛t✐❛t❡❞✱

s♦ t❤❛t ♠♦r❡ ✐s ❜❡tt❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣r❡❢❡r

❛ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ str✐❝t❧② ♠♦r❡ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t ❧❡ss ✐♥

❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲

❤❡❛❧t❤ s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✐ts ❜♦✉♥❞ ℓ ✐s ♥♦t ✏t♦♦

❤✐❣❤✑✳

▼♦♥♦t♦♥❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ℓi, ℓ
′

i ∈ L✱ ✐❢ ℓi > ℓ′i, t❤❡♥ ℓiPiℓ
′

i.

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ Pi ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡①✳ ❈♦♥✈❡①✐t②

r❡✢❡❝ts ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ❧✐✈❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧✐❢❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧

s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥t❡①ts✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡

♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ ❜✉t r❛t❤❡r

❞✐s❝✉ss ✐ts ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

❈♦♥✈❡①✳ ❋♦r ❛❧❧ ℓi, ℓ
′

i, ℓ
′′

i ∈ L ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ 0 < α < 1✱ ✐❢ ℓ′iPiℓi ❛♥❞ ℓ′′i Piℓi✱ t❤❡♥

(αℓ′i + (1− α) ℓ′′i )Piℓi✳

✻■♥ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ❝❤♦✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❛♠❡s✱ ✐✳❡✳✱
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❙❛❧❛♥t ❛♥❞
❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✽✱ ♣✳ ✶✷✾✷✮ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r❛♠❡s✳ ❇❡r♥❤❡✐♠ ❛♥❞ ❘❛♥❣❡❧ ✭✷✵✵✾✱
♣✳ ✻✵✮ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛❝②❝❧✐❝✳ ❋♦r ❛
❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ❙❝❤♦❦❦❛❡rt ✭✷✵✶✸✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❯♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i
❛t ℓi✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ Pi

✐♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ℓi ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

UC(ℓi, Pi) = {ℓ′i ∈ L|ℓ′iPiℓi}

LC(ℓi, Pi) = {ℓ′i ∈ L|ℓiPiℓ
′

i} .

❲❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ✐s ❝♦♥✈❡① ❛s ✇❡❧❧✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t NC(ℓi, Pi) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t

❜❡❧♦♥❣ ♥❡✐t❤❡r t♦ UC(ℓi, Pi) ♥♦r t♦ LC(ℓi, Pi)

NC(ℓi, Pi) = L \ (UC(ℓi, Pi) ∪ LC(ℓi, Pi)). ✭✶✮

❚❤❡ ♠♦r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ Pi ✐s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

s❡t NC(ℓi, Pi)✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣♦s❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ❜❡❝♦♠❡s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs s❡ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r

❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲
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❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t✿

UC+(ℓi, Pi) = UC(ℓi, Pi) ∪NC(ℓi, Pi)

LC+(ℓi, Pi) = LC(ℓi, Pi) ∪NC(ℓi, Pi). ✭✷✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r

❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

✸ ■♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s✲

♦♥s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s r❡s♣❡❝t❢✉❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳✼ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

❝❛♥♥♦t ❝♦♥✜♥❡ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❡✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛t ❤❛♥❞ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❛✐rs t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❧✐❢❡ s✐t✉✲

❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤

t❤❡ ♣❛✐r (ℓi, Pi) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛✐r (ℓj , Pj)✱

✇❡ ✇r✐t❡ (ℓi, Pi) ≻ (ℓj , Pj) .

❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✈❡r❡✐❣♥t② t❤❛t ♠♦✈✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✐♥tr❛♣❡r✲

s♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ▼❛♥✐q✉❡t ✭✷✵✶✶✱ ✷✵✶✼✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡

◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❆❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ s❡tt✐♥❣

✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs✳ ❋♦r ❛❧❧ ℓi, ℓj ∈ L ❛♥❞ Pi, Pj ∈ P, ✐❢ UC+(ℓi, Pi)∩LC
+(ℓj , Pj) =

∅, t❤❡♥ (ℓi, Pi) ≻ (ℓj , Pj) .

❚❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡

❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t

♦❢ t❤❡ ✇♦rs❡ ♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡r♣❡r✲

s♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✿ s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞✱ ♦t❤❡rs ❝❛♥♥♦t✳ ❋✐❣✉r❡ ✷

✼■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❡r♠ ✏✐♥t❡r♣r❡❢❡r❡♥❝❡✑ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥tr❛♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❲❡✐s❜r♦❞ ✭✶✾✼✼✮✳
❆ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✳ ❯❜❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❉♦❧❛♥ ❛♥❞ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
♣❡rs♦♥s ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡❛❧t❤ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✇❤♦ ❢❛✐❧ ♠♦r❡♦✈❡r
t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦t❤❡r ❤❡❛❧t❤ st❛t❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ◆❡st❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛t ✇♦r❦✳ ◆❡st❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ r❛♥❦✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ✭♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ♦✈❡r t❤❡ ❣r❡② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j✮✱ ❜✉t
♥♦t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧

♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡st❡❞

❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ s♦ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j ✭✐♥ ❣r❡②✮✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②

✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❣r❡②✮✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝②✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✮ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ♠❛② ♣r❡❢❡r ♦✈❡r ❤❡r ❛❝t✉❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j ♠❛② ♣r❡❢❡r ❤❡r ❛❝t✉❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ❤②✲

♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡

s✐t✉❛t❡❞ ✏❜❡t✇❡❡♥✑ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s j ❛♥❞ i✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧

❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s s✐t✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❣r❡❡✐♥❣

t❤❛t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥♦ r♦❜✉st ❛♥❞ ✉♥✲

❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ r❛♥❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❛❧♦♥❡✳

❘♦❜❜✐♥s ✭✶✾✸✷ ❬✶✾✽✹❪✱ ✶✾✸✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❤✐s ✇❛❦❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r t❤❛t

✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ✈❛❧✉❡✲❧❛❞❡♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞

✐♥ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

♦♥❧② ♦r❞✐♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ r✉❧❡s ♦✉t ❛♥②

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r

❛♥② ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣❧❡❛s✉r❡ ♦r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✳✽ ❲❡❧❧✲

✽◆♦t❛❜❧②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜② ❘♦❜❜✐♥s ✭✶✾✸✷ ❬✶✾✽✹❪✱ ✶✾✸✽✮ ♦❢ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠✲
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❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡st❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡

❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s

t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇♦rs❡ ♦✛ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❛st❡s

✭s❡❡ ❆rr♦✇ ✭✶✾✼✸✮❀ ❙❡♥ ✭✶✾✽✺✮ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✮✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐✲

t❡r✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t NC(ℓi, Pi) ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❞♦❡s ♥♦t

✐♥t❡rs❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t NC(ℓj , Pj) ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ j t♦ ♠❛❦❡ ✐♥✲

t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❧② t❤❡

s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡ts ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r s❡ts ❛t t❤❡ ❛❝✲

t✉❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❡♥t✐r❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡

❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❨❡t✱ ❛s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡

♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♠❛tt❡rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛①✐♦♠ ♦❢ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ■rr❡❧❡✈❛♥t ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s

✭s❡❡ ❆rr♦✇ ✭✶✾✺✵✮ ❛♥❞ ❍❛♥ss♦♥ ✭✶✾✼✸✮❀ P❛③♥❡r ✭✶✾✼✾✮✮✳

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥❝♦♠✲

♣❧❡t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥

❡t❤✐❝❛❧❧② r♦❜✉st✱ ❜✉t ♠✐♥✐♠❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢

♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛❧❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✲

✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳✾ ●✐✈❡♥ ✐ts ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✐t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥

q✉❡st✐♦♥ ❛s t♦ ❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ r❛♥❦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs t❤❛t

❝♦♠♣❧❡t❡s ✐t ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐t✳

▲❡t E = (Eλ)λ∈R
❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡st❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ts t❤❛t ❛r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢

t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s Eλ ⊆ L ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ s✉❝❤ t❤❛t Eλ ⊂ Eλ′ ✇❤❡♥❡✈❡r

λ < λ′✳ ■♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ E ✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❋♦r ❛❧❧ ℓi, ℓj ∈ L✱ Eλ ⊆ L✱ ❛♥❞ Pi, Pj ∈ P ,

♣❛r✐s♦♥s ✇❛s ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
❛❝r♦ss ♣❡♦♣❧❡✳ ❋❛♠♦✉s❧②✱ ❘♦❜❜✐♥s ✭✶✾✸✽✱ ♣✳ ✻✸✼✮ q✉♦t❡s ❏❡✈♦♥s✿ ✏■ s❡❡ ♥♦ ♠❡❛♥s ✇❤❡r❡❜②
s✉❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞✳ ❊✈❡r② ♠✐♥❞ ✐s ✐♥s❝r✉t❛❜❧❡ t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♠✐♥❞ ❛♥❞ ♥♦
❝♦♠♠♦♥ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ❢❡❡❧✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✑✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❘♦❜❜✐♥s ❤✐♠s❡❧❢ ✇❛s ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❛t
✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞
✏✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐st✬s t❡❝❤♥✐q✉❡✑✱ str❡ss✐♥❣ t❤❛t t❤❡✐r ✏❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡t❤✐❝❛❧
t❤❛♥ s❝✐❡♥t✐✜❝✑✳

✾Pr♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❛② ✉t✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ✶✾✼✼❀ P❛③♥❡r✱ ✶✾✼✾❀
❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ❚❛❞❡♥✉♠❛✱ ✷✵✶✹✮✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❉❡❛t♦♥✱ ✶✾✼✾✮✱ t❤❡ ♠♦♥❡② ♠❡tr✐❝
✉t✐❧✐t② ✭▼❝❑❡♥③✐❡✱ ✶✾✺✼❀ ❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ✶✾✼✹❀ ❑✐♥❣✱ ✶✾✽✸❀ ❇♦s♠❛♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮✱ ♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✐♥❝♦♠❡ ✭❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ❙❝❤♦❦❦❛❡rt✱ ✷✵✵✾❀ ❉❡❝❛♥❝q ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❛✱❜✮✳
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✐❢ UC+(ℓi, Pi) ∩ LC+(ℓj , Pj) ∩ Eλ = ∅, t❤❡♥ (ℓi, Pi) ≻ (ℓj , Pj) .

Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣t✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t Eλ✳

❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t Eλ✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❡ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞

❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✳

❈❧❡❛r❧②✱ ✇❤❡♥ λ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ Eλ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ L✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧✲

❡♥t t♦ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

s❡t ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t ❛s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢r♦♠ ❛ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ t♦

r❡str✐❝t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡

r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ■t ✐s ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥

t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st

λ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ E ✱

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝r✐✲

t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s i ❛♥❞ j✳ ■♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧

♣r♦♣♦s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ E ❛♥❞ st✉❞② ❤♦✇ ❧❛r❣❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t

✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r ♦❢ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t♦ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡

r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡✐r ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ r❛♥❦✐♥❣✳

✹ ❈❤❛rt✐♥❣ ❝♦♥t♦✉r s❡ts

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✲

❛❧❧②✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ m = 2✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i

❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ci ❛♥❞ ❤❡r ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s hi✱ s♦ t❤❛t

ℓi = (ci, hi) . ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✜rst ❤♦✇ ✇❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛rt t❤❡ ❝♦♥t♦✉r s❡ts

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❉✐❝❤♦t♦♠♦✉s

❈❤♦✐❝❡ ✭❆❇❉❈✮ ♠❡t❤♦❞✳
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✹✳✶ ❉❛t❛

❚❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✶✼t❤ ❛♥❞ ✷✹t❤ ♦❢

❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✼ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ s✉r✈❡② ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ ❜② t❤❡ s✉r✈❡② ❛❣❡♥❝②

◗✉❛❧tr✐❝s✳ ❚❤❡ r❛✇ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✷✱✺✼✺ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺ ❛♥❞ ✽✺

②❡❛rs ♦❧❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s✉r✈❡②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐t❡ ❆♠❡r✐❝❛♥s ❛r❡ ♦✈❡r✲r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❡♥s✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❡♦♣❧❡ ❛❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✺ ❛♥❞ ✻✺ ②❡❛rs✳

❆♣♣❡♥❞✐① ✶ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ s✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✳✶✵ ❚♦ ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✇❡ ❛s❦ t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ♠♦♥t❤❧② ❛♠♦✉♥t s♣❡♥t ♦♥

✈❛r✐♦✉s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐t❡♠s ❛t t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐t❡♠s ✏❢♦♦❞✑ ❛♥❞

✏tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✑✱ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡r

t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛♠♦✉♥t✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✉♠♣✲

t✐♦♥ ✐t❡♠s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❡q✉❛❧❧② ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠❡♠❜❡rs✳ ❚♦

♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐t❡♠s ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐t❡♠s ❛s ✐♥✲

❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛s❦ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♠♦✉♥t

s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤❡♠ ❛s t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ❛ ✜✈❡✲♣♦✐♥t

s❝❛❧❡✳ ❆❜♦✉t ✹✪ ♦❢ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts s✐❣♥❛❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

✐s ✏♥♦t ❛t ❛❧❧✑ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤❡♠✳ ❚❤❡s❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ℓ =
(

c, h
)

✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

❛t ✩✸✱✵✵✵✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✾✵t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤♦s❡

❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✲

✉r❡ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✷✱✷✻✵

r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳

❍❡❛❧t❤ st❛t✉s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❜❛tt❡r② ♦❢ ❤❡❛❧t❤ q✉❡st✐♦♥s✱ t❤❡ s♦✲

❝❛❧❧❡❞ ✶✷✲■t❡♠ ❙❤♦rt ❋♦r♠ ❍❡❛❧t❤ ❙✉r✈❡② ✭❙❋✲✶✷✮✱ s❡❡ ❲❛r❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❛❜❧❡

✻ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡s❡ ✶✷

q✉❡st✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ✇❡

✶✵❚❤❡ q✉❡st✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❛❞✲
❤♦❝ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ✏▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ■♥t❡r♥❡t ❙t✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✑ ✭▲■❙❙✮✱ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡
♣❛♥❡❧ st✉❞② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳ ❈❤❡r❝❤②❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ✭r✐❣❤t✮

❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣ ✇❡ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥t♦ t✇♦

s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ❡♠♦t✐♦♥❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤✳ ❊❛❝❤ s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s

♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ s❝❛❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❛ s❡t

♦❢ ✜✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✷ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥

t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧ s❝♦r❡s ♦♥ ❜♦t❤ s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛s❦❡❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡ ✶✵✵ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r

❜♦t❤ s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧ ♦♣✐♥✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s

r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s✳ ❆❜♦✉t

✸✼✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❣✐✈❡ ❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❜♦t❤ s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜♦✉t

✸✸✪ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧

❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝♦r❡s ♦♥ ❜♦t❤ s✉❜

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ h ♦❢

✶✵✵✳ ❲❡ tr❡❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞✐❝❡s ❛s ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳✶✶ ❚❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡

✸✳

✹✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❉✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❈❤♦✐❝❡

❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞

❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❇✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❉✐✲

✶✶❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛ s❤♦rt✲❝✉t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡
s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❍❡❛❧t❤ st❛t✉s ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣
❤❡❛❧t❤ st❛t✉s ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❡♥ r❛✐s❡s s✐♠✐❧❛r q✉❡st✐♦♥s ❛s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✳ ■♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡❧❧✳
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❝❤♦t♦♠♦✉s ❈❤♦✐❝❡ ✭❆❇❉❈✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱

❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣

♦❢ ❤❡r ❛❝t✉❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ℓi ❛♥❞ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ℓ′i✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛r❡ ❝❤❛rt❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❢♦✉r

s❡ts✳ ■♥ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✱ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❛t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳✶✷ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱

✐t s❡❧❡❝ts t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t

❜❡❧♦♥❣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡

r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ❛s❦❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦ ❤❡r ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s♣♦♥s❡ ♥❛rr♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡

s❡t ❜❡❧♦♥❣s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳✶✸ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♣r♦❝❡❡❞s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✜①❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t ❜② ❛ r❛t✐♦ rt✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ dt−1✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

rt = rt−1 +
dt−1

2t
, ✭✸✮

✇❤❡r❡






dt−1 = 1 ✐❢ ℓiPiℓ
′

i ✐♥ ✐♥t❡r❛t✐♦♥ t− 1

dt−1 = −1 ♦t❤❡r✇✐s❡✱

❛♥❞ r0 = 0 ❛♥❞ d0 = 1✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ (t = 1) , ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t rt = 1/2,

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ (t = 2) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t rt = 3/4 ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t

❤❛s ❝❤♦s❡♥ ❤❡r ♦✇♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ rt = 1/4 ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞

s♦ ♦♥✳

❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❆❇❉❈

♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ℓi = (ci, hi)✳

✶✷❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♠✉❧t✐♣❧❡
♣r✐❝❡ ❧✐st✑ ✭❆♥❞❡rs❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❜✉r❞❡♥✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❦❡❡♣
♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✳

✶✸Pr❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✐tr❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣✐♥❣✲♣♦♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ t✐tr❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡r✈❛❧
❛♥❞ ♠♦✈❡s ✉♣ ✭♦r ❞♦✇♥✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ♣✐♥❣✲♣♦♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t st❛rts ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞✱ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s
❜❡tt❡r ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r❡s❡♥ts ❢❡✇❡r ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ✏❢❛r ❛✇❛②✑ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ❛t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❢♦✉r ❤②✲
♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡
♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i

■♥ t❤❡ ✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ❛s❦❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❤❡r ❛❝t✉❛❧

❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❤❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ci/2✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛r❦ ❣r❡② ❝✐r❝❧❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ A ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡

✹✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s❤❡ ♣r❡❢❡rs ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ A ♦✈❡r

❤❡r ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ A ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❤❡r

✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♠✉st ❜❡ s✐t✉❛t❡❞ s♦♠❡✇❤❡r❡

❜❡❧♦✇ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ A✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❧❡✈❡❧✱ s✐t✉❛t❡❞ ❤❛❧❢✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ci/2✱ ✐✳❡✳✱ ❛t ci/4, ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡

✜❣✉r❡ ❜② t❤❡ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ B✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♣r❡❢❡rs ❤❡r

❝✉rr❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥ t♦ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ B✱ t❤❡♥ t❤✐s ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❤❡r ❧♦✇❡r

❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♠✉st ❜❡ s✐t✉❛t❡❞ s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s A ❛♥❞ B✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

✐s t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛❧❢✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛t ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ 3ci/8✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♣r❡❢❡rs

t❤✐s ♥❡✇ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ C ♦✈❡r ❤❡r ❛❝t✉❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤✐s ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

❜❡❧♦♥❣s t♦ ❤❡r ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♠✉st ❜❡ s✐t✉❛t❡❞

s♦♠❡✇❤❡r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ B ❛♥❞ C✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ D

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❤❛❧❢✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭❛t

t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ 5ci/16✮✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛♥s✇❡rs ✏■ ❞♦♥✬t
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❦♥♦✇✑ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡r ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

D✱ t❤❡♥ t❤❡ t✐❣❤t❡st ❜♦✉♥❞s t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♦♥ ❤❡r ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ❛r❡ ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥s C ✭t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❤❡r ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t✮ ❛♥❞ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ B ✭✐♥ ❤❡r

❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t✮✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤❡ ❢♦✉r s❡ts ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡

♣r❡❝✐s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐ts ✜①❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧

✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✲❢r❡❡ ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s h ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡t✱ ❛ ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s

❤❛❧❢✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✲❢r❡❡ ❤❡❛❧t❤ st❛t✉s ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ s❡t✱ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ c ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡t✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

❤❛❧❢✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ✜♥❛❧ s❡t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ s❡ts ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r

❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ s❡ts

♦♥❧② t❤r❡❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❢❛t✐❣✉❡✳✶✹

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❍②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s
s❡t ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❡❛❧t❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❤♦✐❝❡s ❧❡✈❡❧ ❧❡✈❡❧ ❝❤♦✐❝❡s

✶ ❢✉❧❧ ❤❡❛❧t❤ ci × rt h ✹

✷ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❤❡❛❧t❤ ci × rt hi + (h− hi)/2 ✹
✸ ❢✉❧❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ c hi × rt ✸
✹ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s✳ ci + (c− ci)/2 hi × rt ✸
◆♦t❡✿ t❤❡ r❛t✐♦ rt ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳

■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✱ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ❛s❦❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❡✐t❤❡r

❤❡r ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ℓi ♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ℓ′i✳ ■❢ s❤❡

❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r {ℓi, ℓ
′

i}✱

t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ❝❛♥ ✉s❡ ❛ t❤✐r❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤✐r❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❛♥❞ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑✳✶✺ ❆❜♦✉t

✹✺✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♥❡✈❡r ✉s❡ t❤✐s ♦♣t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ✺✪ ✉s❡s ✐t

❢♦r ❛❧❧ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦

✉s❡ t❤❡ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✱ ❣r♦✉♣❡❞

t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r s❡ts ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❣r❡② s❝❛❧❡s✳ ❲❡

s❡❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑

✶✹❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈✐❣♥❡tt❡✳ ❊❛❝❤ ✈✐❣♥❡tt❡
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❋✲✶✷ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ♦❢
t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✮✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳

✶✺❋✐❣✉r❡ ✾ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❝r❡❡♥s❤♦t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✳
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❛♥s✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ♠✐❧❞❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✳ ❆s

t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝♦♥❢r♦♥ts t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇✐t❤ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧

❝❤♦✐❝❡s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡✐r ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡ts✱ ✐t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏■

❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑ ❛♥s✇❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡t✳ ❘❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♠♦r❡

✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ s❡ts ✇❤❡♥ ❤❡❛❧t❤ ✐s

✜①❡❞ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ s❡ts✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t

t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❤❡♥ ❤❡❛❧t❤ ✐s ✜①❡❞ ❛r❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❤❛r❞❡r✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❧❡❛r♥✐♥❣

❛❜♦✉t t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s

♠❛② ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❤❛r❡ ♦❢ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑ ❛♥s✇❡rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑ r❡s♣♦♥s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛r❡

❝❤❛rt❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥❞ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s

♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r

s❡t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❛s ✇❡❧❧✱

t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r

❝♦♥t♦✉r s❡t✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❤❛rt s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉❜s❡ts ♦❢

t❤❡ tr✉❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧
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♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s

❝❤♦✐❝❡s✱ t❤❡s❡ ❝❤❛rt❡❞ s❡ts ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr✉❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r

❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❨❡t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❡st✐♠❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡ r❛t❤❡r ♥❛rr♦✇ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥

t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❡❛s✐❧②

✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r

❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ♠❛②

♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❤❛r❞❡r ❢♦r t❤❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥

t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❆❇❉❈

♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❢♦✉r s❡ts

♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❛✐r

♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❲❤❡♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❛ ❝♦♥s❡r✲

✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡②

✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❛s ✇❡❧❧✱

t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧✐❣❤t ❣r❡② ❛r❡❛ ❛s

✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ ♦✉r

❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞

✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ✐♥ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✇❛②✳

✺ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ s❡ts ♦❢ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡①t❡♥t t♦

✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡

st❛♥❞❛r❞ ✭♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦♥♦t♦♥✲

✐❝✐t②✱ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱

✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs

♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡✐r ♣❛✐r✇✐s❡

r❛♥❦✐♥❣ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ λ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝❛♥ ❜❡

r❛♥❦❡❞✳
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✺✳✶ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❲❡ st❛rt ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✇❡ t✉r♥ t♦ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❞✐❝❤♦t♦♠✲

♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧②

♦♥❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡s ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❞✐r❡❝t❧②✳ ❲❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❡st ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤

❛s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t②✳

❋♦r t❤❡ ✜rst t❡st✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❢t❡❡♥t❤ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡

❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s t❤❛t ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♠❛❦❡s✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡

✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧

❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡✐t❤❡r t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ ♦r t♦ ❜❡

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❇②

♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥

t❤✐s t❡st ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✶✼✳✺✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❞♦ ♥♦t

♣❛ss t❤✐s t❡st ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✳

❍♦✇ ♠✉❝❤ ✐s ❛ ❢❛✐❧ r❛t❡ ♦❢ ✶✼✳✺✪❄ ■t ✐s ❤❛r❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤♦✉t

❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦r ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛ r❡❢✲

❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡

❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛ s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❛

♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ♠❛♥♥❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♦♥s ✏♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✑✱ ✏❤②✲

♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✑✱ ❛♥❞ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡

t❤✐r❞✳ ❚❤✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛ s❡t ♠✐♠✐❝s ❛ ✇♦r❧❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥✲

s✐st❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ❛r❡ t♦t❛❧❧② ❞✐s✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr✉t❤❢✉❧❧② t♦ t❤❡

s✉r✈❡②✳✶✻ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st

✐♥ t❤✐s t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳✶✼ ❆❜♦✉t ✺✺✳✶✪ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❢❛✐❧ t❤❡

✶✻❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛♥s✇❡rs ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✉r✈❡② ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉r✈❡② ❛♥❞ ❡♥❥♦②❡❞ t❤❡✐r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✿
✏❙✉r✈❡② ✇❛s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ■ ❡♥❥♦②❡❞ ✐t✑✱ ✏■ ❧✐❦❡❞ ✐t✱ ✐t ♠❛❞❡ ♠❡ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ✇❤❛t✬s r❡❛❧❧②
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❧✐❢❡✑ ♦r ✏❲❡✐r❞ s✉r✈❡②✳ ❱❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❛♥❦s ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳✑✳ ❨❡t✱
s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✏s♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s ✇❡r❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❝♦♥❢✉s✐♥❣✑✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s♠❛❧❧ ♠✐♥♦r✐t②
♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts s❡❡♠❡❞ t♦ ❞✐s❧✐❦❡ t❤❡ s✉r✈❡② ✏■ t❤✐♥❦ ✐t ✇❛s ❛ ✈❡r② st✉♣✐❞ s✉r✈❡②✑ ♦r ✐ts ♣✉r♣♦s❡
✏tr②✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✐❢② ✐♥t❛♥❣✐❜❧❡s ✐s ✐✛② ❛t ❜❡st✑✳

✶✼❚❤❡ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇r♦♥❛rs ✭✶✾✽✼✮✳
❙❡❧t❡♥ ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ❇❡❛tt② ❛♥❞ ❈r❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✶✶✮ s✉❣❣❡st t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❢❛✐❧ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❢❛✐❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ s✉❝❝❡ss✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❚❡st ✷ ✭tr❛♥s✐t✐✈✐t②
❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮ ❢❛✐❧s✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❚❡st
✸ ✭tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t②✮ ❢❛✐❧s✳

t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛ s❡t✳✶✽

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st✱ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ t❡st✐♥❣

✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r

❤❡❛❧t❤ ♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈❡❝t♦r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ✜①❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ■❢ ❛ r❡✲

s♣♦♥❞❡♥t ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡❢❡rs ❤❡r ❝✉rr❡♥t

❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛tt❡r ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ s❤❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡

t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❘❡s♣♦♥❞❡♥ts ❢❛✐❧ ♦✉r s❡❝♦♥❞ t❡st ✐❢ t❤❡② ♣r❡❢❡r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s

s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ℓi ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❇✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❈ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r ℓi✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❢♦r ✶✶✳✾✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r ❢❛✐❧ r❛t❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠

r❡s♣♦♥s❡s✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ t❡st ❝♦♥s✐❞❡rs ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦❣❡t❤❡r

✐♠♣❧② t❤❛t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t

✶✽❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✱ ✜✈❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♥✐♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡
✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st ❢❛✐❧ t❤❡ t❡st✳
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❚❛❜❧❡ ✷✿ ❋❛✐❧ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡sts ♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❜❛s❡❧✐♥❡ ❧❡ss ❝❤♦✐❝❡s ❧❡ss s❡ts
◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts ❆❇❉❈ r❛♥❞♦♠ ❆❇❉❈ r❛♥❞♦♠ ❆❇❉❈ r❛♥❞♦♠
❚❡st ✶ ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✮ ✶✼✳✺ ✺✺✳✶ ✶✼✳✺ ✺✺✳✶ ✶✼✳✺ ✺✺✳✶
❚❡st ✷ ✭tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮ ✶✶✳✾ ✹✷✳✶ ✽✳✼ ✸✹✳✷ ✵ ✵
❚❡st ✸ ✭tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t②✮ ✾✳✼ ✺✶✳✾ ✻✳✾ ✹✺✳✽ ✶✳✶ ✷✾✳✺
P❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts
❚❡st ✹ ✭❈❊❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ ✸✷✳✸ ✺✽✳✷ ✷✷✳✾ ✺✻✳✽ ✶✳✵ ✽✳✻
❚❡st ✺ ✭❧✐♥❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ ✾✺✳✹ ✻✹✳✷ ✾✷✳✼ ✻✻✳✼ ✽✽✳✵ ✺✹✳✼
❚❡st ✻ ✭❈♦❜❜ ❉♦✉❣❧❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ ✼✶✳✽ ✻✸✳✶ ✻✸✳✸ ✻✹✳✺ ✻✸✳✸ ✺✷✳✾
❚❡st ✼ ✭▲❡♦♥t✐❡❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ ✹✽✳✽ ✻✸✳✽ ✸✻✳✼ ✻✹✳✼ ✷✽✳✻ ✹✼✳✽
❚❡st ✽ ✭❑✐♥❦❡❞ ❧✐♥❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✮ ✼✵✳✵ ✺✾✳✾ ✻✶✳✾ ✺✾✳✶ ✵ ✵
N ✷✱✷✻✵ ✷✱✷✻✵ ✷✱✷✻✵ ✷✱✷✻✵ ✷✱✷✻✵ ✷✱✷✻✵

✷✶
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❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ t❡st

❝❤❡❝❦s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❛t✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡st ❢❛✐❧s

✐❢ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❆ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r ℓi ❛♥❞ ℓi ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❋✳

❚❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❛✐❧ r❛t❡ ♦❢ t❤✐s t❡st✳ ❆❜♦✉t ✾✳✼✪ ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❢❛✐❧ t❤❡ t❡st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ t❤♦✉❣❤t

❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ r❡s♣♦♥s❡s✳

❈♦❧✉♠♥s t❤r❡❡ t♦ s✐① ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❤❡❝❦s✳ ❇♦t❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❤❡❝❦s

❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❢❛✐❧ r❛t❡s ✇❤❡♥ ❧❡ss ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✳

❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ❧❛st ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

❢♦✉r s❡ts ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧❡ss ❝❤♦✐❝❡s ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥✲

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ❧❛r❣❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡sts ❤❛✈❡

❧❡ss ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇❡r ❢❛✐❧ r❛t❡s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ❞r♦♣ ✐♥ ❢❛✐❧ r❛t❡s

✐♥❢♦r♠s ✉s ❛❜♦✉t t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s❡ts✳ ❆s ❡✈❡r② ❝❤♦✐❝❡ t✐❣❤t❡♥s t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡

❝✉r✈❡s✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥

t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ✜rst ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜❢t❤

❝♦❧✉♠♥ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s

✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❡❛❧t❤ ♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡s❡ s❡ts

♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ❤❛s ♥♦ ♣♦✇❡r ❛t ❛❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ t❡st

❤❛s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♣♦✇❡r✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ♣❡r♠✐ts t♦ t❡st ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t

❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦r ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t

r❡♣r❡s❡♥ts ✐t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

✭❈❊❙✮ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥

U(ci, hi) = (w × cγi + (1− w)× hγ
i )

1/γ
, ✭✹✮

✇❤❡r❡ w ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ γ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r

❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ

❡q✉❛❧s (σ−1)/σ✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❆❧❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛r❡

❤♦♠♦t❤❡t✐❝✳ ❚❤❡ ❈❊❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜✉t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♦♥❡✳✶✾ ■❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❡q✉❛❧s

✶✾❱✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✜t ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝✐✜❝✲
❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❉❡❝❛♥❝q ❛♥❞ ▲✉❣♦ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ❇❧❛❝❦♦r❜② ❛♥❞ ❉♦♥❛❧❞s♦♥ ✭✶✾✽✷✮ ♣r♦✈✐❞❡
❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ▼❛❛s♦✉♠✐ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ ❈❊❙ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡①✳
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✶✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❛♥❞ ❤❡❛❧t❤✳ ■❢ γ → 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❢

γ → −∞✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ▲❡♦♥t✐❡❢ ♦r ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ t❡sts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✲

s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ t❡st ❡①❛♠✐♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✲

✐sts ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✜ts ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❤❡

♥♦♥✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t NC(ℓi, Pi)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ s❤❡ ♣❛ss❡s t❤❡ t❡st ✇❤❡♥ t❤❡

✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉✲

❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧✐❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s

♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r✐❞✲s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ t❡st✳

❚❤❡ ❢♦✉rt❤ r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ✸✷✳✸✪ ♦❢ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts

❢❛✐❧ t❤❡ t❡st✱ ✇❤✐❧❡ ✺✽✳✷✪ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ❞♦

t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❢❛✐❧ r❛t❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❊❙

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❥♦❜ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡❛s

✐t ✇♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ♠✉❝❤ ✇♦rs❡ ❢♦r t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②

❝❤❡❝❦ ✐♥ ❈♦❧✉♠♥ ✺ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❡st ❜❡❝♦♠❡s ✈✐rt✉❛❧❧② ♣♦✇❡r❧❡ss

✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❡ts ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

❆s t❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ r♦✇s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇✱ ✜①✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛t ❛

s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❢❛✐❧ r❛t❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✳

■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✭✾✺✳✹✪✮ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❆❇❉❈

♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ r❛✐s❡s

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦

♠♦❞❡❧ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ s✐♠✐❧❛r s❡tt✐♥❣s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❲❚P ❢♦r ❤❡❛❧t❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ❇❛t❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r ❛

s✉r✈❡②✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢❛✐❧ r❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛

s❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❈♦❜❜ ❉♦✉❣❧❛s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ▲❡♦♥t✐❡❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

s❤♦✇ ❧♦✇❡r ❢❛✐❧ r❛t❡s t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ♠❛♥②

r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛r❡ ❜❡tt❡r r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡

❝✉r✈❛t✉r❡✳

❚r✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ❢❛✐❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡

✇✐❞❡ ❜♦❞② ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢
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❑❛❤♥❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ✏❦✐♥❦❡❞✑ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❦ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r

t❤❛♥ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ✏❦✐♥❦❡❞✑ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s

t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✏✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲❛❝❝❡♣t✑ ❛ ✇♦rs❡♥✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛❧t❤ ♦✉t❝♦♠❡s ✐s

t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ t♦ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ✏✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss✲t♦✲♣❛②✑ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❤❡❛❧t❤✳

❲❡ s❡❡ ♦♥ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ r♦✇ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ t❤❛t t❤❡ ❢❛✐❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✏❦✐♥❦❡❞✑ ❧✐♥❡❛r

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡❛r

✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✼✵✳✵✪ ✈❡rs✉s ✾✺✳✹✪✮✳✷✵

✺✳✷ ■♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

✇❤❡t❤❡r t✇♦ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞

❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

♥❡st❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ts E ✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡st❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ts E ❡♥t❛✐❧s ❛ ✈❛❧✉❡

❥✉❞❣❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥✲

❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

Eλ = {ℓ = (c, h) ∈ L|h ≥ 100− λ} ❢♦r ❡❛❝❤ λ ∈ [0, 100] . ✭✺✮

❚❤❡s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ts ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♥❡st❡❞ ✇✐t❤ Eλ ⊂ Eλ′ ✇❤❡♥❡✈❡r λ < λ′✳ ❚❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ✐♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ts✳ ❲❤❡♥ λ = 100✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡ ♦❢

❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s L✱ ❛♥❞ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ◆❡st❡❞

❈♦♥t♦✉rs✳ ❲❤❡♥ λ = 0✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤

❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ E0✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥

r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r

s❡t ✐s ❡♠♣t② ❢♦r t❤♦s❡ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❚❤✐s

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ❙❝❤♦❦❦❛❡rt ✭✷✵✶✸✱ Pr♦♣♦s✲

✐t✐♦♥ ✸✮✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ E0✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢

✷✵■♥ ♦✉r t❡st✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ✏❦✐♥❦❡❞✑ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
❤❛✈❡ t❤❡✐r ❦✐♥❦ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ▲❡♦♥t✐❡❢
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❦✐♥❦ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❚❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❢❛✐❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡♦♥t✐❡❢
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷ t❤❛♥ t❤❡ ❢❛✐❧ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✏❦✐♥❦❡❞✑ ❧✐♥❡❛r
✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
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t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❢✉❧❧✲❤❡❛❧t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭s❡❡ ❋❧❡✉r❜❛❡②

❛♥❞ ❙❝❤♦❦❦❛❡rt ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❉❡❝❛♥❝q ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❛✱❜✮✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②

❧❛r❣❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ts ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ♦✛❡rs ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ t❡st r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉✐✈❛❧✲

❡♥t ✐♥❝♦♠❡s t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r E ❛r❡ ❛❧s♦

♣♦ss✐❜❧❡✳✷✶

❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ❢♦r ❡❛❝❤

r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡st❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡ts✱ ✇❡ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✇❡❧❧✲

❜❡✐♥❣ ♦❢ t✇♦ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡❛❝❤ λ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts

✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐✲

t❡r✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ r❡♣♦rts ❢♦r ❡❛❝❤ λ ✈❛❧✉❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥

t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ✭t❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮

❛♥❞✱ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡①

✭t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦s❡ ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡s ❢❛✐❧ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞r♦♣♣❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱

♠❛♥② ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✸✱✾✻✻✱✵✼✷ ❛♥❞

✸✱✸✷✶✱✺✵✻ ♣❛✐rs✮✳

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ✺✶✳✶✪ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t E0✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❢♦r

✇❤✐❝❤ ❤❡❛❧t❤ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t✱ s♦ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛✐rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ r❡❞✉❝❡s ❣r❛❞✉❛❧❧②✱ ✉♥t✐❧ ✐t ♣❧❛t❡❛✉s

❛r♦✉♥❞ ✷✵✪ ❢♦r λ ✈❛❧✉❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✺✵✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ✜❢t❤

♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡str✐❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡ts ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts

❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r

s❡t LC+✱ s♦ t❤❛t ♠♦r❡ ♣❛✐rs ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛

♣❛✐rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❛♥❞ ✹✪✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠

❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❛❜❧❡ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts

❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❧❡ss ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s

✷✶❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t✱
♣♦ss✐❜❧❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r L✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❛♥❦❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡s✲
t❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t λ

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡t ✭❝♦❧✉♠♥s ✸ ❛♥❞ ✹✮ ♦r ✇❤❡♥ ❧❡ss s❡ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✭❝♦❧✉♠♥s ✺ ❛♥❞ ✻✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r

❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡①✐t② ✇❤❡♥ ❢❡✇❡r s❡ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t❤✐r❞ ❛♥❞ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❜② ❛s❦✐♥❣ ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡t✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❛♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✪ ❛♥❞ ✺✪ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♣❛✐rs✳✷✷

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t s♦♠❡ s♦❝✐♦✲❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts

✇❤♦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡tt❡r✲♦✛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛ s❡t✳ ❚♦

❞♦ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✇❡ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦

❛r❡ ✇♦rs❡✲♦✛✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇♦rs❡ ♦✛✱ t❤❡

❜❡tt❡r ♦✛ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛t ❤❛♥❞ ✐s✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛♥② r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✭✻✵✳✷✪ t♦ ❜❡

✷✷❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❝t♦r ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t (ℓi, Pi) ≻ (ℓj , Pj) ✇❤❡♥ ℓi > ℓj ✱ r❛♥❦s ✺✹✳✽✪ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐♥
♦✉r ❞❛t❛ s❡t✳ ❘❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❢❛✐❧ t❤❡ t❡st ♦❢ ♠♦♥♦✲
t♦♥✐❝✐t② ♦r ❝♦♥✈❡①✐t② ❤❛s ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤✐s r❡s✉❧t ✭✐t ✐s ✺✹✳✽✪ ❛♥❞ ✺✹✳✻✪✱ r❡s♣❡❝t✲
✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ✉♥❛♥✐♠✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t (ℓi, Pi) ≻ (ℓj , Pj) ✇❤❡♥ ℓi ∈ UC(ℓj , Pj)
❛♥❞ ℓj ∈ LC(ℓi, Pi) r❛♥❦s ✻✺✳✸✪ ♦❢ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❢❛✐❧ t❤❡ t❡st ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②
❛♥❞ ✻✾✳✼✪ ♦❢ ❛❧❧ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❢❛✐❧ t❤❡ t❡st ♦❢ ❝♦♥✈❡①✐t②✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ◆❡st❡❞

❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✈❡r✲
❡✐❣♥t② t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♠♦✈✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥
✐♥tr❛✲♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✭s❡❡ ❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ❚r❛♥♥♦② ✭✷✵✵✸✮❀ ❇r✉♥ ❛♥❞ ❚✉♥❣♦❞❞❡♥ ✭✷✵✵✹✮❀
❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ▼❛♥✐q✉❡t ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮✳
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❚❛❜❧❡ ✸✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❛♥❦❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❜② s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
s❡t λ

λ ▼♦♥✳ ▼♦♥✳ ❛♥❞ ❈♦♥✈✳ ▼♦♥✳ ▼♦♥✳ ❛♥❞ ❈♦♥✈✳ ▼♦♥✳ ▼♦♥✳ ❛♥❞ ❈♦♥✈✳
✭❜❛s❡❧✐♥❡✮ ✭❜❛s❡❧✐♥❡✮ ✭❧❡ss ❝❤♦✐❝❡s✮ ✭❧❡ss ❝❤♦✐❝❡s✮ ✭❢❡✇❡r s❡ts✮ ✭❢❡✇❡r s❡ts✮
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✹✵ ✷✷✳✾ ✷✼✳✶ ✶✽✳✻ ✷✷✳✸ ✶✻✳✾ ✷✹✳✼
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✼✵ ✶✾✳✾ ✷✸✳✺ ✶✺✳✺ ✶✽✳✺ ✶✹✳✽ ✷✶✳✼
✽✵ ✶✾✳✻ ✷✸✳✵ ✶✺✳✶ ✶✽✳✵ ✶✹✳✸ ✷✶✳✷
✾✵ ✶✾✳✸ ✷✷✳✼ ✶✹✳✽ ✶✼✳✻ ✶✹✳✵ ✷✵✳✽
✶✵✵ ✶✾✳✷ ✷✷✳✺ ✶✹✳✻ ✶✼✳✹ ✶✸✳✾ ✷✵✳✼
N ✸✾✻✻✵✼✷ ✸✸✷✶✺✵✻ ✹✷✺✽✵✸✷ ✸✼✺✼✼✽✷ ✺✶✵✺✸✹✵ ✹✾✾✼✹✻✵
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♣r❡❝✐s❡✮ ❛r❡ ♥♦t ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r r❡s♣♦♥❞❡♥t✱ s♦♠❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❛r❡

❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳✷✸ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇♦rs❡ ♦✛✱ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ❜② ❡t❤♥✐❝ ❣r♦✉♣

✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥t ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞

♣❛♥❡❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❆s✐❛♥ ❆♠❡r✐❝❛♥s ❛♥❞✱ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ◆❛t✐✈❡ ❆♠❡r✐❝❛♥s

❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛✱ ✇❤❡r❡❛s ❇❧❛❝❦ ❆♠❡r✐❝❛♥s ❛♥❞ ▲❛t✐♥♦s✱ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✇♦rs❡

♦✛ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ❝❧❡❛r

❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

✇♦rs❡ ♦✛✳✷✹
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Latino Black White Native American Asian
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High school College Bachelor Master Doctorate

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✇♦rs❡ ♦✛ ❜② t❤❡
◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ❜② ❡t❤♥✐❝✐t② ✭❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞
❤✐❣❤❡st ❞❡❣r❡❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✭r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧✮

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ ♣♦✇❡r❢✉❧ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ✐s t♦ ♠❛❦❡ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✐♥✲

t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤

✐s ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s

✷✸❖♥❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ♥♦ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✱✹✸✽ ♦t❤❡r r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ❛❜♦✉t ✻✸✳✻✪ ♦❢
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❙❤❡ ✐s ❛ ✇❤✐t❡ ✇♦♠❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧❡❣❡ ❞❡❣r❡❡✱ ❛ ❤❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ♦❢ ✾✽✱ ❛♥❞ ❛
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✩✷✱✼✹✸✳

✷✹◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❛❜❧❡ ✽ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ✼ s❤♦✇s t❤❛t ❡t❤♥✐❝✐t② ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❛tt❛✐♥♠❡♥ts
❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ✐♥ ❛♥ ❖▲❙ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦rs❡✲♦✛ r❡s♣♦♥❞❡♥ts
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳
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s❤♦✉❧❞ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ■t st❛t❡s

t❤❛t ♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❧♦✇❡r

❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ t❤❡ ✇♦rs❡ ♦✛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛② ❜② Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡

❡♠♣t✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r s❡ts ♦♥ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t Eλ

♦♥❧②✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t ❢♦r ✇❤✐❝❤ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥✲

t♦✉rs ❤♦❧❞s✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧

✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡

❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡t ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛rt t❤❡s❡ ❝♦♥t♦✉rs s❡ts ✐♥

❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✇❛② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲❤❡❛❧t❤ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ♠✐❧❞ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

■♥ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✷✱✷✻✵ ❆♠❡r✐❝❛♥ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡

❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❧❛t✐✈❡❧② t✐❣❤t ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣✲

♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥t♦✉r s❡ts✱ ❞❡s♣✐t❡ ♦✉r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t

❛❧❧♦✇s r❡s♣♦♥❞❡♥ts t♦ r❡♣♦rt ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✈❡r②✮ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥t♦✉r s❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ ♦✉r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✐t② ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡

♠❛❥♦r✐t② ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❆❜♦✉t ♦♥❡

✜❢t❤ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✇✐t❤ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❛❧♦♥❡✱

✇❤✐❧❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Eλ✲❘❡str✐❝t❡❞ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❛♥❦

♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts✳ ❆s✐❛♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❡❞✉❝❛t❡❞

❆♠❡r✐❝❛♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r ♦✛ t❤❛♥ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r r❡s♣♦♥❞✲

❡♥ts✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❡❞✉❝❛t❡❞ ❇❧❛❝❦ ❆♠❡r✐❝❛♥s ♦r ▲❛t✐♥♦s✳ ■t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥

q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❡①t❡♥❞ t♦ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ♦r t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤

♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✳

■♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡♠❛✐♥ ❛❣♥♦st✐❝ ❛❜♦✉t

t❤❡ ❡①❛❝t s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❊✐t❤❡r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦

r❛♥❦ ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛② ♦♥❧② ♠❛♥❛❣❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t

❜♦t❤ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞❡s❡r✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t ❢r♦♠ ❛ ♥♦r♠❛t✐✈❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■t ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ tr② t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❜♦t❤ s♦✉r❝❡s
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♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ st✉❞✐❡s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❧♦♥❡✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s

r❡q✉✐r❡s ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧✱ str♦♥❣❡r

❛♥❞ ❛r❣✉❛❜❧② ❧❡ss ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❛♥❦✐♥❣✳ ❚❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❤♦✇ ◆❡st❡❞ ❈♦♥t♦✉rs ❝❛♥ ❜❡ str❡♥❣t❤❡♥❡❞✱

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠♦♥❡② ♠❡tr✐❝s ✉t✐❧✐t✐❡s✱ r❛② ✉t✐❧✐t✐❡s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s

❛s ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❡ ❋❧❡✉r❜❛❡② ❛♥❞ ▼❛♥✐q✉❡t ✭✷✵✶✶✱ ✷✵✶✼✮✮✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡❧✐❝✐t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♥♦♥✲♠❛r❦❡t ❣♦♦❞s ✐s st✐❧❧ ✐♥

✐ts ✐♥❢❛♥❝②✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✇❤♦ ❛♥s✇❡r str❛t❡❣✐❝❛❧❧②✱ ♦r ✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝②

✇✐t❤ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❝❤♦✐❝❡s ❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❲❡ t❤❛♥❦ ❖❧✐✈✐❡r ❇❛r❣❛✐♥✱ ❇❛rt ❈❛♣é❛✉✱ ▲❛✉r❡♥s ❈❤❡r❝❤②❡✱ ▼❛r✐♦♥ ❈♦❧❧❡✇❡t✱

❆♥❣✉s ❉❡❛t♦♥✱ ❇r✉♥♦ ❉❡ ❇♦r❣❡r✱ ❚❤♦♠❛s ❉❡♠✉②♥❝❦✱ ❇r❛♠ ❉❡ ❘♦❝❦✱ ▼❛r❝

❋❧❡✉r❜❛❡②✱ ❖r✐ ❍❡✛❡t③✱ ▼✐❧❡s ❑✐♠❜❛❧❧✱ ❋r❛♥ç♦✐s ▼❛♥✐q✉❡t✱ ❊r✇✐♥ ❖♦❣❤❡✱ ❊r✐❦

❙❝❤♦❦❦❛❡rt✱ ❉✐r❦ ❱❛♥ ❞❡ ❣❛❡r✱ ❋r❡❞❡r✐❝ ❱❡r♠❡✉❧❡♥✱ ❱❡r✐t② ❲❛ts♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐✲

❝✐♣❛♥ts ❛t s❡♠✐♥❛rs ✐♥ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ▲♦✉✈❛✐♥✲❧❛✲◆❡✉✈❡✱ ▲❙❊✱ ❆❜❡r❞❡❡♥✱ ❖①❢♦r❞✱

▲❡✉✈❡♥✱ ❆♥t✇❡r♣✱ ❯♠❡å✱ ❉✉❦❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❛♥❞ ❇r✉ss❡❧s ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s

❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✲ ❋❧❛♥❞❡rs ✐s

❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ♣❛rt❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤❡♥ ❑♦❡♥ ❉❡❝❛♥❝q

✇❛s ❛ ❱✐s✐t✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❝❤♦❧❛r ❛t t❤❡ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❍❡❛❧t❤ ❛♥❞ ❲❡❧❧❜❡✐♥❣ ♦❢ Pr✐♥✲

❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❛♥❞ ❤❡ t❤❛♥❦s t❤❡ ❈❡♥t❡r ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉♣♣♦rt✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ✶✳ ❙✉♠♠❛r② st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙✉♠♠❛r② ❙t❛t✐st✐❝s

❱❛r✐❛❜❧❡ N ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❉❡✈✳ ▼✐♥✳ ▼❛①✳
❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✷✱✷✻✵ ✽✽✸✳✹ ✻✸✸✳✸ ✶✵✶ ✷✾✾✺
❍❡❛❧t❤ ✐♥❞❡① ✷✱✷✻✵ ✻✹✳✶ ✷✼✳✽ ✵✳✻ ✾✻✳✽
▼❛❧❡ ✷✱✷✻✵ ✹✽✳✽ ✺✵✳✵ ✵ ✶
❲❤✐t❡ ✷✱✷✻✵ ✽✷✳✺ ✸✽✳✵ ✵ ✶
▲❛t✐♥♦ ✷✱✷✻✵ ✹✳✶ ✶✾✳✾ ✵ ✶
❇❧❛❝❦ ✷✱✷✻✵ ✼✳✼ ✷✻✳✻ ✵ ✶
◆❛t✐✈❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ✷✱✷✻✵ ✶✳✶ ✶✵✳✹ ✵ ✶
❆s✐❛♥ ✷✱✷✻✵ ✸✳✷ ✶✼✳✻ ✵ ✶
❆❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺ ❛♥❞ ✸✹ ✷✱✷✻✵ ✷✵✳✷ ✹✵✳✷ ✵ ✶
❆❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✺ ❛♥❞ ✹✹ ✷✱✷✻✵ ✶✼✳✸ ✸✼✳✽ ✵ ✶
❆❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✺ ❛♥❞ ✺✹ ✷✱✷✻✵ ✶✾✳✶ ✸✾✳✸ ✵ ✶
❆❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✺ ❛♥❞ ✻✹ ✷✱✷✻✵ ✷✹✳✾ ✹✸✳✷ ✵ ✶
❆❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✻✺ ❛♥❞ ✼✹ ✷✱✷✻✵ ✶✺✳✽ ✸✻✳✺ ✵ ✶
❆❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✼✺ ❛♥❞ ♦❧❞❡r ✷✱✷✻✵ ✷✳✼ ✶✻✳✸ ✵ ✶
❍✐❣❤ s❝❤♦♦❧ ✷✱✷✶✼ ✷✺✳✾ ✹✸✳✻ ✵ ✶
❈♦❧❧❡❣❡ ✷✱✷✶✼ ✷✸✳✻ ✹✷✳✺ ✵ ✶
❇❛❝❤❡❧♦r✬s ❞❡❣r❡❡ ✷✱✷✶✼ ✸✽✳✾ ✹✽✳✽ ✵ ✶
▼❛st❡r✬s ❞❡❣r❡❡ ✷✱✷✶✼ ✾✳✼ ✷✾✳✺ ✵ ✶
❉♦❝t♦r❛t❡✬s ❞❡❣r❡❡ ✷✱✷✶✼ ✶✳✾ ✶✸✳✻ ✵ ✶
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❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐t❡♠s

❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s N ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ▼✐♥✳ ▼❛①✳

❚r✐♣s ❛♥❞ ❤♦❧✐❞❛②s ✷✱✷✻✵ ✻✾✳✻ ✷✻✻✳✶ ✵ ✺✱✵✵✵
❈❤✐❧❞r❡♥ ✷✱✷✻✵ ✹✺✳✷ ✶✸✹✳✽ ✵ ✷✱✵✵✵
❚r❛♥s♣♦rt ✷✱✷✻✵ ✽✻✳✽ ✶✷✸✳✽ ✵ ✷✱✵✵✵
❋♦♦❞ ✐♥❞♦♦rs ✷✱✷✻✵ ✷✼✺✳✷ ✷✹✾✳✸ ✵ ✸✱✵✵✵
❍♦✉s❡❦❡❡♣✐♥❣ ✷✱✷✻✵ ✷✽✳✽ ✼✾✳✹ ✵ ✷✱✺✺✾
❖t❤❡r ✷✱✷✻✵ ✺✶✳✼ ✶✻✷✳✸ ✵ ✸✱✵✵✵

P❡rs♦♥❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s N ▼❡❛♥ ❙t❞✳ ❞❡✈✳ ▼✐♥✳ ▼❛①✳

❋♦♦❞ ♦✉t❞♦♦rs ✷✱✷✻✵ ✻✽✳✸ ✶✶✷✳✻ ✵ ✷✱✺✷✵
❈✐❣❛r❡tt❡s ✷✱✷✻✵ ✷✸✳✶ ✺✾✳✶ ✵ ✾✽✺
❈❧♦t❤✐♥❣ ✷✱✷✻✵ ✹✷✳✵ ✼✾✳✸ ✵ ✶✱✵✵✵
P❡rs♦♥❛❧ ❝❛r❡ ✷✱✷✻✵ ✹✵✳✾ ✼✼✳✸ ✵ ✶✱✵✵✵
▲❡✐s✉r❡ ✷✱✷✻✵ ✷✾✳✹ ✺✽✳✽ ✵ ✶✱✵✵✵
❙❝❤♦♦❧✐♥❣ ✷✱✷✻✵ ✻✳✼ ✹✹✳✻ ✵ ✶✱✵✵✵
❉♦♥❛t✐♦♥s ✷✱✷✻✵ ✷✺✳✷ ✼✹✳✹ ✵ ✶✱✷✵✵
❖t❤❡r ♣❡rs♦♥❛❧ ❡①♣❡♥s❡s ✷✱✷✻✵ ✷✺✳✹ ✼✹✳✽ ✵ ✶✱✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐t❡♠s

❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳ ❍❡❛❧t❤ ✐t❡♠s
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❙✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ■t❡♠s

P❤②s✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ✶✳ ❉♦❡s ②♦✉r ❤❡❛❧t❤ ❧✐♠✐t ②♦✉ ✐♥ ♠♦❞❡r❛t❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s❄
✷✳ ❉♦❡s ②♦✉r ❤❡❛❧t❤ ❧✐♠✐t ②♦✉ ✇❤❡♥ ❝❧✐♠❜✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✢✐❣❤ts ♦❢ st❛✐rs❄
✸✳ ❉✐❞ ②♦✉ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❧❡ss ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄
✹✳ ❍❛✈❡ ②♦✉ ❜❡❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄
✺✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ❞✐❞ ♣❛✐♥ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ②♦✉r ♥♦r♠❛❧ ✇♦r❦ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄

❊♠♦t✐♦♥❛❧ ❤❡❛❧t❤ ✻✳ ❉✐❞ ②♦✉ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❧❡ss ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❡♠♦t✐♦♥❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄
✼✳ ❉✐❞ ②♦✉ ❞♦ ②♦✉r ✇♦r❦ ❧❡ss ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❛♥ ✉s✉❛❧ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❡♠♦t✐♦♥❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄
✽✳ ❍❛✈❡ ②♦✉ ❢❡❧t ❝❛❧♠ ❛♥❞ ♣❡❛❝❡❢✉❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄
✾✳ ❉✐❞ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄
✶✵✳ ❍❛✈❡ ②♦✉ ❢❡❧t ❞♦✇♥✲❤❡❛rt❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ✇❡❡❦s❄

❚❛❜❧❡ ✻✿ ■t❡♠s ♦❢ t❤❡ ❙❋✲✶✷ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❤❡❛❧t❤ s✉❜ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
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❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳ ❚❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s

❋✐❣✉r❡ ✾ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ ❛ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t ❛ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✇✐t❤

❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✩✹✼✵ ❛♥❞ ❛ ❤❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✽✷ ✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ ❛ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡

❚♦ ❤❡❧♣ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ✶✻ ✈✐❣♥❡tt❡s✳ ❊❛❝❤ ✈✐❣♥❡tt❡ ❞❡s❝r✐❜❡s

❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡t ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ ✶✵ ✐t❡♠s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢

t❤❡ ✈✐❣♥❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❤❡❛❧t❤ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✽✽ ❛♥❞ ✾✹✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❣♥❡tt❡
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❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳ ❚❡st ✶ ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✮

❚❤❡ ✜❢t❤ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ♠❛❦❡ ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st✳

❚❤✐s t❡st ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡✳

❚❤r❡❡ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳

❋✐rst✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♣r❡❢❡rr❡❞ ❤❡r ♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s

❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ✐t ✐s

✈❡❝t♦r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡✳ ❆ r❡s♣♦♥❞❡♥t

✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡♥ ❛❧s♦ ♣r❡❢❡rs ❤❡r ♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♣r❡❢❡rr❡❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst

❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦

t❤❛t ✐t ✈❡❝t♦r ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡✳ ❆ r❡s♣♦♥❞❡♥t

✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡♥ ❛❧s♦ ♣r❡❢❡rs t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st✳

❚❤✐r❞✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ❞✐❞♥✬t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r s❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❤❡r ♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✲

✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ✐t ✈❡❝t♦r ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡

❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤♦✐❝❡✳ ❆ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦✲

t♦♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❢❡r ❤❡r ♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st✳

■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r ✏■ ❞♦♥✬t

❦♥♦✇✑ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳

❚❛❜❧❡ ✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛ s❡t✳ ■♥ t❤❡ r♦✇s

♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ✇❡ t❛❜✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ✜rst ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❡ s❡❡

t❤❛t ✻✶✽ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡

❝♦❧✉♠♥s✱ ✇❡ t❛❜✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡rs ✐♥ ❛ ❜♦❧❞

❢❛❝❡ ♣❛ss t❤❡ t❡st✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❞♦ ♥♦t✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✶✼✳✺✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ❞♦❡s

♥♦t ♣❛ss t❤❡ t❡st✳

♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✳ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑
♦✇♥ ❧✐❢❡ s✐t✳ ✺✶✸ ✶✶✸ ✺✺ ✻✶✽
❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✽✻ ✾✷✼ ✻✾ ✶✱✵✽✷
✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✑ ✼✷ ✶✸✻ ✷✽✾ ✹✾✼

✻✼✶ ✶✱✶✼✻ ✹✶✸ ✷✱✷✻✵

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡st ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
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❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳ ❚❡st ♦❢ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❚♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❛ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✮✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡

t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② ❛ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❆❇❉❈ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦

✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧

♣r❡❢❡rr❡❞ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❧✐❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t♦

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ s❡t ❧✐❡ ❜❡❧♦✇✳ ■♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❢

❛ ❈❊❙ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

cγ = α− β × hγ ✭✻✮

❢♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α, β✱ ❛♥❞ γ✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r✐❞✲s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❡st✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ♦❢ γ ❛♥❞ c2 ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤

γ✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s (c1, h1) ❛♥❞

(c2, h2) ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥

(c1, h1) ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥ (c2, h2)

✐s ❝❤♦s❡♥ ♦♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❣r✐❞ s✉❝❤ t❤❛t h2 ❡q✉❛❧s ❢✉❧❧ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ c2 ✐s ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❆❇❉❈

♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✳✷✺

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r

❛ ❣✐✈❡♥ γ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s (c1, h1) ❛♥❞ (c2, h2)







cγ1 = α− β × hγ
1

cγ2 = α− β × hγ
2 .

✭✼✮

❚❤✐s ②✐❡❧❞s✿

α =
hγ
1c

γ
2 − cγ1h

γ
2

hγ
1 − hγ

2

❛♥❞ β = −
cγ1 − cγ2
hγ
1 − hγ

2

. ✭✽✮

❖♥❝❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐t ✐s t❡st❡❞ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s

❧✐❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐❢❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ s❡t ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ■❢ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♣r♦❝❡❡❞s t♦ t❤❡ ♥❡①t ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■❢ t❤❛t ✐s

♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛ss❡s t❤❡ t❡st ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳

✷✺❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❣r✐❞ ♦❢ ✶✻✵ γ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✲✶✺
❛♥❞ ✶ ❛♥❞ ✷✶ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r c2 ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ✼✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡✲

s♣♦♥❞❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ✇♦rs❡✲♦✛

▼♦❞❡❧ ✶ ▼♦❞❡❧ ✷
❈♦♥st❛♥t ✲✵✳✵✹✽∗∗∗ ✭✵✳✵✶✸✮ ✲✵✳✵✻✵∗∗ ✭✵✳✵✷✹✮
❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✴✶✵✵✵ ✵✳✵✻✻∗∗∗ ✭✵✳✵✵✽✮ ✵✳✵✻✷∗∗∗ ✭✵✳✵✵✽✮
❍❡❛❧t❤ ✐♥❞❡①✴✶✵ ✵✳✵✷✾∗∗∗ ✭✵✳✵✵✷✮ ✵✳✵✷✽∗∗∗ ✭✵✳✵✵✷✮
❈♦❧❧❡❣❡ ✲✵✳✵✷✸ ✭✵✳✵✶✹✮
❇❛❝❤❡❧♦r✬s ❞❡❣r❡❡ ✵✳✵✵✻ ✭✵✳✵✶✸✮
▼❛st❡r✬s ❞❡❣r❡❡ ✵✳✵✸✺∗ ✭✵✳✵✶✾✮
❉♦❝t♦r❛t❡✬s ❞❡❣r❡❡ ✵✳✵✻✻∗ ✭✵✳✵✸✼✮
▲❛t✐♥♦ ✲✵✳✵✷✶ ✭✵✳✵✷✺✮
❇❧❛❝❦ ✲✵✳✵✷✺ ✭✵✳✵✶✽✮
◆❛t✐✈❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ✵✳✵✹✵ ✭✵✳✵✹✻✮
❆s✐❛♥ ✵✳✵✶✾ ✭✵✳✵✷✽✮
❆❣❡ ✵✳✵✵✵ ✭✵✳✵✵✵✮
❋❡♠❛❧❡ ✲✵✳✵✶✶ ✭✵✳✵✶✵✮
N ✷✱✷✻✵ ✷✱✶✽✺
R2 ✵✳✶✹✾ ✵✳✶✺✾
❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s
∗ p < 0.10✱ ∗∗ p < 0.05✱ ∗∗∗ p < 0.01

❚❛❜❧❡ ✽✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥❞❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ✇♦rs❡✲♦✛

AIPRIL Working paper No. 21/01 | 38



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆♥❞❡rs❡♥✱ ❙✳✱ ●✳ ❲✳ ❍❛rr✐s♦♥✱ ▼✳ ■✳ ▲❛✉✱ ❛♥❞ ❊✳ ❊✳ ❘✉tströ♠ ✭✷✵✵✻✮✿

✏❊❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r✐❝❡ ❧✐st ❢♦r♠❛ts✱✑ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✱

✸✽✸✕✹✵✺✳

❆♥❞r❡♦♥✐✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ▼✐❧❧❡r ✭✷✵✵✷✮✿ ✏●✐✈✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●❆❘P✿ ❆♥ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ t❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛❧tr✉✐s♠✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✵✱

✼✸✼✕✼✺✸✳

❆rr♦✇✱ ❑✳ ✭✶✾✺✵✮✿ ✏❆ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✺✽✱ ✸✷✽✕✸✹✻✳

✖✖✖ ✭✶✾✼✸✮✿ ✏❙♦♠❡ ♦r❞✐♥❛❧✐st✲✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ♥♦t❡s ♦♥ ❘❛✇❧s✬ t❤❡♦r② ♦❢ ❥✉st✐❝❡✱✑

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ✼✵✱ ✷✹✺✕✷✻✸✳

❇❛t❡♠❛♥✱ ■✳ ❏✳✱ ❘✳ ❈❛rs♦♥✱ ❇✳ ❉❛②✱ ▼✳ ❍❛♥❡♠❛♥♥✱ ◆✳ ❍❛♥❧❡②✱ ❚✳ ❍❡tt✱

❛♥❞ ▼✳ ❏♦♥❡s✲▲❡❡ ✭✷✵✵✷✮✿ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❱❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙t❛t❡❞ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❚❡❝❤✲

♥✐q✉❡s✿ ❆ ▼❛♥✉❛❧✳✱ ❈❤❡❧t❡♥❤❛♠ ❛♥❞ ◆♦rt❤❛♠♣t♦♥✿ ❊❞✇❛r❞ ❊❧❣❛r✳

❇❡❛tt②✱ ❚✳ ❑✳ ❛♥❞ ■✳ ❆✳ ❈r❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✶✶✮✿ ✏❍♦✇ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐s t❤❡ r❡✲

✈❡❛❧❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡♠❛♥❞❄✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✶✵✶✱ ✷✼✽✷✕✷✼✾✺✳

❇❡r♥❤❡✐♠✱ ❇✳ ❉✳ ❛♥❞ ❆✳ ❘❛♥❣❡❧ ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❇❡②♦♥❞ ❘❡✈❡❛❧❡❞ Pr❡❢❡r❡♥❝❡✿

❈❤♦✐❝❡✲❚❤❡♦r❡t✐❝ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❲❡❧❢❛r❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱✑ ❚❤❡ ◗✉❛r✲

t❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✷✹✱ ✺✶✕✶✵✹✳

❇❧❛❝❦♦r❜②✱ ❈✳ ❛♥❞ ❉✳ ❉♦♥❛❧❞s♦♥ ✭✶✾✽✷✮✿ ✏❘❛t✐♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✲

s❝❛❧❡ ❢✉❧❧ ✐♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ❞♦♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♦♥s✿ ❆❞♠✐ss✐❜❧❡

s♦❝✐❛❧✲❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱✑ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✸✱ ✷✹✾✕✻✽✳

❇♦s♠❛♥s✱ ❑✳✱ ❑✳ ❉❡❝❛♥❝q✱ ❛♥❞ ❊✳ ❖♦❣❤❡ ✭✷✵✶✽✮✿ ✏❲❤♦ ✐s ❛✛r❛✐❞ ♦❢ ❛❣✲

❣r❡❣❛t✐♥❣ ♠♦♥❡② ♠❡tr✐❝s❄✑ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✸✱ ✹✻✼✕✹✽✹✳

❇r♦♥❛rs✱ ❙✳ ●✳ ✭✶✾✽✼✮✿ ✏❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❡sts ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛①✲

✐♠✐③❛t✐♦♥✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t②✱ ✻✾✸✕✻✾✽✳

❇r✉♥✱ ❇✳ ❈✳ ❛♥❞ ❇✳ ❚✉♥❣♦❞❞❡♥ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏◆♦♥✲✇❡❧❢❛r✐st✐❝ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❥✉st✐❝❡✿

■s ✧t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✧ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐♠♣❛ss❡❄✑ ❙♦❝✐❛❧

❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✱ ✷✷✱ ✹✾✕✻✵✱ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✵✵✸✺✺✲✵✵✸✲✵✷✼✻✲✵✳
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❇✉t❧❡r✱ ❉✳ ❛♥❞ ●✳ ▲♦♦♠❡s ✭✶✾✽✽✮✿ ✏❉❡❝✐s✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t② ❛♥❞ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s✱✑ ❆❝t❛ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛✱ ✻✽✱ ✶✽✸✕✶✾✻✳

✖✖✖ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏■♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛s ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡✈❡rs❛❧ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦♥✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✼✱ ✷✼✼✕✷✾✼✳

❈❤❡r❝❤②❡✱ ▲✳✱ ❇✳ ❉❡ ❘♦❝❦✱ ❛♥❞ ❋✳ ❱❡r♠❡✉❧❡♥ ✭✷✵✶✷✮✿ ✏▼❛rr✐❡❞ ✇✐t❤

❝❤✐❧❞r❡♥✿ ❆ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ t✐♠❡ ✉s❡ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲

❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱✑ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✷✱

✸✸✼✼✕✸✹✵✺✳

❈❤♦✐✱ ❙✳✱ ❘✳ ❋✐s♠❛♥✱ ❉✳ ▼✳ ●❛❧❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ❑❛r✐✈ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❘❡✈❡❛❧✐♥❣ ♣r❡❢✲

❡r❡♥❝❡s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②✿ ❛♥ ♦❧❞ ♠❡t❤♦❞ ❣❡ts ❛ ♥❡✇ t♦♦❧ ❦✐t✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❘❡✈✐❡✇✱ ✾✼✱ ✶✺✸✕✶✺✽✳

❉❡❛t♦♥✱ ❆✳ ✭✶✾✼✾✮✿ ✏❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥s✉♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✐♥❞❡① ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥✱✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❙t✉❞✐❡s✱ ✹✻✱ ✸✾✶✕✹✵✺✳

❉❡❝❛♥❝q✱ ❑✳✱ ▼✳ ❋❧❡✉r❜❛❡②✱ ❛♥❞ ❊✳ ❙❝❤♦❦❦❛❡rt ✭✷✵✶✺❛✮✿ ✏❍❛♣♣✐♥❡ss✱

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❝♦♠❡s✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱✑ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ✽✷✱

✶✵✽✷✕✶✶✵✻✳

✖✖✖ ✭✷✵✶✺❜✮✿ ✏■♥❡q✉❛❧✐t②✱ ■♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ❲❡❧❧✲❇❡✐♥❣✱✑ ✐♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥❝♦♠❡

❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡❞✳ ❜② ❆✳ ❇✳ ❆t❦✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❋✳ ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✷ ♦❢

❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✻✼ ✕ ✶✹✵✳

❉❡❝❛♥❝q✱ ❑✳ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ▲✉❣♦ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❲❡✐❣❤ts ✐♥ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ■♥❞✐❝❡s

♦❢ ❲❡❧❧✲❇❡✐♥❣✿ ❆♥ ❖✈❡r✈✐❡✇✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❘❡✈✐❡✇s✱ ✸✷✱ ✼✕✸✹✳

❉♦❧❛♥✱ P✳ ❛♥❞ ❉✳ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮✿ ✏■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡✐r

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛❧t❤✱✑ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✽✱ ✷✶✺✕

✷✸✹✳

❋❧❡✉r❜❛❡②✱ ▼✳ ❛♥❞ ❉✳ ❇❧❛♥❝❤❡t ✭✷✵✶✸✮✿ ❇❡②♦♥❞ ●❉P✿ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❲❡❧❢❛r❡

❛♥❞ ❆ss❡ss✐♥❣ ❙✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t②✱ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❋❧❡✉r❜❛❡②✱ ▼✳ ❛♥❞ ❋✳ ▼❛♥✐q✉❡t ✭✷✵✶✶✮✿ ❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋❛✐r♥❡ss ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧

❲❡❧❢❛r❡✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

✖✖✖ ✭✷✵✶✼✮✿ ✏❋❛✐r♥❡ss ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱✑ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❛❧

❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✾✵✱ ✶✶✾✕✶✷✻✳
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❋❧❡✉r❜❛❡②✱ ▼✳ ❛♥❞ ❊✳ ❙❝❤♦❦❦❛❡rt ✭✷✵✵✾✮✿ ✏❯♥❢❛✐r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❤❡❛❧t❤

❛♥❞ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡❛❧t❤ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✽✱ ✼✸✕✾✵✳

✖✖✖ ✭✷✵✶✸✮✿ ✏❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❲❡❧❢❛r❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❘❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✱ ✶✽✵✕✷✵✺✳

❋❧❡✉r❜❛❡②✱ ▼✳ ❛♥❞ ❑✳ ❚❛❞❡♥✉♠❛ ✭✷✵✶✹✮✿ ✏❯♥✐✈❡rs❛❧ s♦❝✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣s✿ ❆♥

✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r✲s♦❝✐❡t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲

♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✽✶✱ ✶✵✼✶✕✶✶✵✶✳

❋❧❡✉r❜❛❡②✱ ▼✳ ❛♥❞ ❆✳ ❚r❛♥♥♦② ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ P❛r❡t✐❛♥

❡❣❛❧✐t❛r✐❛♥✱✑ ❙♦❝✐❛❧ ❈❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡✱ ✷✶✱ ✷✹✸✕✷✻✸✳

❍❛♠♠♦♥❞✱ P✳ ❏✳ ✭✶✾✾✶✮✿ ✏■♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ✉t✐❧✐t②✿ ❲❤② ❛♥❞ ❤♦✇

t❤❡② ❛r❡ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✱✑ ✐♥ ■♥t❡r♣❡rs♦♥❛❧ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❲❡❧❧✲❇❡✐♥❣✱

❡❞✳ ❜② ❏✳ ❊✳ ❘✳ ❏♦♥ ❊❧st❡r✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✵✕✷✺✹✳

❍❛♥ss♦♥✱ ❇✳ ✭✶✾✼✸✮✿ ✏❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s♦❝✐❛❧

❝❤♦✐❝❡✱✑ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥✱ ✹✱ ✷✺✕✹✾✳

❍❛r❞✐st②✱ ❉✳ ❏✳✱ ❑✳ ❋✳ ❚❤♦♠♣s♦♥✱ ❉✳ ❍✳ ❑r❛♥t③✱ ❛♥❞ ❊✳ ❯✳ ❲❡❜❡r

✭✷✵✶✸✮✿ ✏❍♦✇ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t✐♠❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✱✑ ❏✉❞❣♠❡♥t ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣✱ ✽✱ ✷✸✻✳

❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ❉✳✱ ❏✳ ▲✳ ❑♥❡ts❝❤✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍✳ ❚❤❛❧❡r ✭✶✾✾✵✮✿ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

t❡sts ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❈♦❛s❡ t❤❡♦r❡♠✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠②✱ ✾✽✱ ✶✸✷✺✕✶✸✹✽✳

❑❡rs❝❤❜❛♠❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✶✺✮✿ ✏❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞

❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❚❤❡ ❊q✉❛❧✐t② ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❚❡st✱✑

❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✻✱ ✽✺✕✶✵✸✳

❑✐♥❣✱ ▼✳ ❆✳ ✭✶✾✽✸✮✿ ✏❲❡❧❢❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❛① r❡❢♦r♠s ✉s✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❛t❛✱✑

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✶✱ ✶✽✸ ✕ ✷✶✹✳

▲♦♦♠❡s✱ ●✳✱ ❈✳ ❙t❛r♠❡r✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙✉❣❞❡♥ ✭✶✾✾✶✮✿ ✏❖❜s❡r✈✐♥❣ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢

tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✹✷✺✕✹✸✾✳

▼❛❛s♦✉♠✐✱ ❊✳ ✭✶✾✽✻✮✿ ✏❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✺✹✱ ✾✾✶✕✾✾✼✳

▼❛❝❈r✐♠♠♦♥✱ ❑✳ ❘✳ ❛♥❞ ▼✳ ❚♦❞❛ ✭✶✾✻✾✮✿ ✏❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✱✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✸✻✱ ✹✸✸✕✹✺✶✳
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▼❛②✱ ❑✳ ❖✳ ✭✶✾✺✹✮✿ ✏■♥tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ ✉t✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

♣❛tt❡r♥s✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✶✕✶✸✳

▼❝❑❡♥③✐❡✱ ▲✳ ✭✶✾✺✼✮✿ ✏❉❡♠❛♥❞ t❤❡♦r② ✇✐t❤♦✉t ❛ ✉t✐❧✐t② ✐♥❞❡①✱✑ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✹✱ ✶✽✺✕✶✽✾✳

▼♦s❝❛t✐✱ ■✳ ✭✷✵✵✼✮✿ ✏❊❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❡♠❛♥❞ t❤❡♦r②✿ ✶✾✸✵✲

✶✾✼✵✱✑ ❍✐st♦r② ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✸✾✱ ✸✺✾✕✹✵✷✳

P❛③♥❡r✱ ❊✳ ❆✳ ✭✶✾✼✾✮✿ ✏❊q✉✐t②✱ ♥♦♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡✿ ❆
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