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Inleiding

Bij deze zelfstudiecursus horen de volgende extra’s:

1. Het handboek wiskunde: G. Deen en P. Levrie, Analyse voor het hoger onderwijs, uitgeverij De
Boeck, 2011. Dit boek kan je vinden bij de boekhandel.

2. De oplossingen van de oefeningen uit het handboek: P. Levrie, Oplossingen bij het boek Analyse
voor het hoger onderwijs. Te verkrijgen in een elektronische versie (pdf): zend een e-mail naar
Paul Levrie.

3. Het wiskunde-formularium (zit achteraan in deze cursus).

De bedoeling is dat je deze cursus zelf op je eigen tempo doorneemt. Maak telkens de oefeningen
waarvan je de opgaven vindt op de pagina voér het hoofdstuk. Op p. 65 wordt verwezen naar
bladzijden in het handboek die belangrijk zijn.

Een deel van wat in deze syllabus staat zou herhaling moeten zijn.

Als je problemen hebt met de theorie of de oefeningen, kan je per e-mail je vragen stellen:

rudi.penne
paul.levrie
annelies.fabri

telkens gevolgd door Quantwerpen.be

Je kan deze tekst tijdens het jaar verder gebruiken als naslagwerk.
In de lessen wiskunde van je schakeljaar komen we op de inhoud van deze cursus terug.

Maak je niet ongerust als de verwerking niet altijd even vlot verloopt. We zullen ons best doen om je
problemen op te lossen.

Paul Levrie en Rudi Penne

19 augustus 2017
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1 ELEMENTAIRE ALGEBRA

1.1 Wiskundige notaties
1.1.1 De getallenverzamelingen

In wiskunde werken we met verschillende soorten getallen. Om eenvoudig weer te geven met wat voor
getal we te maken hebben, gebruiken we volgende notaties:

e N =1{0,1,2,3,4,...} is de verzameling van alle natuurlijke getallen. Willen we alle natuurlijke
getallen zonder 0 noteren, dan gebruiken we INg. Dus Ny = {1,2,3,4,...}.
o Z={...,—2,-1,0,1,2,...} is de verzameling van de gehele getallen.

e Q=1{34, 1—75, =2,...} is de verzameling van de rationale getallen (de breuken).

e R ={-12345...,v/2,7,...} bevat alle re¢le getallen. Met IR bedoelen we enkel de positieve
reéle getallen. Analoog gebruiken we IR, voor de strikt negatieve reéle getallen.

e C is de verzameling van de compleze getallen (zie hoofdstuk ?7).

1.1.2 Verzamelingen: algemeen
Bij het noteren van een verzameling kan je volgende symbolen gebruiken:

e We gebruiken accolades om een verzameling op te schrijven. De elementen van de verzameling
schrijven we tussen die accolade’s en scheiden we met een komma. Bijvoorbeeld N = {1,2,...}.

e Om de verzameling te noteren van alle elementen die aan een bepaalde voorwaarde voldoen,
gebruiken we een verticale streep. Zo kan je bijvoorbeeld de verzameling van alle even natuurlijke
getallen noteren door

{r € N | z is even }.

De verticale lijn wordt gelezen als ‘waarvoor geldt dat’.

e Om kort op te schrijven dat een bepaalde waarde tot een gegeven verzameling behoort, gebruiken
we het symbool €. We lezen dit als ‘in’ of ‘is een element van’. Willen we aanduiden dat een
gegeven waarde geen element is van een bepaalde verzameling, dan gebruiken we ¢. Bijvoorbeeld

7eN maar 1,6 € IN.

e De lege verzameling is een verzameling zonder elementen en noteren we door @.

1.1.3 Intervallen

Een interval is de verzameling van alle reéle getallen die tussen twee waarden liggen. We gebruiken
vierkante haken om het op te schrijven. Bijvoorbeeld [1,3] is het interval van 1 tot 3. Het bevat alle
reéle getallen die tussen 1 en 3 liggen, en de randpunten 1 en 3 zelf ook. Dus

[1,3]={z€R|x>1enz <3}

Omdat de randpunten in het interval zitten, noemen we het een gesloten interval. We kunnen dit
interval ook grafisch weergeven op een getallenas. We gebruiken dan volle bolletjes in de randpunten
om aan te duiden dat deze tot het interval behoren:
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L °
1 3 R

Afhankelijk van het feit of de randpunten al dan niet tot het interval behoren, passen we onze notatie
een beetje aan:

o ]1,3[ (of (1,3)) is het open interval van 1 tot 3. Het bevat alle reéle getallen strikt tussen 1 en
3. Met strikt tussen bedoelen we dat de randpunten 1 en 3 er zelf niet inzitten. Dus

11,3[={z€R|x>1enx <3}

Op de getallenas gebruiken we een open bolletje in de randpunten om aan te duiden dat deze
niet tot het interval behoren:

1

3 R

e |1, 3] (of (1,3]) noemen we een halfopen interval. Het bevat alle reéle getallen strikt tussen 1 en
3, en ook het getal 3 zelf. Het getal 1 zit er niet in. Dus

11,3 ={z€R |z >1enxz <3}

Dit interval stellen we als volgt voor op de reéle rechte:

® O
1 3 R

Analoog kunnen we ook het halfopen interval [1, 3[ bekijken, dat 1 bevat maar 3 niet.

Bovenstaande intervallen, waar de randpunten reéle getallen zijn, noemen we begrensd. Er bestaan
ook onbegrensde intervallen, waar minstens één van beide randpunten +oo of —oo is.

Bijvoorbeeld:
o |—00,3] = {z € R | x < 3} is een interval dat alle reéle getallen kleiner dan of gelijk aan 3 bevat,
o |—00,3[ = {xr € R | z < 3} bevat alle reéle getallen strikt kleiner dan 3,
o [3,4+00[ ={x € R | z > 3} bevat alle reéle getallen groter dan of gelijk aan 3,
e 3, +00[ = {z € R | 2 > 3} bevat de reéle getallen die strikt groter zijn dan 3, en
e |—00, +00o[ = IR bevat alle reéle getallen.

We gebruiken dus steeds een open vierkante haak wanneer het eindpunt +oo is. In plaats daarvan
kunnen we ook een rond haakje gebruiken. Bijvoorbeeld [3, +oo[ = [3, +00).

Merk op dat een interval steeds oneindig veel getallen bevat. Bijvoorbeeld [0, 1] bevat niet enkel 0 en
1, maar ook alle reéle getallen ertussen zoals 0,1; 0,001; 0,0001;... enzovoort.
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1.1.4 Bewerkingen op verzamelingen

e De unie van twee verzamelingen is de verzameling van alle elementen die tot een van beide
verzamelingen behoren. We gebruiken hiervoor het symbool U, dat je kan lezen als ‘of’. Bij-
voorbeeld

[1,2] U [4, 5] = {alle getallen die behoren tot [1,2] of tot [4, 5]}.

Bijvoorbeeld 1,6 € [1,2] U [4,5] want 1,6 € [1,2], maar 3 ¢ [1,2] U [4,5] want het getal 3 behoort
niet tot [1, 2] en niet tot [4, 5]. De elementen van deze verzameling zijn ook aangeduid op volgende
getallenas:

2 4 ) R

e De doorsnede van twee verzamelingen is de verzameling die bestaat uit alle elementen die
tot beide verzamelingen behoren. Hiervoor gebruiken we het symbool N, dat we lezen als ‘en’.
Bijvoorbeeld

[4,8] N IN = {alle getallen die behoren tot [4, 8] en tot IN}.

Deze verzameling bevat dus alle natuurlijke getallen tussen 4 en 8 (maar 8 zelf niet) en kan je
ook noteren als {4,5,6,7}.

e Het verschil van twee verzamelingen is de verzameling die bestaat uit alle elementen van de ene
verzameling, zonder de elementen van de andere. We gebruiken hiervoor het symbool \ dat we
lezen als ‘zonder’. Bijvoorbeeld

R\ Q = {alle reéle getallen die niet in Q zitten},

dus deze verzameling bevat alle reéle getallen die je niet als breuk kan schrijven. Bijvoorbeeld

7€ R\ Q maar 0,5 ¢ R\ Q.

1.1.5 Kwantoren

Willen we opschrijven dat de formule (a 4 b)? = a? + 2ab + b? geldt voor elke twee reéle getallen a en
b, dan kunnen we dit kort noteren als

Va,b € R: (a +b)? = a® + 2ab + b*.

Het symbool V betekent ‘voor alle’ en noemen we de universele kwantor. Het dubbelpunt kan je lezen
als ‘geldt dat’.

Voor even natuurlijke getallen geldt volgende uitspraak: Als n € IN even is, bestaat er een natuurlijk
getal m zo dat n = 2m. Deze uitspraak kunnen we korter noteren als we de existentiéle kwantor 3
gebruiken, die we lezen als ‘er bestaat’:

Vn € IN: als n even is, dan dm € IN zodat n = 2m.

We kunnen deze kwantoren ook combineren. Bijvoorbeeld de uitdrukking

VeeR, JyeR: y>=a

Brugcursus wiskunde FTI 4
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betekent ‘voor elk reéel getal x kunnen we een reéel getal y vinden dat groter is’.

Merk op dat de volgorde van de symbolen V en 3 belangrijk is. Als we deze twee omdraaien, kan de
uitdrukking een heel andere betekenis krijgen! De uitdrukking

JyeR,VzeR: y>=x

wil immers zeggen dat er een bepaald reéel getal y bestaat dat groter is dan eender welk reéel getal
x. Deze uitspraak is duidelijk niet waar, in tegenstelling tot de vorige.

1.1.6 Implicaties en equivalenties
De meeste stellingen in wiskunde zijn geformuleerd in de vorm
“Als ..., dan geldt er dat ...”.

Zulke uitspraak noemen we een implicatie en kan korter genoteerd worden door het symbool = te
gebruiken. Een uitdrukking van de vorm A = B lezen we als ‘Als A dan B’ of ‘B volgt uit A’.

De stelling
Vn € IN: als n even is, dan Im € IN zodat n = 2m.

die we in vorige paragraaf reeds genoteerd hadden met kwantoren, kunnen we nu herformuleren als

VneIN: niseven = Im € NN zodat n = 2m.

Opmerking: Fen implicatie mag je niet zomaar omkeren! Het is niet omdat de uitspraak A = B waar
is, dat de omgekeerde uitspraak B = A ook waar moet zijn. Het is bijvoorbeeld duidelijk dat

r=3 = 22=9
correct is, maar de omgekeerde uitspraak is dat niet:
?=9 %A =3

Het zou immers ook kunnen dat z = —3 als je enkel weet dat 22 = 9.

Wanneer beide implicaties tussen twee uitspraken wel gelden, spreken we van een equivalentie. We
gebruiken dan het symbool < om aan te geven dat de pijlen in beide richtingen gelden. Bijvoorbeeld

22=9 & =3 of z=-3,
want er geldt zowel dat
?=9 => z=3of z=-3 alsdat 2°=9 <« =3 of z=-3.

We noemen de uitspraken 22 = 9 en z = 3 of x = —3 daarom equivalent. Een equivalentie is dus de
combinatie van twee implicaties.

1.2 Belangrijke rekenregels in R

In de rekenregels hieronder zijn z,y, z € R.

Brugcursus wiskunde FTI 5
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Rekenregels i.v.m. optellen en vermenigvuldigen van reéle getallen
Associativiteit: r+(y+z2) = (x+y) +2
z-(y-z) = (z-y)-=2
Commutativiteit: T+y = y+z
x-y = y-x
Distributiviteit van - t.o.v. +: z-(y+2) = z-y+ax-z.

Voor ongelijkheden geldt het volgende:

Eigenschappen van ongelijkheden

De optelling behoudt de orde: x<y < zxz+z2<y+z

Vermenigvuldigen met een strikt positief getal behoudt de orde:
r<y en 2>0 & z-z<y- -z

Vermenigvuldigen met een strikt negatief getal keert de orde om:

r<y en 2<0 & z-2>2y-=z

Voorbeeld

We lossen de ongelijkheid
3z — 2

T

<1

op. Dat wil zeggen dat we alle reéle getallen x zoeken die aan de ongelijkheid voldoen.

Bij het oplossen van ongelijkheden moeten we erg opletten. Bekijk bijvoorbeeld volgende FOUTIEVE
methode, die op het eerste zicht misschien wel correct lijkt. Wanneer we beide leden van de ongelijkheid
vermenigvuldigen met x, dan vinden we:

3z —2 < x.
Door gebruik te maken van bovenstaande eigenschappen, weten we dat dit equivalent is met
Jxr<zx+2 & drx—zr<2 & 2r<2 & <l

Dit betekent dat als je een x kiest die kleiner is dan 1, bijvoorbeeld z = —1, de ongelijkheid % <1
zou moeten kloppen. Wanneer we x = —1 invullen, krijgen we echter

3r—2 3-(-1)—-2

(=)

5,

wat duidelijk niet kleiner is dan 1. Er is dus iets fout gegaan! De fout zit al in de eerste stap,
waar we de ongelijkheid vermenigvuldigd hebben met x. Want als we met een negatief getal verme-
nigvuldigen, keert de orde om (zie de laatste rekenregel)! En we weten niet of x een positief of een
negatief getal is. Om deze ongelijkheid correct op te lossen, kunnen we bijvoorbeeld gebruik maken
van een gevalsonderscheid:

Brugcursus wiskunde FTI 6
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Geval 1: £ >0 Geval 2: £ <0
-2 -2
5 <1 i <1
x x
&S 3r—2<«x S Jr—-2>z
(De ongelijkheid blijft want = > 0). (De ongelijkheid keert om want z < 0).
& 3r<x+2 & 3r>x+2
& 2r <2 & 2> 2
& x < 1 (dus zoals hierboven) S r>1

In het eerste geval vinden we dat alle z’en tussen 0 en 1 oplossingen zijn van de ongelijkheid. In het
tweede geval vinden we geen oplossingen. Een reéel getal kan immers niet tegelijk voldoen aan z < 0
en x > 1. We noteren de verzameling van alle oplossingen van de ongelijkheid als V' =]0, 1.

Het kan ook korter: zie paragraaf

1.3 Breukvormen (de termen zijn reéle getallen of veeltermen)
Breuken met gelijke noemer kunnen we gemakkelijk optellen:

a b a+bd

C C C

Om twee breuken met verschillende noemers op te tellen, moet je ze eerst op gelijke noemer zetten.
Daarna kan je bovenstaande eigenschap gebruiken om de som te berekenen:

Breuken met verschillende noemers optellen

c a-d+b-c
d b-d

.
b

Voordat we deze rekenregel toepassen, kunnen we de breuk best eerst zo veel mogelijk vereenvoudigen
en i.p.v. de noemer b-d het kleinste gemene veelvoud van b en d nemen (als deze twee getallen
gemeenschappelijke delers hebben).

Rekenregels breuken

a c_ac a.c_ad . 3 _ad
b d b-d’ b'd b-c g_bd'
Opgelet! In het algemeen is
a a a a ¢ a—+c
brc’ b e M bt aTbrd

Brugcursus wiskunde FTI 7
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De gelijkheid van twee breukvormen noemt men een evenredigheid. Voor evenredige breuken geldt:

Eigenschap evenredigheid

=- & a-d=b-c

In dit geval is elke term gelijk aan het product van de naburige termen gedeeld door de overstaande
term. (Bv. b= a—cd)

De term ‘evenredig’ gebruiken we niet enkel voor breuken. In het algemeen kunnen twee grootheden
x en y ook evenredig zijn. Wanneer de verhouding y/x constant is, noemen we x en y recht evenredig.
Als het product xy constant is, noemen we ze omgekeerd evenredig. Deze definities kunnen ook als
volgt geformuleerd worden:

Definitie
Zij x en y twee grootheden. We noemen x en y

e recht evenredig als er een ¢ € Ry bestaat zodat y = cz, en

c
o omgekeerd evenredig als er een ¢ € Rg bestaat zodat y = —.
x

Het getal ¢ noemen we de evenredigheidsconstante.

Voorbeelden

e De omtrek S van een cirkel en zijn diameter d zijn recht evenredig. Er geldt immers dat S = nd.
De evenredigheidsconstante is hier w. Doordat S en d recht evenredig zijn, geldt er dat hoe
groter de diameter d is, hoe groter ook de omtrek S zal zijn (en omgekeerd).

e Wanneer er een gegeven afstand a afgelegd moet worden, is de reistijd ¢ die ervoor nodig is om
deze afstand af te leggen omgekeerd evenredig met de snelheid v. Er geldt immers dat v = .
De afstand a is hier de evenredigheidsconstante. Door het omgekeerd evenredig zijn van de

grootheden geldt er dat hoe groter de snelheid is, hoe kleiner de reistijd (en omgekeerd).

1.4 Absolute waarde

Definitie
De absolute waarde van een reéel getal z noteren we met |z| en is gelijk aan

x| = =z als en slechts als = >0
|x] = —x alsenslechtsals x<O0.

Eigenschappen absolute waarde

== als y # 0.

|z -yl = |z| - |y en

Brugcursus wiskunde FTI 8



& ELEMENTAIRE ALGEBRA

Als r >0 geldt
lz| <r < —r<z<r

De absolute waarde |z| van een getal x is de afstand van het punt met abscis x op een geijkte reéle as
tot het punt met abscis 0.

Meer algemeen: |z — y| is de afstand van het punt met abscis x tot het punt met absis y. Zie ook
onderstaande figuur.

x 0 ] R

|z —y

Voorbeeld
Bovenstaande eigenschappen kunnen we gebruiken om ongelijkheden met absolute waarden op te
lossen. Stel bijvoorbeeld dat we alle x € IR moeten zoeken die voldoen aan

|3z — 5| < 8.

Uit de laatste eigenschap hierboven en de eigenschappen van ongelijkheden volgt dat deze ongelijkheid
equivalent is met

13
—8<3r—5<8 & L4533 r<8+H & J<3qr<1l3 < —1<x<§.

De oplossingenverzameling van deze ongelijkheid bestaat dus uit alle z’en die strikt tussen —1 en 13/3

. . o 13
liggen. We noteren deze verzameling door V = ]—1, 5 [

Deze ongelijkheid kunnen we ook anders oplossen. Omdat

5 8
3r—5/<8 & ~ <2,
32 -5 2= 3l<3

zijn we op zoek naar de z’en waarvoor de afstand tot 5/3 strikt kleiner is dan 8/3. Dit zijn dus de
z’en die liggen tussen

5 8 5 8 13
- ——-=-1 en -+ -=—.
3 3 3 3 3
Zie ook de figuur hieronder:
1 5 13 R
83 3 83 3

We vinden zo dus dezelfde oplossingenverzameling als hiervoor.

1.5 Tweedemachtswortel (vierkantswortel)

Definitie

Wanneer z een positief reéel getal is, wordt de tweedemachtswortel of vierkantswortel van x
(notatie: \/x) gedefinieerd als

Y=z < y>0 en y?=uz.

Brugcursus wiskunde FTI 9
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De uitdrukking +/z heeft slechts een betekenis als reéel getal wanneer x positief is en /x is dan de
positieve tweedemachtswortel uit x.

Voorbeeld
De vergelijking 2 = 9 heeft twee reéle oplossingen, namelijk = 3 en = —3, maar met /9 bedoelen
we enkel de positieve tweedemachtswortel uit 9, dus v9 = 3.

Bij het berekenen van vierkantswortels kunnen we gebruik maken van volgende eigenschappen:

Eigenschappen vierkantswortels

Va? = |z| VZoy=+/l]z|- ]yl als x-y>0.

Opgelet: Er geldt in het algemeen niet dat \/z +y = v/ + /3!

Voorbeeld
Er geldt dat
V100 = v/25 -4 = /25 - V4 =5-2 = 10,

maar het is duidelijk dat

V100 = /36 4 64 # V36 + V64 = 6 + 8 = 14.

1.6 Veeltermen

1.6.1 Definities

Definitie
Een veelterm van de n-de graad in de veranderlijke x is een uitdrukking van de vorm
V(z) = apz™ + an_12" 1+ ... + a1z + ao,

waarbij a; € R (of C) voor alle i = 0,...,n en a, # 0. De getallen a; noemen we de coéfficiénten
van de veelterm V' (z).

Notaties:
n = graad van V(z) = gr.V(x)
n .
Korte notatie voor V (z): V(z) = Z a;x’.
=0
Voorbeelden

o V(z) = T2° — 223 — 4,622 4 1 is een veelterm van de 5-de graad. De getallen 7; —2; —4,6 en 1
zijn de coéfficiénten.

e V(z) =0z% + 62 — 2 is een eerstegraadsveelterm.

o V(z)=>5is een veelterm van de 0-de graad. We noemen zo’n veelterm ook constant.

Brugcursus wiskunde FTI 10
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Het getal V(r) = apr™ + an_17""! + ... + a1 + ag is de getalwaarde van de veelterm V (z) voor
z=r¢€R (ofC).

Voorbeeld De getalwaarde van de veelterm V(z) = 422 — 8z + 3 voor x
V(0,5)=4-(05)2—-8-05+3=1-4+3=0.

0,5 is gelijk aan

Definitie

Een getal r waarvoor V(r) = 0 noemen we een nulpunt van de veelterm V' (z).

Voorbeeld : In het vorige voorbeeld hebben we aangetoond dat 0,5 een nulpunt is van de veelterm
V(z) = 42? — 8z + 3, want we vonden daar dat V(0,5) = 0. Ook 3/2 is een nulpunt want V' (3/2) =
4-(3/2)> —8-(3/2) +3 =0. Je kan deze nulpunten vinden door de vergelijking 422 — 8z + 3 = 0 op

te lossen met de methode van de discriminant, zie paragraaf [1.8]

1.6.2 Deling van veeltermen

Deling van gehele getallen

Wanneer we het getal 235 delen door 4 is het quotiént gelijk aan 58 en de rest is 3, want

235 = 58

~—

quotiént

en de rest 3 is strikt kleiner dan ons deeltal 4.

A4+ 3

rest

We vinden het quotiént en de rest met behulp van een staartdeling:

235 4
— 20 58
~~

35 quotiént

- 32
3
~~~
rest

Deling van veeltermen

Net zoals we getallen door elkaar kunnen delen, kunnen we ook twee veeltermen delen:

Definitie

slechts als geldt dat

A(z) = Q(z) - B(x) + R(z)

De deling van de veelterm A(x) door de veelterm B(x) geeft quotiént Q(z) en rest R(x) als en

In dat geval noemen we Q(x) de quotiéntveelterm en R(x) de restveelterm.

en gr.(R(x)) < gr.(B(x)).

Brugcursus wiskunde FTI
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Voorbeeld
Zij A(x) = 223 4+ 5z — 1 en B(x) = 2% — 4z. Omdat

203 + 52 — 1= (2 +8) - (2% — 4x) + (37z — 1),

en gr.(37x—1) < gr.(z%—4x), is het quotiént van de deling van A(z) door B(x) gelijk aan Q(z) = 22+8
en de rest is R(z) = 37z — 1.

Definitie

De veelterm A(x) is deelbaar door B(x)
< R(x) =0 voor elke z
< B(z) is een deler van A(z)
< Er bestaat een veelterm Q(x) zo dat A(z) = Q(x) - B(z).

Voorbeeld
De veelterm A(x) = 23 — 3z + 2 is deelbaar door B(z) = = + 2 want

23 -3 +2= (2 -2z +1)(z+2).

Berekenen van quotiént en rest
Ook bij het delen van twee veeltermen kunnen we een staartdeling gebruiken om het quotiént en de
rest te vinden:

Voorbeeld

T3 + 822 — 4z + 3 |22 —22+3
— (723 — 1422 + 21x) T + 22

2222 — 252 4+ 3

— (2222 — 44x + 66)

19z — 63

Bijgevolg is
723+ 82% — 4w + 3 = (To + 22) (2 — 22+ 3) + (192 — 63),
of nog
723 + 822 — 4 + 3 19z — 63
= (7 22 —_.
2?2 —2x+3 (72 + )+a:2—2x+3

Reststelling
Wanneer we een veelterm V' (z) willen delen door een eerstegraadsveelterm van de vorm x — a, is het
eenvoudig om de rest te berekenen:

Stelling: Reststelling

De rest van de deling van V(x) door x — a is gelijk aan V(a).

Brugcursus wiskunde FTI 12
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Uit de reststelling volgt onderstaand criterium om te kijken of een veelterm V' (z) deelbaar is door
x—a:

Gevolg: Deelbaarheidscriterium

V(a) =0 < V(x) is deelbaar door x —a
& Er bestaat een veelterm Q(x) zo dat V(z) = (x — a) - Q(z).

Voorbeeld
De veelterm V (z) = 2% — 8 is deelbaar door z — 2 want V(2) = 23 — 8 = 0. Bijgevolg weten we dat er
een veelterm Q(x) moet bestaan zo dat 2% — 8 = (z — 2)Q(z). Inderdaad:

23— 8 = (x —2)(a? + 22+ 4).

Algoritme van Horner

Dankzij de reststelling weten we reeds dat de rest bij de deling van een veelterm V' (z) door = — a
gegeven wordt door V' (a). Met het algoritme van Horner kan je ook gemakkelijk het quotiént van deze
deling vinden:

an Ap—1 Ap_9 e as ai ap
- - - + |+

a a-by,_1 a-by_o a-by | a-by
‘ ap = bnfl bnfg bnfg e b1 bo ‘ R

Q(‘r) = bn—lxn_l + bn—2$n_2 + -+ bl(E =+ b()
V(zg)=(z—a) Q)+ R

Voorbeeld

Zij V(r) = 22* + 523 — 62 + 3. We willen graag het quotiént en de rest bepalen bij de deling van V (x)
door z+ 1. Omdat V(—1) = 6 # 0, weten we al dat V' (x) niet deelbaar zal zijn door z — (—1) = = + 1.
Het algoritme van Horner geeft:

2 5 0 —6 3
+ + + +

~1 ~1-2 —1-3 —1-(=3) | —1-(-3)
2 3 -3 -3 | 6

Dus Q(z) = 223 + 322 — 32 — 3 en we vinden opnieuw dat R = 6.

1.7 Veeltermen ontbinden in factoren

Om je berekeningen of uitkomsten te vereenvoudigen is het soms interessant om een uitdrukking te
ontbinden in factoren. Dit wil zeggen dat je ze probeert te schrijven als een product van eenvoudigere
factoren.

Een veelterm met coéfficiénten in IR kan bijvoorbeeld altijd geschreven worden als het product van
veeltermen van de eerste en/of tweede graad, waarbij de veeltermen van de tweede graad niet meer
verder te ontbinden zijn.

Brugcursus wiskunde FTI 13
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1.7.1 Stappenplan

Het ontbinden van veeltermen in factoren gaat als volgt:

1. Zet eerst factoren die gemeenschappelijk zijn in alle termen voorop, indien van toepassing. (Ge-
bruik dus de distributiviteit ac 4+ bc = ¢(a + b).)

2. Maak eventueel gebruik van merkwaardige producten om verder te onbinden (zie hieronder).

3. Zoek een nulpunt a van de veelterm. Dan weet je dat x — a een deler is en kan je het algoritme
van Horner toepassen om het quotiént te vinden.

1.7.2 Merkwaardige producten

Uit de rekenregels van reéle getallen kunnen we volgende formules afleiden:

Merkwaardige producten

(a+b)? = a2+ 2ab+ b2 (a—b)? = a2 —2ab+b?
(a+b)° = a®+3ab+ 3ab® + b (a—0)* = a®—3a%b+ 3ab® — b3
a2 - = (a—>b)(a+b)

= = (a—0b)(a®+ab+b?) a’+b = (a+0b)(a®—ab+b?)
(a+b+c¢)* = a2+ b2+ 2+ 2ab + 2ac + 2bc

Algemeen: het kwadraat van een som is de som van de kwadraten van alle termen en van alle mogelijke
dubbele producten van deze termen.

1.7.3 Voorbeelden

Voorbeeld 1
We ontbinden de veelterm V (z) = 2'° — 825 + 1622 in factoren. Eerst zonderen we de gemeenschap-
pelijke factoren af:

210 — 820 4 1627 = 22 - (2® — 821 + 16) = 2((x")? — 2- 4 - () + 4?) = 2%(a* — 4)%

In de laatste stap hebben we het merkwaardige product a? — 2ab + b*> = (a — b)? gebruikt. Dankzij
het merkwaardige product a? — b? = (a — b)(a + b), vinden we vervolgens

(2t — 4)? = 2%((2?)? - 2°)2 = ? ((2? - 2)(2? + 2))” = 2?(2? — 2)%(a? + 2)%.

Nu zijn we er bijna. We moeten enkel nog nagaan of we de veeltermen z? — 2 en x? + 2 nog verder
kunnen ontbinden in factoren. Door hetzelfde merkwaardige product te gebruiken als in de vorige
stap, bekomen we

2
(2% = 2)%(2? + 2)° = 2*((2)’ - (V2))2(@? + 2 = 2® (2 = V2) (@ + V) (a® +2)%
Nu zijn we er, we schrijven alle factoren uit:

20820 + 162 =2 -2 (2 —V2) (2 —V2) (z + V2) - (z + V2) - (27 +2) - (2% + 2).

Brugcursus wiskunde FTI 14
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We hebben allemaal factoren van de eerste graad behalve de twee laatste. Die laatste twee factoren
zijn niet verder ontbindbaar in veeltermen van de eerste graad.

Waarom niet eigenlijk? Als 22 + 2 een factor zou hebben van de eerste graad van de vorm = — a, dan
zou 2 +2 het nulpunt 2 = a hebben, maar als je even kijkt naar 22 +2, dan zie je dat deze uitdrukking
nooit 0 kan worden. Want welke waarde = ook heeft, 22 is steeds positief, en dus zal 22 + 2 zelfs groter
zijn dan 2.

Voorbeeld 2

We willen de veelterm V (z) = 223 + 722 — 43z + 42 ontbinden in factoren. Er zijn geen gemeenschap-
pelijke factoren die we kunnen afzonderen, en we kunnen ook geen merkwaardig product gebruiken.
Daarom proberen we om delers te zoeken van de vorm x — a.

Na enig zoeken zie je dat x = 2 een nulpunt is, want V(2) = 0 (probeer achtereenvolgens =z = 1,
x = -1,z =2, ...). De veelterm is dus deelbaar door = — 2. Het quotiént vinden we met het
algoritme van Horner:
2 7 —43 ] 42
+  + +
2 4 22 | —42
2 11 —21] 0

Dus
223 + 7% — 43z 4+ 42 = (z — 2)(22% + 11z — 21).

De tweede factor is van de tweede graad. Om deze verder te ontbinden in factoren, bepalen we
zijn nulpunten met de methode van de discriminant (zie paragraaf . De discriminant van de
tweedegraadsvergelijking 222 + 11z — 21 = 0 is gelijk aan D = 112 —4-2-(—21) = 289 = 172, dus de
oplossingen zijn
—11+4+17 3 —11-17
=Ty T M mRT T T

Er zijn dus nog 2 factoren, nl. x —3/2 en x 4+ 7. Dus

—17.

202 + 11z — 21 = (x — 3/2) - (x + 7) - (nog iets?).
Er ontbreekt nog een factor 2:
222 + 11z — 21 = 2(z — 3/2)(x + 7).
We besluiten:

203 + T2® — 432+ 42 =2(x — 2)(x — 3/2)(x +7) = (z — 2)(2z — 3)(z + 7).

1.8 Veeltermvergelijkingen in R (met één onbekende)

1.8.1 Algemeen

De vergelijking A(z) = B(z) oplossen in R wil zeggen: bepaal de verzameling
V={reR| A(r) = B(r) is waar }.

Het symbool | hierboven moet je lezen als “waarvoor geldt”.
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Elke r in de verzameling V noemen we een oplossing of een wortel van de gegeven vergelijking. De
verzameling V' zelf noemen we de oplossingenverzameling van de vergelijking.

Bij het oplossen zijn volgende equivalenties nuttig. Ze doen de gegeven vergelijking uiteenvallen in
eenvoudigere vergelijkingen.

Eigenschap
Ai(z) - Ag(z) - oo. - Ap(x) =0 & Ai(z) =0 of Ax(x) =0 of... of An(x)=0.

Gevolg

1.8.2 Vergelijkingen van de eerste graad

Een vergelijking van de eerste graad is een vergelijking van de vorm

ar+b=0 met a#0.

Deze vergelijking heeft slechts 1 oplossing, namelijk = = —g .

De oplossingenverzameling bestaat dan ook uit slechts één element: V = {—3 .
1.8.3 Vergelijkingen van de tweede graad
Een vergelijking van de tweede graad is een vergelijking van de vorm

ax’ +bxr+c=0 (a#0).

Zo’n vergelijking noemen we ook een vierkantsvergelijking of een kwadratische vergelijking en heeft
maximaal 2 oplossingen. De discriminant D van deze tweedegraadsvergelijking wordt gedefinieerd als

D =b* — 4ac.
Er zijn nu verschillende mogelijkheden:
-b++vD
Als D >0 = twee oplossingen x12 = 2\/>
a
—-b—+vD —b D
L ov—g vD bt vD )
2a 2a ;
Als D=0 = twee samenvallende oplossingen x7 = x9 = ~%g
a
b
= V={-——
{ 2a
Als D <0 = geen reéle oplossingen
=V = 0 (de oplossingenverzameling is leeg.)
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b
Som van de wortels: s = x1 + 19 = ——.
a
c
Product van de wortels: p=1x1 - 29 = —.
a

Voorbeelden

e Bestudeer de tweedegraadsvergelijking 2 + 22 —3 = 0. Hierisa =1, b=2en ¢ = —3. De
discriminant is dus gelijk aan D = 22 —4-2-(—3) = 16 > 0. Daarom heeft de vergelijking twee

2416

oplossingen, namelijk z12 = 7.1 = —1+2. Dus z;1 =1 en 29 = —3 zijn de wortels van
deze vergelijking. We noteren de oplossingenverzameling door V' = {—3,1}.
De som van de twee wortels is gelijk aan —2, wat inderdaad gelijk is aan —g. Ook is £ = =3

het product van de twee wortels.

e De vergelijking 522 4+ 3z + 2 = 0 heeft als discriminant D =32 —4-5.2 = —31 < 0. Daarom
heeft deze vierkantsvergelijking geen oplossingen. We noteren de oplossingenverzameling door
V=0.

e De kwadratische vergelijking 22 — 22 + 1 = 0 heeft twee samenvallende wortels omdat D =
—(=2)
2-1

(=2)2 —4-1-1=0. De oplossing van deze vergelijking wordt gegeven door z = =1en

we noteren de oplossingenverzameling door V' = {1}.

Opmerking: Het deelbaarheidscriterium zegt dat wanneer xg een nulpunt is van een veelterm, die
veelterm deelbaar is door x — xg. Dankzij de formules hierboven kunnen we een veelterm van de
tweede graad als volgt ontbinden in factoren:

7ij ax® + bz + ¢ een veelterm van de tweede graad.

Als D > 0 heeft de veelterm twee verschillende nulpunten: z19 = %. Dan is

ax?® +br 4+ c = a(x — 1) (z — x2).

Als D = 0, heeft de veelterm slechts één nulpunt: x; = —%. In dat geval is

ax® +br+c= a(x — xl)z.

Als D < 0, heeft de veelterm geen reéle nulpunten en kunnen we hem niet verder ontbinden
in factoren over R. (Wel over C, zie hoofdstuk [2])

Voorbeelden

e De tweedegraadsveelterm —x? —  + 6 heeft twee verschillende nulpunten: 2 en —3. Daarom is

—2?—2+6=(-1)(z—2)(z+3).

e De discriminant van de veelterm 722 +2x+1 is negatief. Daarom kunnen we hem niet ontbinden
in factoren.

e De veelterm 222 — 4z + 2 heeft als discriminant 0. Het getal 1 is het enige nulpunt van deze
veelterm. Daarom is 222 — 4z + 2 = 2(x — 1)2.
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1.8.4 Veeltermvergelijkingen van graad > 2

Voor het bepalen van de oplossingen van veeltermvergelijkingen van graad minstens drie, bestaan geen
(eenvoudige) formules. Sommige vergelijkingen kunnen echter herleid worden tot een vierkantsverge-
lijking, zodat we ze kunnen oplossen met de methode van de discriminant.

Een vergelijking van de vorm af?(x) + bf(x) 4+ ¢ = 0 kunnen we oplossen door y = f(x) te stellen. De
vergelijking wordt dan immers ay? + by + ¢ = 0, wat een tweedegraadsvergelijking is.

Wanneer f(z) = 22, spreken we van een bikwadratische vergelijking.

Voorbeeld

De vergelijking 2 4+ 222 — 3 = 0 is bikwadratisch. Wanneer we hierin 22 = y stellen, vinden we de
kwadratische vergelijking 4% + 2y — 3 = 0. In het vorige voorbeeld hebben we reeds gevonden dat
deze vergelijking 2 oplossingen heeft, namelijk y; = 1 en y» = —3. Door y terug te vervangen door 2
bekomen we volgende vergelijkingen voor z:

2=1 of z2?=-3.

De oplossingen van de eerste vergelijking zijn z = 1 en x = —1, terwijl de tweede vergelijking geen
oplossingen heeft. De oplossingenverzameling wordt dus gegeven door V = {—1,1}.

Wanneer het niet lukt om een veeltermvergelijking van graad > 2 te herleiden tot een tweedegraads-
vergelijking, kan je proberen om de veelterm te ontbinden in factoren en het principe uit paragraaf
toe te passen om de vergelijking uiteen te doen vallen in eerste- of tweedegraadsvergelijkingen.

Voorbeeld
De vergelijking
18z* — 662> + 6622 — 62 — 12 =0

kan je herschrijven als
32z — 4)(z — 1)*(3z +1) = 0.

Aangezien een product van getallen enkel nul kan zijn als één van de factoren nul is, valt deze verge-
lijking uiteen in 3 eenvoudigere vergelijkingen:

20 —4=0 of zz—-1=0 of 3z—-1=0.

De oplossingen van deze eerstegraadsvergelijkingen zijn respectievelijk 2, 1 en 1/3. Daarom wordt de
oplossingenverzameling van de vierdegraadsvergelijking hierboven gegeven door

1
V={_,12}.
(a2}

1.9.1 Nulpunten van een veelterm(functie)

1.9 Teken van een veelterm

Elke veelterm V(x) met reéle coéfficiénten bepaalt een reéle functie
V:R>R:z—y=V(z).

Voorbeeld
De veelterm V (z) = 22 — 4 bepaalt de tweedegraadsfunctie V : R — R : x — y = 22 — 4. De grafick
van deze functie is volgende parabool:
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Om het tekenschema van een veeltermfunctie op te stellen, zal het handig blijken te zijn om verschil-
lende soorten nulpunten te onderscheiden:

Definitie

We noemen a een p-voudig nulpunt van V(z) (of van V') als en slechts als er een veelterm Q(z)
bestaat zo dat V(z) = (z — a)’Q(x) en Q(a) # 0.

In dat geval is p de multipliciteit van het nulpunt a. Het is duidelijk dat p < gr. V(z). Alsp =1
spreken we ook van een enkelvoudig nulpunt.

Voorbeelden

e Bij de functie V(x) = 22 — 4 zijn de nulpunten 2 = —2 en x = 2 enkelvoudig. Want 2% — 4 =
(x —2)(x +2), en dus is

22 —4=(z-2)'Q(z) met Qz)==z+2,

en Q(2) = 4 # 0. Hieruit volgt dat x = 2 multipliciteit 1 heeft. Op dezelfde manier kan je
nagaan dat de multipliciteit van het nulpunt x = —2 ook gelijk is aan 1.

e De functie V(z) = 7(z — 3)*(x + 1)%(2? + 1) heeft twee reéle nulpunten, namelijk * = 3 en
x = —1. Doordat het voorschrift reeds ontbonden is in factoren, zien we onmiddellijk dat = = 3
een viervoudig, en x = —1 een vijfvoudig nulpunt is.

Als gr. V(z) = n dan bezit V(x) hoogstens n verschillende nulpunten. De som van de multipliciteiten
van alle nulpunten is kleiner dan of gelijk aan de graad n.

Voorbeeld

De graad van de veelterm V (z) = 7(z—3)*(z+1)%(22+1) is gelijk aan 11, en dus heeft de geassocieerde
functie hoogstens 11 nulpunten. De som van de multipliciteiten van alle nulpunten zal dan ook kleiner
zijn dan of gelijk zijn aan 11. Inderdaad, in het vorige voorbeeld hebben we gevonden dat deze functie

2 nulpunten heeft, met multipliciteiten 4 en 5. De som van deze multipliciteiten is 9 en dus kleiner
dan 11.
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1.9.2 Opstellen van een tekenschema

In een tekenschema van een veeltermfunctie V' willen we overzichtelijk weergeven voor welke z-waarden
de functiewaarden V' (z) positief zijn, en voor welke waarden van x deze negatief zijn. Bij het opstellen
van zo'n schema maken we gebruik van volgende zaken:

1. Zij a een p-voudig nulpunt van V' (x)

Als p oneven is, dan wisselt V(z) van teken in a.
Tekenschema:

x| a of z | a
Viz) |+ 0 — Viz)| - 0 +
Als p even is, dan behoudt V(x) hetzelfde teken rond a.
Tekenschema:
x| a of | a
V(:J:)‘—i—()—i— V(x)‘—O—

2. Als x groter is dan het grootste nulpunt of als er geen nulpunten zijn, dan heeft V(x) het teken
van de coéfficiént van de term met de hoogste graad.

3. Als x kleiner is dan het kleinste nulpunt of als er geen nulpunten zijn, dan hangt het teken van
V(z) af van de graad n van de veelterm:

— Als n even is, heeft V' (x) het teken van de coéfficiént van de term met de hoogste graad

— Als n oneven is, heeft V(z) het tegengestelde teken van de coéfficiént van de term met de
hoogste graad

Voorbeeld

We stellen het tekenschema op van de veeltermfunctie
V(z) = 523 — 2522 — 40z + 240 = 5(z — 4)(z + 3).

Deze functie heeft twee nulpunten: x = 4 (met multipliciteit 2) en x = —3 (met multipliciteit
1). In = —3 verandert de functie dus van teken, terwijl ze in x = 4 niet van teken verandert.
Omdat de coéfficiént van de term met de hoogste graad positief is (deze is namelijk gelijk aan
5), zullen de functiewaarden positief zijn voor alle z groter dan het grootste nulpunt 4. Het
tekenschema van V' ziet er dus als volgt uit:

&

|
w
W
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In het tekenschema zie je onder het nulpunt x = —3 één en onder het nulpunt z = 4 twee
verticale streepjes staan. Deze dienen om de multipliciteit van deze nulpunten weer te geven.

We kunnen uit het tekenschema bijvoorbeeld afleiden dat V(—5) < 0, V(0) > 0 en V(10) > 10,
zonder dat we deze functiewaarden moeten berekenen.

Ter controle kijken we nog eens naar het teken van V' (x) voor x kleiner dan het kleinste nulpunt
—3. Volgens het tekenschema is dit teken negatief. Dat komt overeen met puntje 3. hierboven.
Daar wordt immers gezegd dat het teken van V(x) gelijk is aan het tegengestelde teken van de
coéfficiént van de hoogstegraadsterm, omdat de graad van de veelterm oneven is (de graad is 3).
Aangezien de hoogstegraadscoéfficiént gelijk is aan 5, zal V(x) dus inderdaad een negatief teken
hebben voor alle x < —3.

Dat alles kan je ook controleren door naar de grafiek van de functie V' te kijken:

Y

4. Voor een product of een quotiént van veeltermen passen we dezelfde regels toe, rekening houdend
met:
(a) de multipliciteiten van gemeenschappelijke nulpunten worden opgeteld,

(b) de nulpunten van de factoren van de eventuele noemer behoren niet tot het domein van de
overeenkomstige functie.

Voorbeeld
We stellen het tekenschema op van de rationale functie
r—1
Vix) = .
@) =532

De teller heeft nulpunt x = 1, de noemer heeft nulpunt x = 2, beide nulpunten zijn enkelvoudig.
Dit wil zeggen dat de functies in teller en noemer van teken zullen veranderen. De tekenschema’s
van de teller en noemer van V' zien er dan uit als volgt:
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Hieruit kunnen we het tekenschema van V" afleiden. Let op, omdat de noemer 0 wordt als x = 2,
bestaat V' (2) niet! We duiden dit aan met een verticale streep in het tekenschema:

x 1 2

x—1
6 — 3 - 0 + | —

Het teken in elk deelinterval is dus het product van de tekens van x — 1 en 6 — 3z in dit interval
die je in de tekenschema’s bovenaan kan aflezen.

Opmerking: Uit puntjes 2. en 3. volgt het volgende:

Stelling

Zij V' een veeltermfunctie van oneven graad. Dan heeft V. minstens één reéel nulpunt.

Dit is niet zo moeilijk in te zien. Veronderstel immers dat V' een veeltermfunctie is met een oneven
graad n, maar dat V(x) toch geen nulpunten heeft. Dan zegt puntje 2. dat V(z) overal het teken
heeft van de hoogstegraadscoéfficiént. Maar volgens puntje 3. zou V(x) dan overal het tegengestelde
teken van de hoogstegraadscoéfficiéent moeten hebben, wat het vorige tegenspreekt. Daarom heeft V'
minstens één nulpunt.

1.10 Ongelijkheden (met veeltermen of rationale vormen)

Praktische oplossingsmethode:

1. Breng de ongelijkheid in de vorm A(xz) > 0 (of > 0,< 0,< 0). We noemen dit: “herleiden op
nul” .

2. Bepaal het teken van A(x).

3. Interpreteer de tekentabel.

Voorbeeld
Bekijk de ongelijkheid
23 — 5x? 4+ 52 — 16

< 3z.
r—95 =00
Wanneer we deze op 0 herleiden, krijgen we:
3 _r.2 _ 3_ k.2 —16 — _
x® — bx® + bx 16—3x§0 o S5z® 4+ 5x — 16 — 3z(z 5)§0
z—5 z—95
P — 82 + 202 — 1
o = x° + 202 6§0
z—95
—4)(z —2)?
o D@2
z—95

In de laatste stap hebben we de teller ontbonden in factoren zodat we straks de nulpunten gemakkelijk
(x—4)(x—2)2

kunnen bepalen. We zijn op zoek naar de x’en waarvoor V(z) = o

negatief is. Om deze z’en
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te bepalen, stellen we het tekenschema van V' op.

De teller van V' heeft twee nulpunten: = = 4 (met oneven multipliciteit 1) en x = 2 (met even
multipliciteit 2); de noemer van V heeft slecht één nulpunt, namelijk z = 5 (met oneven multipliciteit
1). Daarom ziet het tekenschema van V' er als volgt uit:

8
[\

éll 5

V@) + 0 +0 — | +

We zien in dit tekenschema dat V' (x) < 0 als en slechts als x strikt tussen 4 en 5 zit. De oplossingen-
verzameling van de gegeven ongelijkheid is dus V' =]—4, 5|

1.11 Irrationale vergelijkingen
Irrationale vergelijkingen zijn vergelijkingen waarin de onbekende onder een wortelteken voorkomt.
Werkwijze voor het zoeken van oplossingen van irrationale vergelijkingen:

door machtsverheffing de wortelvormen doen verdwijnen, maar ... opletten dat er geen wortels inge-
voerd worden. Denk hierbij o.a. aan het volgende:

1. VAcR & A>0  (bestaansvoorwaarde)
2. A=B = A? = B?
maar A2=B?> & A=DB of A=-B
—_——
ingevoerde verg.
3.VA=B = A=DB?en B>0 (kwadrateringsvoorwaarde)

(A >0 is hier een overbodige voorwaarde)

4. Elke gevonden “oplossing” kan getest worden in de gegeven vergelijking. De oplossingen
van de ingevoerde vergelijking(en) kunnen ook op deze wijze verwijderd worden.

Voorbeeld We willen volgende irrationale vergelijking oplossen:
V2r 42 =2x.

Een getal x € IR kan enkel een oplossing zijn van deze vergelijking als de uitdrukking die onder het
wortelteken staat positief is, dus als 2z + 2 > 0 (dit is de bestaansvoorwaarde). Dit wil zeggen dat
een getal x enkel een oplossing kan zijn als x > —1. Verder is het zo dat het linkerlid positief is, en
dus zal ook het rechterlid positief moeten zijn. dit noemen we de kwadrateringsvoorwaarde.

Nu bekijken we opnieuw de vergelijking. Er geldt dat

V2zr+2=2x

& 224 2= (22)% en 2z >0 (kwadrateringsvoorwaarde)
& 2x+42=4z%en >0

& 422 —22—-2=0en x>0

De vierkantsvergelijking 422 — 22 —2 = 0 heeft als discriminant D = 36 en er zijn dus twee oplossingen,
namelijk x = —1/2 en = = 1. Uit de kwadrateringsvoorwaarde volgt dat we de oplossing x = —1/2
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moeten laten vallen. De oplossing = 1 is wel een oplossing van onze irrationale vergelijking, want
ze voldoet zowel aan de bestaans- als aan de kwadrateringsvoorwaarde. Ter controle kunnen we onze

oplossing invullen in de vergelijking: v/2-1+2 =2 L9.1.

Wanneer we = —1/2 invullen in de vergelijking vinden we /2 - (—=1/2) +2=v1=1#2-(-1/2) =
—1, dus * = —1/2 is inderdaad geen oplossing.

1.12 Willekeurige machten van reéle getallen

Definitie: Willekeurige machten

a€R, neNy : a"=a-a-...-q
—_—
n factoren

acRy : a’=1
abeRY, nnmeNy : VYa=ad/"=b o '=a

Yam = gm/m

1
acRy : al=-
a

Bij het rekenen met willekeurige machten van positieve reéle getallen kunnen we gebruik maken van
volgende eigenschappen:

Rekenregels voor machten

7ij a en b strikt positieve reéle getallen en p,q € IR. Dan geldt:

a’-a? = aPt?, a - = (ab)?
p p
(@) = aP (9) - v
Y
b bp
a/p
& B
ad

Opgelet! Er geldt dat
a = a®) % (ab) .

Voorbeeld 43° = 43%) = 49 — 262144, terwijl (43)2 = 642 = 4096. We kunnen (43)2 ook uitrekenen
door de rekenregels van machten te gebruiken: (4%)? = 432 = 46 = 4096.

1.13 Het sommatieteken
1.13.1 Definitie en voorbeelden

Om een lange som, zoals
1+4+94+16+25+---4100

compacter op te schrijven, kunnen we gebruik maken van het sommatieteken > . Dit symbool is de
letter Sigma, de Griekse hoofdletter S. We gebruiken dit teken als volgt:
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Definitie
Zij n,m € IN met m < n. Dan is
n
> @i =Zm + Tnt1 + Tmgz o+ Tno1 + T,
i=m

De variabele ¢ noemen we de sommatie-index, m is de ondergrens en n is de bovengrens van de
som. De term x; noemen we de algemene term.

Voorbeeld 1
Door toepassing van de definitie vinden we dat

6

dRi-1)=(2-4-1)+(2-5-1)+(2-6 - 1) =27.

1=4

Deze som telt drie termen omdat de sommatie-index ¢ drie waarden aanneemt (nl. alle waarden tussen
de ondergrens 4 en de bovengrens 6). Met elk van deze waarden van i komt in de som een term van
de vorm 2¢ — 1 overeen.

Door de grenzen van ¢ aan te passen, bekomen we een andere som. Bijvoorbeeld

5
d@i-1)=@2-1-1)+2-2-1)+(2-3-1)+(2-4-1)+(2-5-1) =25.
=1

De letter die we kiezen voor de sommatie-index speelt geen rol. Zo is

6

6 6
Z(2j—1):22n—1 dRE-1)=> (2i-1)=--=27T.
j=4 n=4

k=4 1=4

Voorbeeld 2
We kunnen het sommatieteken nu gebruiken om de som 1+4 + 9+ 16 + --- + 100 compacter op te
schrijven. Elke term van deze som is van de vorm k2, waarbij k loopt tussen 1 en 10. Daarom is

L4+449+--4+100=Y K.

Voorbeeld 3
We proberen volgende som op te schrijven met behulp van het sommatieteken:

1-24+4-8+16—-32+4 -+ 256.

Wanneer we de tekens even buiten beschouwing laten, zien we dat de termen van de som allemaal van
de vorm 2" zijn, met n = 1,...,8. Deze termen hebben echter afwisselend een positief en negatief
teken. Dit kunnen we bekomen door in de algemene term de factor (—1)" op te nemen. Er geldt
immers dat

(1) =

1 als n even is
—1 als n oneven is.
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De som kan dus herschreven worden als

1-244-8416—-324+---4256 = (=1)0-204 (=)t - 28 4 (=1)2-22 4 ... 4 (—1)8.28

Opmerking: ook het product van getallen kunnen we compact noteren. We gebruiken hiervoor de
Griekse hoofdletter pi (II) en definiéren

n

H:C,-:xm-$m+1-xm+2-....xn_1-:En.

i=m

1.13.2 Rekenregels

Bij het rekenen met sommen mogen we gebruik maken van volgende rekenregels:

Rekenregels sommatieteken

1. i/\xz = )\ixz

n n n
2. Z(wi—i-yz’) = Zﬂiﬁ-zyz
] =m =m

3. A = (n—m+1)-A

Hierboven duidt de index 7 bij x; en y; erop dat deze termen kunnen afhangen van de sommatie-
index i. Merk op dat A\ deze index niet heeft. We veronderstellen dus dat dit een constante is
(onafhankelijk van 7).

De eerste twee rekenregels volgen onmiddellijk uit de distributiviteit, associativiteit en commutativiteit
van de optelling van reéle getallen. Ook de derde rekenregel is niet zo moeilijk te begrijpen. Omdat
het getal A niet afhangt van de sommatie-index i, bestaat de som uit (n —m + 1) termen die allemaal
gelijk zijn aan A. Daarom is

DA=A4A+ - A=(n—m+1)- A
N——

i=m (n—m+1) keer
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Voorbeeld 1
De som uit voorbeeld 1 kunnen we ook berekenen door de rekenregels te gebruiken:

g(%—n = ngg(_l) (R-R. 2)
— 2.2622'26:1 (R.R. 1)

P
= 2.(445+6)—(6-4+1)-1 (R.R. 3)

— 30-3=27.

Voorbeeld 2

Bij het berekenen van een som moet je goed opletten wat de sommatie-index is:

3
Zi2#12+22+327
k=1

maar

Y =i i i =3

3
l
k=1

Want de sommatie-index is hier de letter k, dus i is een constante.

Voorbeeld 3
Opgelet! In het algemeen is

i=m i=m i=m
Bijvoorbeeld
n 2 n
() #22
i=1 i=1
want
n 2 n n
i=1 i=1 i=1
= (r14+x+-Fay) (@1 +a2+- -+ )
= (B3 +mzo+ -+ 313 + 2221 + 254,
terwijl

n

§:2 2 2 2
Z; :$1+x2++$n

i=1
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Voor het berekenen van sommen kunnen volgende formules interessant zijn:

Rekenregels

1. Zi:w

2
i=1
5 Zn:iZ _ n(n+1)6(2n+1)
=1
5 ii?) _ n2(n4—|—1)2

De eerste formule is eenvoudig in te zien: noem S =37 ;i Danis S=1+2+---+n, en dus
25 = (1424 +n)+ (1+2+---+n).

Schrijven we deze laatste som een beetje anders, dan zien we

1 + 2 + ... 4+ (n—=1) + n
+ n + n-1 4+ ... + 2 + 1
(n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1) =n(n+1)
Bijgevolg is
2S5 =n(n+1),

waaruit de eerste formule direct volgt. De andere formules vergen wat meer werk om aan te tonen,
dus dat zullen we hier niet doen.

1.13.3 Afzonderen van termen en veranderen van de sommatie-index

Om berekeningen te vereenvoudigen kan het handig zijn om de eerste of laatste term van een som af
te zonderen.

Voorbeeld
Bekijk onderstaande som:

4
—64+ ) i
i=1
Wanneer we de termen uitschrijven, vinden we
644 (13423 +33 +4%) = —64 + (1 + 8 + 27 + 64).

De laatste term van de som valt dus weg door de extra term —64. Het resultaat kan opnieuw als een
som geschreven worden. Deze som is bijna dezelfde als de originele, we moeten enkel de bovengrens
van de sommatie aanpassen omdat er nu een term minder is:

4 3 3
—64+ ) P =—64+) PP+4¥=> i
i=1 =1

=1

Brugcursus wiskunde FTI 28



& ELEMENTAIRE ALGEBRA

In het algemeen is het steeds mogelijk om de eerste of laatste term van een som af te zonderen:

Rekenregel (Afzonderen van de eerste of laatste term)

Er geldt dat

n n n—1
in:xm—i— Z xz:<2xz>+mn
i=m i=m

i=m+1

Merk op dat bij het afzonderen van een term de algemene term niet verandert, enkel de sommatie-
grenzen.

Eenzelfde som kan steeds op verschillende manieren geschreven worden met behulp van het somma-
tieteken:

Voorbeeld
We kunnen 1+ 2+ 3 4 4 op verschillende manieren schrijven. De termen zijn allemaal van de vorm k,

voor k=1,...,4, dus
4

1+2+3+4:Zk.

k=1
Maar we kunnen ook zeggen dat de termen van de vorm n — 1 zijn, voor n = 2,...,5, of nog anders:
van de vorm ¢+ 1 met ¢ = 0,...,3. Daarom is ook
5 3
14243+4=) (n—-1)=> (i+1)=...
n=2 =0

Hoe gaan we nu bijvoorbeeld over van Zi:l k naar Z?:O(i + 1)? We hebben k vervangen door
t = k— 1. Met deze substitutie vinden we k = i+ 1. De waarde i+ 1 is dus de nieuwe algemene term.
Vervolgens bepalen we de nieuwe onder- en bonvengrens van de som. Als k = 1, de ondergrens van de
originele som, dan is i =k — 1 =1 — 1 = 0 de nieuwe ondergrens. Als k = 4, de originele bovengrens,
danis¢=k—1=4—1 = 3 de nieuwe bovengrens. Vullen we dit allemaal in, dan vinden we inderdaad

4 3
k=) (i-1).

k=1 =0

Om over te gaan op ZiZQ(n — 1) is de substitutie n = k + 1 gebruikt.

Algemeen:

Rekenregel (Veranderen van sommatie-index)

Als a € N, dan is

n n+a
Z €T, = E Lhk—q-
i=m k=m+a

We zeggen dat we de substitutie £k = ¢ + a gebruiken om over te gaan van de ene naar de andere
som.
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Merk op dat bij het veranderen van de sommatie-index zowel de algemene term als de grenzen veran-
deren. Het aantal termen in de som blijft wel gelijk.

Het veranderen van sommatie-index of afzonderen van de eerste of laatste term van een som kan
handig zijn omdat deze technieken ervoor zorgen dat de sommatie-grenzen veranderen. Wanneer we
bijvoorbeeld aparte sommen willen samenvoegen tot één som met behulp van de rekenregel

n

n n
Dowmi+ Y vi=y (@it
i=m i=m

i=m
moeten we er immers voor zorgen dat de grenzen van beide sommen dezelfde zijn, anders mogen we
deze regel niet toepassen. Hebben we toch verschillende grenzen, dan kunnen we proberen ervoor te
zorgen dat ze gelijk worden door een term af te zonderen of over te gaan op een nieuwe sommatie-index.

Voorbeeld
We willen onderstaande som schrijven met slechts één sommatieteken:

6 8
D 24> i
=1 i=4

Omdat beide sommen een verschillend aantal termen hebben (de eerste heeft er 6 en de tweede slechts
5), kunnen we ze niet onmiddellijk als één som schrijven. De eerste som heeft een term extra, dus
we zullen één van zijn termen afzonderen. Op die manier zullen beide sommen wel hetzelfde aantal
termen hebben. Wanneer we bijvoorbeeld de laatste term van de eerste som afzonderen, vinden we

6 8 5 8
D24 4i=)"2+2-6+ > 4i
=1 i=4 =1 =4

Nu gaan we proberen om de sommatiegrenzen in beide sommen hetzelfde te krijgen. Bijvoorbeeld
door in de tweede som over te gaan op een nieuwe sommatie-index. We zien dat als we van beide
grenzen 3 aftrekken, we de grenzen van de eerste som bekomen. Daarom gebruiken we de substitutie
k =i—3. Dan is i = k + 3, dus de algemene term zal gelijk zijn aan 4i = 4(k + 3). Vervolgens
berekenen we de nieuwe grenzen:

Alsi=4 = k=4-3=1
Alsi=8 = k=8-3=5.

Deze substitutie zal er dus inderdaad voor zorgen dat we in beide sommen dezelfde grenzen krijgen.
We vinden
6 8 5 8
D24 4= D 2426+ 4i
i=1 i=4 i=1 i=4
5 5
= ) 2i+12+) 4(k+3)
i=1 k=1
5 5
= 124 ) 2+ ) (4k+12)
i=1 k=1
5 5
= 124 ) 2+ ) (45 +12)
J=1 Jj=1

5
= 124 (65 +12).
j=1
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In de voorlaatste stap hebben we beide sommatie-indices vervangen door j zodat de sommen gemak-
kelijker op te tellen waren. Merk nu op dat we de losse term 12 nog mee kunnen opnemen in de som.
Wanneer we in de algemene term 65 + 12 voor j de waarde 0 zouden invullen, krijgen we immers
precies 12. Daarom is

5 5
12+ (65 +12) = ) (65 +12),
j=1 7=0
en dus krijgen we tenslotte dat
6 8 5
D24+ 4i= (65 +12)
i=1 i=4 j:O

1.13.4 Dubbele sommatie

Een dubbele sommatie is een som waarbij er twee sommatie-indices zijn en de termen van allebei deze
indices kunnen afhangen:

Definitie

Zij m,n,p,q € N met m < n en p < q. We definiéren

Foeg(E0) 2 E)

j:waq

Wanneer de onder- en bovengrens van beide sommen dezelfde zijn, schrijven we

i,j=m i=m \j=m j=m \i=m

De volgorde waarin we sommeren (eerst over i en dan over j of omgekeerd) speelt dus geen rol voor
het eindresultaat. Ze kan wel een rol spelen in de hoeveelheid rekenwerk.

Voorbeeld
2 3 2 3
2 i = 2\ i =i |
]1211,7% =1 7j=1 =1 7=1
2
= Zi-(12+22+32)
l;l ,
= > M-i=14->"i
i=1 =1
= 14-(142) =42

We hebben hier eerst gesommeerd over j, en dan over i. Merk op dat we in de tweede stap ¢ voér de
binnenste som mochten brengen omdat deze waarde daar een constante is (i hangt immers niet af van
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de sommatie-index j).
Draaien we de volgorde van sommeren om, dan bekomen we hetzelfde resultaat:

j=1 \i=1 i=1

i=1,...,2
j=1y3
3

= > i (1+2)

Jj=

1
3
= 3> #=3-(1"+2"+3)
1

J
= 314 =42.
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OEFENINGEN OP ELEMENTAIRE ALGEBRA

1. Noteer volgende verzamelingen in symbolen:

(a) De verzameling met als elementen —1, 1 en 2,5.
(b) De verzameling met als enige element het getal .

(¢) De verzameling bestaande uit alle reéle getallen strikt tussen —1 en 7.
(d) De verzameling bestaande uit alle breuken tussen —1 en 7 (niet strikt).
)
)
)

De verzameling van alle oneven natuurlijke getallen.
f

(g) De verzameling bestaande uit alle reéle getallen die tussen 1 en 2 liggen (maar niet gelijk
zijn aan 1) of die strikt groter zijn dan 3.

(e
(

De verzameling van alle gehele getallen die een veelvoud zijn van 3.

2. Hieronder zijn enkele getallenassen getekend waarop telkens een aantal getallen aangeduid zijn.
Noteer voor elk van beide assen de verzameling bestaande uit al deze aangeduide getallen.

(a)

@
—2 3 R
(b)
® S
—6 7 R
(c)
L & < @ @
-3 0o 1 2 4 R

3. Leg uit in woorden wat volgende uitspraken in symbolen betekenen. Welke uitspraken zijn
correct?
(a) Vg € Z: g is deelbaar door 2 = g is deelbaar door 4.
b) Vg € Z: g is deelbaar door 4 = g is deelbaar door 2.
)

d) Vzr € R: z is even < 22 is even.
() Ve >0,y e R:z>y>0.
(f) VeeR,IyeR:z+y > 0.
(g) yeR,VeeR:z+y > 0.

(
(c) Vg € Z: g is deelbaar door 2 < g is deelbaar door 4.
(

4. Bepaal van de volgende delingen quotiént en rest:

deeltal deler

2t 4+ 23 — 42?2 + 11z — 4 2+ 2z —1
1823 + 2 -5 3z —2
2242 — 2% —8 3z —a%—4
zt — 223 + 62— 9 x? -3
2724 + 4 — 1222 372+ 22 -1
42—zt —1 24+l
1628 + 1 222 — 1
1225 — 1922 — 22 +9 622 —x —3
322° — 243 2x — 3
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deeltal deler

224 + ¢ — 322 2 — 22

22% + bty + Txy? + 6y° 2z + 3y

6z + 7wy — 2022y + Txy® — 24 322 — xy + 2?

224 + 23y — 1122y? + 11y + 159* 22 + 2zy — 3y?

62° + 2ty — 2523y? — 522y + 21xy? — 390 x? — 3y?

26 4+ zhy? — 22yt — yf 2 — 22y + xy? — o

5. Voer de volgende delingen uit met de regel van Horner:

deeltal
T2+ 2% —x+8

rt 42?41

22 +222 —5x+6

St — a3 — 2?2 —1

3zt + 23 — 722 482 — 6
T2® + 24x* — 3323 + 8
1628 + 823 +9

T —x+1
22 +5r+1
ded + 22— 2 —6
923 + 622 — 11z

4t — 1823 + 2222 — 2 + 3

deler
T —2
z—1
T+ 1
T+ 2
z—3
T+5
T+ 2
z+6
2z —1
20+ 1
3r—1
4 — 3

6. Bepaal de rest van de volgende delingen (quotiént niet berekenen):

112 + 24 —1 door
1224 — 23 + 722 — 8

1323 + 422 — 2 — 1

14z* + 102 — 105

23+ 7% —4x +8

222 + Tx — 8

Tad — 22+ 2+ 1

1022 + 11z + 12

B+ r+1

xt — 1523 + 622 —x + 4

rz—1
z+1
T —2
T+ 2
r—3
20 — 1
2x + 3
5r — 1
2x +1
-2

7. Een veelterm laat bij deling door x — 1 als rest 5 en dezelfde veelterm laat bij deling door x — 2
als rest 85. Wat is de rest bij deling van deze veelterm door (z — 1)(z — 2)7

8. Een veelterm laat bij deling door = — 2 als rest 10, bij deling door = + 2 als rest 6 en bij deling

door = — 3 als rest 26. Wat is de rest bij deling van deze veelterm door (z — 2)(z + 2)(z — 3)7
9. Vereenvoudig volgende quotiénten door te ontbinden in factoren:
(z° +243) - (fl?+3) (2T = 2V2) : (Vo — V2)
(812 — 16y*) : (3z — 2) (z* —25): (z — /)
(28 —625) : (22 +5) (25 +4V2) : (z + V2)
(32215 — 3125) : (223 — 5) (23 +6) : (x4 6/3)
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10.

11.

12.

13.

Ontbind in factoren:

423 — 2022 + 332 — 18 (2% — 2 +4)° — 4(a? + 22 — 5)°
32° + 24 2?2 — (V3+V2)z + 6

x® — 43+ 2% —4 2 —y? 4+ 10z + 25

27 + 162 + 64z 4a? — 25 — day + y?

3 433 250a3 + 300a2b? + 120ab* + 16b°
2?2+ (V54 1)z ++/5 ab — v

(a—=1b)3+ (a+0b)3 xt + 22+ 25

17822 — 239z + 61 23 + 32210 + 30z + 10v/10

zt 4+ 4 2 — a3 — 82+ 8

422 +1 22— 9y? — 5 + 6y\/5

3 — 2% — 21z + 45 203 — 2?2 + Tx + 4

925 + 512* + 3122+ 5 z* + 1923 + 13522 + 425z + 500
Bereken:

aﬁ—l‘(a?—kl)2—a2
a+1 " (a42)?—a?

(e (o))

3

] 2 (2a* - 2)

_ oy zty | z—y 2zy
THY — Py . Ty Ty ey
o — x3 CEty Ty 2xy
T =Y~ Zrogty? 7y + Tty TP—y?

Bij het oplossen van vergelijkingen in R zijn de volgende gevallen voorbeelden van het overgaan
naar een gelijkwaardige vergelijking. In welke gevallen is de overgang niet correct gebeurd?
Verklaar.

3 + 62 = bx + 222 & 22 4+6=>5+2x
(22 —1)? = (z + 3)? & 22—1=x+3
Tx + 3 9
— =11z & Tr+3 = 1lz(x* 4+ 1)
241
r—T=+vx—-1 & (x—7)2=2-1
(22 +3)3 = (4o —7)3 & 20 +3=4x -7
222 + T2 +6
oy —3— L T 1T+0 & A2 — 9 =222 + Tz +6
2x +3
(22 +52)2 =9 & 2?2 +5r=3
z(z+3) =5(x+3) & r=5
Los op in R:
22+ 142 4+40 =0 622 +pr—p> =0
7?2 = 29z + 1122 22 —a? =b5x + 5a
22 +17 = (V3+V2)z 22 —2(a+b)x +2ab+b* =0
22 + 7 = 42 + 14z 222 —2(a+3)z+a*>+3a+5=0
2?4 21 = 32/ 622 +p? = (5p + q)x + ¢*
822 = 703z + 711 3222 — ab = 4(ax — 2bx)
622 +2—-35=0 22 4+ p? =p(2z + q) — q(x — 2q)
42 4 252 — 21 =0 abr® +4(a—b)z —16=0 (ab#0)
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6322+ 172 —10=0
2422 + 38z +15=0

22 — 0,382 40,0105 = 0
5622 + 892 + 35 =0

22 +0,79z — 0,2862 =0
22 + 942 = 101

14. Los op in RR:

x(x —4) 3x

-1
r—1 +a:—1
2 2 r—06
r—2 x+4+2 x2-4

15. Los op in R:

4zt — 6322 = 16

2(x* —7) =9(2% - 1)
2(z* +2) = 922

3zt + 1422 +15=0
Tzt + 4 = 2922

(222 +1)(22%2 —1) + 322 =0
xt = 3422 — 225

162* = 8122 — 5

4z* + 108 = 5722

3zt — 23822 — 405 =0
562* + 4322 +5=0

16. Los op in R:
22 \? z?

=6
(m—5> +$—5

2 _ 7\ 2 _

(x 7) +6_5:1: 7

r—3 z—3

2t =82 +4=0
22 —10224+1=0
xt —2422 +4=0

17. Los op in RR:

2?4+ r—-1=0
B4t —dr—4=0
22— 622+ 1lx —6=0
24+ —x+2=0
22 —9=2322—-3z

a2 —4x? —4x—-5=0
203 + 22 4+3x—-2=0

(a®

CL(L’Z

—bv)2?+2ar+1=0

(a # +b)
+ (a+b)z =blax +a+0)

22— (a+b+3)z+ab+a+2b+2=0

22— (2a+1)x+a?>—b*+a+3b—
2?2 —2(a—b+3)x +a® —2ab— 8% +6a+12b=0

_ 1 n 3z
xr—4 x—1 a22—5x+4
4 B x + 27

X

r—3 3xr+1 322

—8xr —3

820 + 21523 — 27 =0

(22 —{—2x)2—|—:p2+2x:()

(322 —Sm) + 322 — 8z =12
(22 —2)? +2—3(:v7x)

(22 — 4x) +2(2% —42) = 15
(22 — )2—1—4(952—293)—!-3:0
(x* —222)% — 6(z* — 22%) = 16
(23 — ) +15—8(x —5)
28 — 8521 4+ 324 =0

10 + 292° — 96 = 0

a:
212 — 2820 + 27 =0

z+3)\2 z+3
1 —

-6\’ -6
3(——| —17 10=0
<2:c2+1) 22211

et =62 +1=0
162* — 2422 +1=0
16 = 92%(2 — x)(2 + z)

S+ 23 — 1122 —4x—4=0
2t — 1023 + 3522 — 502 +24 =0

45

— 8z + 3523 — 7022
425 — 2124

—9x4+18=0
— 13922 +36=0

20—t 4423 — 822 + 42 —8 =0
3x® — 2% — 3923 + 1322 + 1082 — 36 =0
2 =520+ 72t — 522 4+6=0

(a#0)

2=0
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18. Los op in R:
(222 + 2 —12)? = (22 — x + 3)? (22 4+ 3)2 = (5 — 2%)?
(22 +2)2 + (22 -4)3=0 (23 4+ 2 —5)? = (22 +5)?
:1:2—433_ x—2 a3 dr 80 _ 422
x—2 — 4z r+9 x+5 22+14x+45 2+9
8z% (10 —x)? 1922 =122 2 2° _ 5
(x—1)3 a3 ~7x+3 -3 20-1
19. Los op in R (stel z + L = y):
z* — 1323 4+ 1622 — 132 +3=0 2 —dat 4t — 22 +42-1=0
ot — 423 + 22 4z +1=0 625 — Tzt —2® — 2> —Tx +6=0
20. Los op in R:
Ver—1=T7T—-=x Vi+6—2rx+4=2—=x
Vi—-xz=z-2 VIr+4— 32 —-3=+6x+1
V100 — 22+ 32 =0 Vi+19=2/z+4+/1—z
Va2 —1 =28 —4x VT+5+V/z+6=0
Vr+3+4=+23—-=x V3r+24+ 13 —6x =8 —6x+V3x+7
3Vr+6=+vr+30-2 Vr+2l—/1l —x =z +14—4—=x
21. Los op in R:
4 vr+1+2
243 20— 1= 2 =
Va2 +3+ V2 T + —1_ 3 S
Va2 — x4+ 100 Vr+9—+vr+4
Vit+1l4+x=3—-V4—z =
Vr+9++x+4 Vr+1
27 + 5)* 2z +5
2+1 2_2= 3 ( — 24 =0
VaZ +1++Vx V3 Sy T+1+
-3 —4
VI0—222 — V222 ¥ 3 =1 \/x +\/x — 1
x—4 x—3
Va3 —4++V9— a3 =23 +4 Jr—1+YB8—-r=1
Vil +5+2Vz+d=2+1 Vir =4 -z
Vad + 8+ Vad —8 =4 Vad —a2+5=x—1
Ve+6=+6—1z
22. Bestudeer het tekenverloop als x de verzameling IR doorloopt:
3 — 4z (3 — ) (22 +4) (42?2 — 32— 1)(5 — z)
2?(z — 8) (1—2)(2—=x) (6—z)(b—z)(4—x)
23 — 622 + 9z —:U2—11x+12 (1—2)%(x+8)3(4 — )
(7 — 22)? (1—5z)(x2—9) (10133— 3)4(11 — 2)®
(23 —27)3 (17 — 22)(16 — 22) (17;10 — 8z — 9)3x2
(22 — Tz + 10)* (z* —16)3 ot 4223 — 1122 — 122 + 36
3 4 52 (x+11)(z? + 2 — 2) 425 — 42* — 1223 + 1222 + 92 — 9
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23. Bestudeer het tekenverloop als x de verzameling IR doorloopt:

Tr—6
223 — 922 + 10z
3 4+ 1000
(3 — 622 + 11z — 6)2
(x+2)(x —5)5
(x +6)%(x—T7)3
24. Los op in R:

(x+1)(x—2)<0

T2+ 11z +4>0

822 — 13z +5<0

622 — 11z — 10 >0

x® > 22

>z

24 < 23

z® < 23

Tx —6

8xr+5

21 —4x

(x +1)2 =0
16 — 22

22 4+ 10z + 25

26 — 224 4+ 22 >0
x2 -9 -

|22 — 22 + 6| > |22 + 2|

<0

<0

(11z — 12)(z — 1)4
(z —3)3(7 - 2)*(8 — z)

(2% - 3)(11 + 2)%(13 — )
A+2)b—2)3+x)(2—12x)
ot — 423 + 627 — 4 + 1
(14 — z)(2? + 13z + 50)

234+ 7% + 1220 > 2% -8

z(x+2)? <94z —a?

(x+1)%(x+2)3(x+3)* >0

4t + 422 +1 <0

4ot — 42 +1<0

23(x + 8) > 16(2® — 2?)

(11 —2)2(13 —2)5(14 —2) < 0

(22 — 3)3 > 23

xt + 22245

x* — 1522 4 54
4

> 1627 + 16
x

1 1 < 2x
2—x 24z 4422
2 _
1> x 25x
— 22 — 26z + 169
1322 — Tz + 6] < |22 — 5z + 3]

<0

:c7—|—x3

25. Los volgende stelsels ongelijkheden op in RR:

(z+3)*(x—1)>0

>0
(44 z)(8 —x)*
zt > —2?
2% — 22 + 6| > |27 + 2|
3x 1
T — 2 x

26. Splits in partiéle breuken:

T+ 13
6—x—a2
11x 4+ 13
3x2 +8x +5
1
2 -1

|22 — 3| < |z — 5]

(22 —2)2 < 4
2 _ 3

(x* — 9z + 14) >0
z(x+ 1)

922 4 25 < 30x
(22 —=5)2>1
11

<
3r+1 " 3224+2+12

3r — 23
22+ 3z — 28
822 — 2 + 1

83 — 2x

rz—1
3+ 222 +
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322 + 122 + 11
23+ 622+ 11z +6
30 — 6x
223 + 22 — 6x
23 =32+ —12

522 + 18
25+ zt + 23
2 +13
23 +4x +5
X

zt+ 522 +4 zt 4+ 1322 4 36
223 + 322 + 192 + 20 25 + ot + 323 — 822 4 282 + 48
2t + 722 + 16 26 — 1623 + 64
2 —4x —1 23 — 622 + 32 — 2
223 — a2 — 1 2t + 322 +4
(r—1)(x+5) 4a% +13
3 — 622 + 122 — 8 473 + 8x2 — 11z + 3
—x? + 28z — 4 223 + 1822 + 45z
(% —4)° (4 3)*
27. Construeer de grafiek van de functies waarvan het voorschrift gegeven is door:
y = [2z — 3| y=1[5—
y=|z—3—3 y=2+ |2z — 1|
y =22 +z -2 y = |32% — 4z + 1]
y = |tg x| re -5, 7] y = |cosz| x € [0, 27]
y = | log x| re RS y = |Bgsin x| z € [—1,1]
28. Los de volgende vergelijkingen op:
|22 + 32 — 4| =5 |32 — 4] =2
|sinz| = 0,5 |logz| =2
29. Los de volgende ongelijkheden op:
|3z — 1] < 2 |22 —1] <5
le?*=1| <5 |log(2z — 1) < 1
|22 — 4| > 8 |4z — 5] > 3

30. Schrijf de termen van onderstaande sommen uit en bereken:

4 3 3
, I+1 :
> 3i 61 > _(3a)
4 16 11
5I+1
23 Z;k 2;“”] @ =1)
9 12 2
Z(—l)"f1 cos X Z n-a’ Z(—l)kﬂx/k—i—l
2
n="7 n=10 k=2
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31. Schrijf met behulp van het sommatieteken:

iyl LR S
4 42 43 430 2 3 4 5 13
a1 —az +az — a4+ -+ — a0 L e S
VB —VT+V9—VIL+- -+ V1T
32. Bereken:
150 60
1 1 > Z 3
> (- s
Py <Z+4 i+5 —
50 10
> (i —3)? > (a+i)?
i=1 i=1
33. Bereken onderstaande dubbele sommen:
2 .
> > w
ij=1 i=1,...,60
§=3,...,10
6
> 2if > Bi+y)
i,j=5 i=1,...,3
5=0,...,4
34. Schrijf als één som:
6 6 6
11+ (2i—3) > VBi-Y Vi
i=1 i=1 i=3
12 304 5 16
.2 . . .
Zz —Zgz Z(—2z+12)+2(@+3)
=7 1=25 i=1 i=11
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ELEMENTAIRE ALGEBRA: OPLOSSINGEN

1.

(a) {-1;1;2,5}

)
)
) [=LANQ

(e) {n € N | nisoneven} of {2n+1|neN}
(f) {neZz ’ n is veelvoud van 3} of {3n ’ n € Z}
)

)

)

)

)

(g) ] —1,2] U]3,400]
(a) | —o00,3]\ {—2} of |—o00,—2[U]—-2,3]
(b) R\ ]-6,7 of ]|—o00,—6]U]7, +o0|

(Fout)

Voor elk geheel getal geldt: als het deelbaar is door 2, dan is het ook deelbaar door 4.

(b) Voor elk geheel getal geldt: als het deelbaar is door 4, dan is het ook deelbaar door 2.

(Juist)

(c) Voor elk geheel getal geldt: als het deelbaar is door 4, dan is het ook deelbaar door 2 én
als het deelbaar is door 2, dan is het ook deelbaar door 4. (Fout)

(d) Een reéel getal is even als en slechts als zijn kwadraat even is. (Juist)

(e) Voor elk strikt positief getal kan je een getal vinden dat strikt kleiner is, maar nog altijd

strikt postief. (Juist)

(f) Voor elk reéel getal bestaat er een ander reéel getal zo dat hun som strikt positief is. (Juist)

(g) Er is een reéel getal zo dat de som van dit getal met eender welk ander reéel getal strikt

positief is. (Fout)

. 222 -3z 44 en 0,

622 +4x +3en 1,

r+2en 0,

22 —2x 4+ 3 en 0,

922 — 6z +3en —122 + 7,

22 —x — 1 en 4z,

825 + 4% 4 222 + 1 en 2,

223 + 2 — 3 en 0,

162 + 2423 4 3622 + 542 + 81 en 0,
—222 —lenz+2,

22 + 2y + 2y en 0,

222 + 3xy — Ty? en —62y> + 12y* (met rangletter z),
222 — 32y + y? en 18y* (met rangletter ),
623 + 222y — Toy? + y3 en 0,

23+ 2%y + 2y® + 4> en 0.

722 4 152 + 29 en 66,

22+ 22+ 22 +2en 3,
22+ 12 —6en 12,

523 — 1122 + 21z — 42 en 83
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10.

11.

13.

14.

15.

323 + 1022 + 23z + 77 en 225,

72t — 1123 + 2222 — 110z + 550 en —2742,

16x® — 322 + 6422 — 12022 + 2402z — 480 en 969,

z8 — 62° + 362* — 21623 + 129622 — 77762 + 46655 en —279929,

1 11 15
5T+ 4 en 7,

2_1,._ 1 _23
20" — x — g en —F,

R +3:U—§en —%,

113

531
16:): + i en

3 15,2
x Tre+ 64 -

11, 12, 117, 39, 86, —4, — 223 L Z 20 — 31v/2.
80z — 75.

322 + o — 4.

xt — 323 + 922 — 272 + 81 x4+ V2 +2

2723 + 1822y + 12xy? + 83

28 — 5t + 2522 — 125

16212 + 4022 + 1002 + 25023 + 625
2z — 3)2

(z —2)(
3(x+2)(2? — 2z +4)
(a:+1)(x+2)(:n—2)(a: —xz+1)
z(z +2)%(2? — 22+ 4)?

(z +V3)(2? — V3 +3)
(x +1)(z + V5)
2a(a® + 3b%)

(x — )(1781:—61)

(22 + 22 + 2)(z% — 20 + 2)
(22 —l—x—l—l)(x —z+1)
Ex 3)%(z + 5)

23+ 225 4+ 5z + 55
2t — 232 + 222 — 222+ 4
22—z 6+ V36

=3z -1z —-2)(z+2)(x+7T)

(&~ V) —V3)

(x+y+5)(z—y+5)
(2xr—y+5)(2x—y+5)

2(5a + 2b%)3

a —b)(a+ b)(a® — ab + b*)(a® + ab + b?)
22 + 32+ 5)(2% — 3z +5)

(

E

(z — 1) (x4 1)(z — 2)(2® + 22 + 4)
(z+ 3y — \f)(:v—3y+\/5)

(

(

22 4 5)(3z% + 1)? r+4)(z+5)3

3

X
2> 17 _E
ste 71 711 5 7
1 k?())lom ‘gzl _4}a3 {—522a51}, 0, {-3 5} {ﬁ 2vrt, {-L% ) {-5.3h
{—7,1}, { 97 {_17_6}7 {0,35;0,03}, 2 }
{-1,06;0,27}, 47—1—\/2310,— —1/2310}
2de kolom :{ g } {_a7a+5}7 {b,2a+b}, ®7 {pT’LJQFq}? {%7_%}7 {p+q7p_QQ}7
-8 {b,-22 {a+2,b+1}, {a+b-1l,a—b+2}, {a+2ba—4b+6}
1 kolom : {—1}, {3}
24¢ kolom : @, {-3
1 kolom : {~4,4}, {=V5,VB}, {-22-8.%}, 0, {2297} {33}
{_3737 _575}7 4747 f \/>} {_%737_2\/3,2\/3}7 {_9a9 7®
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

24.

25.

29¢ kolom : {-3,3}, {0,-2,-1}, {2,%,3,-3}, O,
{2)_2}) {2’ m}v {_3’3)_\/57 \/5}7 { 2 f}
{7372\/@, 732\/@} {-2,5,

{1,2,1+ 2,1 -2}

{(V3+1,V3-1,—V3+1,-v/3 -1}
{V3+v2,V3-v2,—V3+V2,—V/3 -2}

{2+ V7,2 -7}, {1},
{—1,1,—3,V3}

1+v73 1-+/73 }
6 6

{\/ﬁ+\/§ V10—v2 —/10+v2 —\/ﬁ—\/i}
4 ) 4 ) 4 ) 4
{\/§+1 V2-1 —v2+1 —\/5—1}

2 0 2 2 ’ 2

ARG SV ARV i BV

(VT+V5,VT =5, —VT+V5,—V7T—V5} {11, \Fl O—l\ﬁ}
1%° kolom : {1}, {-1,-2,2}, {1,2,3}, {-2}, {3}, {5}L{3}

29 kolom : {-2,2}, {1,2,3,4}, {-3.3.2}, {-3,-%1,13}, {2},
{-2,2,-3,3,3}, #2,—v2,V3,—V3}

15t kolom : {—5,3,V/3,—v3}, {—1,1}, {EEYAT 3=yAT 5017 5-VITy y9 53
29 kolom : {—1,1}, {0,10}, {—4,-2,2}, {-1,-3}

1% kolom : {3,3}, {2—+V3,2+3}

29 kolom : {1,2—-+v3,2+v3}, {-1,%2,3

1%° kolom : {5}, {3}, {-6}, {-%.3}, {-2}, {-5}

29 kolom : {-2,2}, {3}, {-3,1}, O, {3}, {-5}

15t kolom : {1}, {0, =231 /3}, {22}, 0, {5}, {2}, {2}
2% kolom : {7}, {0}, {3 13485 1808y (Ll 2y fo9} {2}, O
| —1,2] ] —2,+00]
]—oo,—l[U]—%,—{—oo[ | — o0, 1]

3, 1] ] = 2,400[\ {-1}

] — 00, —3] U [5, +00] %

J1, +00] {(—2.%)

| —1,0[ U1, 4o00] R

[0, 1] 113, 14]

| —o00,—1[U]0,1] 3, +00[

|- 5.4 | =3, VO[] V6,3

] — o0, I\ {-1} [=2,0[U [2,+o0 [

] — 00, 5[ U] — 5, —4[ U J4, +00] ] — 00, —2[U]0,2]

] — o0, =3[ U]3,+00[ U {—1,0,1} ] —00,169] \ {13}

R\ {2} {5}

[1,3]U{-3} 10, 2[

R\[0, 2] {3}
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26.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

2 3 4 1
T+3 z-—2 T+7 x—4

8 1 1 1 2
30+5 241 Tor "1 T2y

1 1 1 1 2
20r—1) 2(x+1) B R P

1 1 1 5 18 18 5r — 13
z+1 x+2+$+3 r 22 23 24ax+1

4 5 3 2 z—3
2x—3_5+:r—|—2 z+1 22—z+5

T 3 T T
2244 2241 5(x2+4)  5(22+9)

2x — 3 1 T+ 2 3z
:U2+;U—|—4+:U2—x+4 (x —2)2 x2—|—2x+4+($2+2x+4)2
3x 1 3r—1 2x
22 +zx+1 x—1 224x+2 22—x+2

1 8 7 1 4
r—2  w—22 T a—2p 113 (a—1)

3 4 2 9 27
(x—2)2 (x+2)2 t+3 (r+3)3 (x+3)*
RPN A R N IR RV R
{£Z + kr} {100, 51}
1551 ] —v6,v6]

] — 00,3+ 3 Inj| 135, Y
] — 00,2 —2v3[U]2 + 23, +00] ] — 00, 3[U]2, +00]

849

e 1+ 3a + 9a® + 27a°

14k —2i+1
33a” —V2+1
12 .
>
Pl 1
30 '
Zﬂ_&
=1
10046697

10a® + 165a® + 1155a + 3025

14640a
120
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7 2
34. > (2i—3) > VBi
i=1 =1
12 6
PG 5 16) > (=i +25)
=7 i=1
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2 COMPLEXE GETALLEN

2.1 Inleiding

Vierkantsvergelijkingen van de vorm
az? +bz+c=0,

waarbij a, b, c € IR en a # 0 lossen we op met behulp van de bekende formule

L —b+ Vb? —4dac
- 2a '

Soms gebeurt het dat de discriminant, dit is de uitdrukking onder het wortelteken, strikt negatief is.
In dergelijke gevallen zeggen we dat de gegeven vierkantsvergelijking geen oplossingen heeft omdat we
in R geen vierkantswortels van negatieve getallen kunnen berekenen.

Het meest eenvoudige geval waar dit voorkomt is het volgende: (kies a = 1,0 =0,c=1)
224+1=0.

De discriminant is hier gelijk aan b? — 4ac = —4.

Laten we nu even veronderstellen dat deze vierkantsvergelijking toch een oplossing heeft, dus dat er
een getal bestaat, noem het j, waarvoor geldt:

of nog;:

Dan is het eenvoudig om in te zien dat dit getal j geen reéel getal is. Als het getal j reéel zou zijn,
dan moet het ofwel strikt positief zijn, ofwel strikt negatief (nul is uitgesloten want het kwadraat van
nul is nul).

Stel dat j > 0. Als we in deze ongelijkheid beide leden vermenigvuldigen met het positieve getal j,

dan blijft de ongelijkheid bewaard:

i>0 = >0 < -—1>0.

Dit laatste is onmogelijk, dus j kan geen positief reéel getal zijn.

Stel dat j < 0. We vermenigvuldigen beide leden met het negatieve getal j, en de ongelijkheid keert
om:
i<0 = >0 & -1>0

Dit is opnieuw onmogelijk, dus j kan ook geen negatief re€el getal zijn.

We besluiten dat het getal j niet reéel is!

Met behulp van dit nieuwe getal j kunnen we nu twee ‘oplossingen’ vinden van de vierkantsvergelijking
2Z24+1=0:
Z24+1=0 & 2Z-i#=0 & (z—j)-(z+j=0.
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Hieraan is inderdaad voldaan voor z = j (dat wisten we al) en voor z = —j.

We hebben de vierkantsvergelijking opgelost: we vinden twee symbolische oplossingen, namelijk j en
—j. Dit zijn geen reéle oplossingen.

We proberen nu een iets moeilijkere vierkantsvergelijking uit:
22 —42+13=0.
De oplossingen hiervan zijn:

b+ VB2 —dac  4+VA27 4113 44 /=36

: 2a 2 I R
Met behulp van het nieuwe getal j kunnen we een betekenis geven aan deze uitdrukking, en wel als
volgt:
44++-36 4+/36-(-1)
z = =
2 2

_4£4/6%)7 446

B 2 2

=243].

Merk op dat we in alle tussenberekeningen te werk gaan alsof we met reéle getallen te maken hebben.

We vinden zo twee waarden voor z, namelijk
z1=24+3] en 2z =2-3j.

We kunnen nagaan of het hier echt om oplossingen van de gegeven vierkantsvergelijking gaat door
te controleren dat deze getallen voldoen aan de gegeven vergelijking. Bijvoorbeeld voor zo = 2 — 3j

vinden we, opnieuw rekenend zoals met reéle getallen en gebruik makend van het feit dat j> = —1:
(2-3j)2—4(2-3j)+13 =(4—-12j+9j*>) —8+12j+13
=9+9j?
=9+9-(-1)
=0

De uitdrukking 2 — 3j is inderdaad een oplossing van deze vierkantsvergelijking. Ook 2 + 3j voldoet
aan de vergelijking.

We hebben twee ‘oplossingen’ gevonden van de gegeven vierkantsvergelijking, het zijn echter geen
reéle getallen. Maar net zoals in het geval van reéle wortels kunnen we nu het linkerlid van de
vierkantsvergelijking ontbinden in twee factoren:

22 —424+13 =(z—21)- (2 — 22)
=[z=2+3J))]-[z-(2-3))]
Het is eenvoudig in te zien dat in het geval van een strikt negatieve discriminant de oplossingen van
een vierkantsvergelijking steeds te schrijven zijn in de vorm
z=x+y]j

met x,y € R, indien we zoals boven gebruik maken van het nieuwe getal j.

Een dergelijke uitdrukking noemen we een complex getal.
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Definitie

Een complex getal is van de vorm
z=xz+y] metzx,yclR.

We noemen x het reéel deel van z, dat we noteren door Re z, en y het imaginair deel van z, met
notatie Im z.

Als x = 0 noemen we het complex getal z = yj zuiver imaginair.

Een complex getal heeft dus de volgende structuur:

reéel getal 4 reéel getal x j.

Merk op dat indien y = 0, z een reéel getal is: elk reéel getal is dus ook complex (met imaginair deel
gelijk aan 0).

Voorbeelden

e Het complexe getal z = 7 — 3] heeft als reéel deel 7 en imaginair deel —3. In symbolen: Rez =7

en Imz = —3.
° Alsz:—\/i—%j, dan is Rez = —v/2 en Imz:—%.
e Voor z = —7j vinden we Re z = 0 en Im z = —m. Dit complexe getal is dus zuiver imaginair.

Met behulp van complexe getallen kunnen we elke veelterm van de tweede graad in z ontbinden in
twee factoren van de eerste graad. Beter zelfs, men kan nu bewijzen dat elke veelterm van graad n te
onbinden is in n factoren van graad 1.

2.2 Rekenen met complexe getallen
De verzameling van alle complexe getallen wordt voorgesteld door het symbool C:
(D:{x+yj ‘ x,yE]R}.

We kunnen rekenen met complexe getallen zoals met reéle getallen, rekening houdend met het nieuwe
getal j waarvoor j% = —1.

Definitie: Som en verschil van complexe getallen

De som (en het verschil) van twee complexe getallen zijn als volgt gedefinieerd:

(1 +y1]) + (@2 +y2]) = (w1 +22) + (11 + y2) J,

(1 + 1)) — (w2 +y2]) = (¥1 — 2) + (y1 — ¥2)J-
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Voorbeelden
e 3—4j)+(-16+3j)=-13—1j

o (m=5)) = (=9+35)=(T+9)+(-5-1%)]

We gebruiken nu de rekenregels van reéle getallen om het product van twee complexe getallen te
berekenen: . .
21z = (x4 1)) - (z2 + y2))

= 2132 + Toy1 ] + T1Y2 ] + Y1y2j°
= (r122 — y1y2) + (r1Y2 + 201) j-

Daarom definiéren we het product van twee complexe getallen als volgt:

Definitie: Product van complexe getallen

Het product van de complexe getallen z; = 21 + y1j en 22 = x2 + y2 j wordt gegeven door:

(1 +y1i) - (@2 + y2j) = (z122 — Yy1y2) + (Z1Y2 + T2y1) j.

Voorbeelden
o (7T—3j)(—4+j)=-28+12j+7j—3j*=—25+19]
o 4(L +1j)=2v3+2]
e 2-JP=02-)2-)=E-4j+P)2-D=06-4)2—j) =...=2-11]
o (—4+3j)(-4-3j)=(-4%?-(3j)*=16+9=25

In dit laatste voorbeeld zien we dat wanneer we het complexe getal z = —443j vermenigvuldigen met
het getal —4 — 3j (dat enkel verschilt van z in het teken van het imaginaire deel), we een reéel getal
bekomen. Dat principe kunnen we gebruiken om het quotiént van twee complexe getallen eenvoudig
definiéren. Het getal —4 — 3j noemen we het complex toegevoegde van —4 + 3j.

Definitie

Het complex toegevoegde getal van het complex getal z = x + yj noteren we door z en wordt
gedefinieerd als
Z=x—Y]j-

Het complex toegevoegde van een complex getal vinden we dus door in dit getal j te vervangen door — j.
Voorbeelden

e Alsz=7-3j,danis Z =7+ 3],

° Voorz:—ij isz = %j,

e Wanneer z = —3, is 7 = —3.
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Indien een complex getal wordt vermenigvuldigd met zijn complex toegevoegde (zoals in het laatste
voorbeeld hierboven), dan is het resultaat reéel (en positief):

2 Z=(x+yj)(z—yj) =2>+13° e R".

Wanneer we nu het quotiént van twee complexe getallen willen berekenen, dan vermenigvuldigen we
teller en noemer met het complex toegevoegde van de noemer. Op die manier zal de noemer reéel
worden in plaats van complex:

A _nty) _atyl) 22 —ye
22 T2 +Y2] T2+ Yy2] T2 —Y2]j

_ (1 +y1j)(z2 — y2])) _ Ti@p + Toy1 ] — T1y2] — Y1y2 i
(z2 + y2j) (22 — y2j) 3 + Y3

_ (122 + y192) + (T2y1 — T1Y2) ]
x5+ 3

_ T1%2 +Yy1y2 | X2y1 — T1Y2 .

x5+ Y3 x5+ y3
Voorbeelden
7-3j (7T—-3j)(-4—j) —31+5] 31 5.
[ ] = — —_ -
—4+j (A+(-4-)) 16+1 17 17!
2200
i i(=d)

iG+1(G+2)  -3+37 (=3+j)(=j+3) —8+6]
G AUTDU+Y =8+ (34 )(i+3) 8465 (o (4
j+3 j+3 (i+3)(=j+3) 10

Een andere manier om het quotiént van twee complexe getallen te berekenen is gebaseerd op de
gelijkheid van complexe getallen.

Definitie

Twee complexe getallen zijn gelijk als en slechts als hun reéle delen én hun imaginaire delen gelijk
zijn, dus
T1+y1j=To+y] & T =22 en y; =Y.

Voorbeeld Stel dat we het quotiént willen berekenen van 7—3j en —4+ j. We weten dat dit quotiént
opnieuw een complex getal is en we kunnen dus schrijven:
7—3]
4+ j

=a+ bj.
Hieruit volgt:
T-3j=(a+bj)(-4+]),

en na uitwerking:
7—3j=(—4a —b) + (a — 4b)].
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Uit de gelijkheid van complexe getallen volgt nu onmiddellijk:

_4a_b:7 a:—%
< 5
a—4b= -3 b= 2.

Dit resultaat komt overeen met wat we vonden in het eerste voorbeeld hierboven.

De optelling en vermenigvuldiging van complexe getallen voldoen aan dezelfde eigenschappen als de
optelling en vermenigvuldiging van reéle getallen. Ze zijn commutatief, associatief en de vermenigvul-
diging is distributief ten opzichte van de optelling. We kunnen de rekenregels op pagina [5| dus gewoon
overnemen, als we x,y, z € IR vervangen door z,y, z € C.

Voor het nemen van een complex toegevoegde gelden volgende eigenschappen:

Eigenschappen complex toegevoegde

Zij z1,z9 € C. Dan is

Z1t+22 = zZ1+22

2122 = Z1°22
21 z1
Z2 Z2

2.3 Grafische voorstelling van een complex getal

Reéle getallen kunnen we voorstellen op een rechte. Complexe getallen hebben twee reéle componenten.
Met elk complex getal kunnen we dus een koppel reéle getallen associéren:

z=x4+yj] ~ (x,9)

Elk complex getal z komt zo met een punt in het (z,y)-vlak overeen. Het is de gewoonte de namen
van de z-as en de y-as te vervangen door Re z en Im z. We spreken van de reéle as en de imaginaire
as:

Im z
zZ=x+Y)
y- .................... .
1_-
o 1 ac Rez

Vaak wordt zoals op de figuur de verbindingslijn getekend van de oorsprong met het punt dat over-
eenkomt met het complex getal z.

Een dergelijke voorstelling van complexe getallen wordt een Argand-diagram genoemd. Met behulp
van zo'n Argand-diagram kunnen we de som van twee complexe getallen grafisch illustreren:

n=x1+yij ~ (r1,y1), 2=z2+y2] ~ (x2,y2)
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21+ 2z=(z1+x2)+ (11 +42)] ~ (T1+ 72,91+ y2).

Met een parallellogram zoals in de figuur kunnen we deze som construeren:

Im 2

21 + 29
YL Yoy !
yl' .......
y2-_, .y

_ : Rez

ol 71 T2

xr1 + X2

2.4 Modulus en argument van een complex getal

Naast de gewone voorstelling van een complex getal:
z=z+Y]j,

is er nog een andere die veel gebruikt wordt. Hiervoor definiéren we de modulus en het argument van
een complex getal.

Definitie

De modulus van het complex getal z = z + y j, genoteerd |z|, wordt gedefinieerd als

|2z| = Va2 + y2.

Met behulp van de stelling van Pythagoras zien we dat de modulus van z eigenlijk de lengte is van
het lijnstuk in het Argand-diagram dat de oorsprong verbindt met het beeldpunt van z.

Merk op dat we voor de modulus van een complex getal dus dezelfde notatie gebruiken als voor de
absolute waarde van een reéel getal. In het geval z € R, komt dit op hetzelfde neer.

Definitie

Het argument van z, genoteerd Arg z, is het maatgetal van de hoek tussen de positieve helft van
de reéle as en het lijnstuk dat o verbindt met het punt dat overeenkomt met 2.

Im z
z
y. .................... :
7 :
Arg z
0 1 x Rez

Het argument van een complex getal wordt steeds uitgedrukt in radialen. Omdat een hoek slechts
bepaald is tot op een veelvoud van 27 na kunnen we steeds een waarde vinden voor het argument die
gelegen is in het interval |-, 7]. Deze waarde, soms ook de hoofdwaarde van het argument genoemd,
stellen we voor door Arg z. We hebben dus:

- < Argz Sﬂ',‘
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voor elk complex getal z # 0. We merken op dat het argument van het complex getal 0 onbepaald is.
(Waarom?)

De modulus van een complex getal wordt vaak voorgesteld door 7, en het argument door 6. (In de reéle
analyse noemen we het koppel (0, 7) een stel poolcodrdinaten van het punt met cartesische coérdinaten
(z,y).) Dus, indien we werken met de hoofdwaarde van het argument:

r=|zl, 0=Argz.

In het speciale geval in onderstaande figuur zien we dat het verband tussen x,y,r en 6 gegeven wordt

door
z

r
{xzr-cosG Y

y=r1-sinf ‘

o x

Dit volgt uit eigenschappen in de driehoeksmeting. Het is mogelijk te bewijzen dat deze formules
blijven gelden in elk ander geval.

Uit de vorige formules volgt dadelijk dat voor § # £7 geldt dat

tgf = £

Misschien denk je hieruit te kunnen afleiden dat 6§ = Bgtg %? Dit is echter niet altijd juist. Het pro-
bleem is dat het beeld door de boogtangensfunctie steeds in het interval | — 7, 5 ligt, terwijl 6 gelegen
is in |—m, 7]. Indien het beeldpunt van z in het tweede (of het derde) kwadrant ligt, dan moeten we
bij de waarde Bgtg £ nog 7 optellen (of aftrekken) om de juiste waarde van 6 te krijgen. Het is dan

ook aangewezen bij dergelijke omzettingen gebruik te maken van een Argand-diagram.

Voorbeelden
(a)
Im z
z=3+2] .
2. .................... : z = 3+2.]
11 Y
r= ol = V2 = VI3
o) 1 3 Rez 9
Bgtg 5 =0,588... = 0= Argz = 0,588...
(b) .
mz 5
1 == 73]

0 t

of 1 Rez 5 5
el =402 (=22 =2

J r=lEl= 0t () =g

0 =Argz = —g (zie figuur)

|
ot
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Im z
z=—1+3j V3 2= 14 V3]
XS
s : r=lzl =/(-1)2+ (V3)? =2
—1o 1 Re z V3
3 T T 27
B —_— = — :A = — = —
gtg — 3 = 0 rg z + T 3
(d)
Im z
1
-3 o z=—=3—3]

j Rez U

— s 3T
.................... 3 Bgtg 5 =7 = 0=Amgz= —m=——"
z=-3-3]j
Voor de modulus gelden volgende eigenschappen:
Eigenschappen modulus
Zij z1 en z9 twee complexe getallen. Dan is
z1 |2’1‘
|21 - 22| = |21] - |22] en —=|=—.
Z9 |2’2‘

2.5 Goniometrische vorm van een complex getal

Met behulp van modulus en argument kunnen we een complex getal in een andere vorm schrijven, de
goniometrische vorm :

‘z:x—kyj = z:r-(0050+jsin9)‘

(afgekort: z = r-cjsf). Hierbij is r = |z| en § = Arg z. Indien z = 0, dan is » = 0 en 6 kan willekeurig
gekozen worden.

Voorbeelden
De complexe getallen uit de vorige voorbeelden hebben volgende goniometrische vorm:

3+42j =13 (cos0,588 + jsin0,588)

[\lfé3
DUt

j=35-cos(=3) + jsin(=3)]

=

e —1+V3j=2:(cosZ + jsin &)

—3—3j=3V2"[cos(—2F) + jsin(—3T)]
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Met behulp van de goniometrische vorm kunnen we complexe getallen eenvoudiger vermenigvuldigen
en delen. Hiervoor maken we gebruik van enkele formules uit de goniometrie.

Stel z1 =71 - (cosfy + jsinfy) en zo = ry - (cos by + jsinfy), dan vinden we voor hun product:

2129 =711 (cosf + jsinby) -7y - (cosbs + jsinby)
=11 - 19 - [(cos B cos by — sin by sinfs) + j(cos By sin by + sin 1 cos O)]

=71 -1 - [cos(01 + O2) + jsin(f; + 62)].

Hieruit kunnen we onmiddellijk afleiden dat

|21+ 22| =11 - 79 en Arg (21 - z2) = 01 + 02 op een veelvoud van 27 na.

Dit wordt geillustreerd in de volgende figuur:

Im z
2129

rir2

Rez

We kunnen op dezelfde manier te werk gaan voor het quotiént, en vinden dan:

z r z
At en Arg <1> =01 — 65 op een veelvoud van 27 na.
22

T2

z2

(Ga dit nal) Indien de resulterende waarde van het argument niet ligt in |—m, 7], dan tellen we bij de
gevonden waarde een geheel veelvoud van 27 op om de hoofdwaarde te vinden.

Voorbeeld
In het vorige voorbeeld hebben we gevonden dat

S ) 2 2
—§j:5-[cos<—g>+jsin<—g>} en —1+\/§j:2-<cos;+jsin;>.

(—2j> (~14+v3)) = Z~2<cos <—72T+2;) + jsin (—;FJFQ:;T))
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< 5 fen(f) 60 ()

3 1 5 5
= 5. £+j., :i_i_,j‘
2 2 2 2

Merk op dat we hetzelfde vinden wanneer we de twee complexe getallen op de klassieke manier met
elkaar vermenigvuldigen.

2.6 De formule van De Moivre

Om de n-de macht (met n € IN) te berekenen van een complex getal is de goniometrische vorm ideaal.
Een n-de macht is namelijk een herhaald product, en dus kunnen we een eigenschap uit de vorige
paragraaf toepassen. Voor z =7 - (cosf + jsinf) en n = 2 vinden we:

22 =712 (cos 260 + jsin 26).
Voor n = 3 volgt hieruit:

23 =22 2=172 (cos20 + jsin20) - r- (cosf + jsin®)
=73 (cos 30 + jsin 30).

En algemeen:
2" =1r"- (cosnb + jsinnh).

We kunnen dit ook als volgt schrijven:
[ (cosf+ jsin@)]" =r" - (cosnf + jsinnf).

Voor r = 1 wordt deze uitdrukking de formule van De Moivre genoemd:

Formule van De Moivre

(cos@ + jsin®)™ = cosnb + jsinnd.

Indien we de n-de macht van een complex getal willen berekenen, met n groot, dan kan dit het een-
voudigst met deze formules.

Voorbeeld 1
We berekenen (—1 4+ +/3j)1%. Uit een vorig voorbeeld weten we:

2 2
—1+\/§j:2- <cos;—+jsin;>.

Hieruit volgt:

10 20 20
<f1+\/§j) — 910, (cos;+jsin;),

met cos 20T = —1 en sin 207 = ¥3

3 —3 3 = 5. We kunnen dus besluiten:

10
(—1 + \/§j) = 9% 4 29/3j.
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Voorbeeld 2
We berekenen

(—1+v3j)*
(=3-3j)°
Hiervoor maken we gebruik van wat we reeds weten over de uitdrukkingen tussen haakjes in teller en
noemer:

2 3
“1+V3j — r:2,9:§ ~3-3j) — 7"23\/5,0:—%.
De modulus van het gegeven quotiént zal dus gelijk zijn aan ﬁ, en voor het argument vinden we

dan 4 - %’r -5 (_%) = 717—2” Bijgevolg is

(—1+4++/3j)* 24 7w .. 7w .
= . — — | = 1... -0,01124...
(—3-3)) By cos 12 + jsin 1 0,00301...+ j-0,0

2.7 De vierkantswortels van een complex getal

We weten van vroeger dat elk strikt positief reéel getal twee verschillende reéle vierkantswortels heeft,
die tegengesteld zijn van teken. In de eerste paragraaf hebben we gezien dat strikt negatieve reéle
getallen twee tegengestelde, zuiver imaginaire vierkantswortels hebben. Ook voor een complex getal
kunnen we vierkantswortels definiéren:

Definitie

Een complex getal u € C is een vierkantswortel van z € C als en slechts als u? = z.

Uit deze definitie volgt dadelijk dat als u een vierkantswortel is van z, dat —u dat ook is.

Als we nu de vierkantswortels van bijvoorbeeld z = 7 — 24 j willen bepalen, dan doen we dit door te
schrijven:
u=x+y] met u’=7—24j,

en dus moeten we x en y zoeken waarvoor geldt:
(z +yj)?=7—24j.
We werken het linkerlid uit:
(22 — %) + 2zyj = 7 — 24j.

Via de gelijkheid van complexe getallen volgt dan:

22—y =7 22—y =7 r?— (=122 =7 ' —T2? — 144 =0
= - -~

20y = —24 y:—% y:—l—x2 y:—%.

2 2

De eerste vergelijking is een vierkantsvergelijking in z*, en deze heeft als oplossingen x* = —9, wat
onmogelijk is want z € R, en 22 = 16. Uit dit laatste volgt dat x = 44, en uit de tweede vergelijking
van het stelsel vinden we dan y:

r=4 = y=-3, r=—4 — y=3.

Het complex getal 7 — 24j heeft dus twee vierkantswortels, namelijk 4 — 3j en —4 + 3j. Deze zijn
tegengesteld.
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Meer algemeen kunnen we zeggen dat elk complex getal verschillend van nul twee tegengestelde com-
plexe wortels heeft.

Opmerking: In R gebruikt men /... voor de positieve en —,/... voor de negatieve vierkantswortel uit
een positief getal. Aangezien er in C geen orde bestaat (d.w.z. positief en negatief zijn geen zinvolle
begrippen in C), kunnen we deze symbolen niet gebruiken in C.

2.8 De n-de machtswortels van een complex getal

Hoe bepalen we de derdemachtswortels van een complex getal? En de vierdemachtswortels? De
zesdemachtswortels? Je kan natuurlijk proberen op dezelfde manier te werk te gaan als voor de vier-
kantswortels, maar dan krijg je al snel moeilijke reéle vergelijkingen in x en y om op te lossen! Je kan
beter gebruik maken van de goniometrische vorm van een complex getal en van de formule van de
Moivre.

Eerst definiéren we wat we bedoelen met de n-de machtswortel van een complex getal:

Definitie

Het complexe getal u € C is een n-demachtswortel van z € C als en slechts als u" = z.

Om de n-demachtswortels van een gegeven getal z te bepalen, schrijven we z eerst in zijn goniometri-
sche vorm:
Z2="7y-(cosb,+ j-sinb,)

De getallen 7, en 8, kan je bepalen aangezien je z kent: r, is de modulus van z, en 6, het argument.

Ook de gezochte u (een n-demachtswortel van z) schrijven we in de goniometrische vorm:
u=r-(cosf+ j-sinb).

De getallen r en # moeten we dus bepalen! Drukken we uit dat u een n-demachtswortel is van z, dan

vinden we dat

n

u z

&

[r-(cosf+ j-sinf)]" =r,-(cosb, + j-sinb,)
§  (De Moivre)
r" - (cosnf + j-sinnb) =1, - (cosb, + j-sinb,).
Deze twee complexe getallen zijn aan elkaar gelijk enkel en alleen als
o on { cosnb = cos b,

sinnf = sind,.

Uit de goniometrie weten we dat twee hoeken enkel dezelfde cosinus én sinus hebben als ze gelijk zijn
aan elkaar op een geheel veelvoud van 27 na, dus moet gelden:

r=3r, en nf=0,+k-2m

met k € Z, of nog:
O, + k-2

n

r=3Yr, en 6=
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Maar hoe komen we dan aan n verschillende oplossingen? Want elk complex getal heeft juist n n-
demachtswortels! We bekijken een voorbeeld:

Voorbeeld

Bepaal de vierdemachtswortels van z =1+ j ‘

We schrijven z in de goniometrische vorm:

l—i—j:\/i-(cos%—i—jsin%).

We zoeken nu oplossingen van de vergelijking

[r-(cosf+ j-sind)]* =v2- (cos%—k j-sin%),

of nog, wegens de formule van De Moivre:

. (cos40 + j-sin4h) = V2. (cos%+ j -sin%).

Als deze twee uitdrukkingen aan elkaar gelijk moeten zijn, dan moet gelden (zie boven):
r*=v2 en 4«92%—!—/4:-2%,

of ook:

s 1 g o T
r=+v2 en 6—4 [4—1—1:: 27r]—16—|—k 5"

Hierbij is k een geheel getal. De modulus van een vierdemachtswortel van 1 + j ligt dus al vast. Hij
is gelijk aan v/2. We moeten nog enkel de waarde(n) van het argument 6 bepalen.

Nu is elk geheel getal k ofwel een viervoud, ofwel een viervoud plus 1, ofwel een viervoud plus 2, ofwel
een viervoud plus 3. We bekijken deze vier gevallen apart.

|Geval 1: k = 4m| We vinden dan voor 6:

™

= 16+m-2ﬂ'.

02%-[%—#477%2%} - 9

Al deze waarden voor 6 stellen dezelfde hoek voor, dus met elk van deze waarden komt hetzelfde
complex getal overeen, namelijk:

. _ 8/ K .
WORTEL 1:  u; = V2 <cos16+Jsm1 )

Dit is een van de vier vierdemachtswortels van 1 + j.

Geval 2: k=4m + 1‘ Nu hebben we:

I T T 91
=-.|= 4 1-2} = — 4 — 2T = — -2,
0 [4+(m+) T = 0 gty tm2r=gtm2m

Ook al deze waarden van 6 bepalen dezelfde hoek, maar het is duidelijk een andere hoek dan in geval
1. Het complex getal dat hiermee overeenkomt is:

9 9
WORTEL 2:  uy = ¥/2- <cos176r + jsin 12) .
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Dit is een tweede vierdemachtswortel van 1 + j.

Op dezelfde manier vinden we voor de andere gevallen:

‘Geval 3: k:4m+2‘

92%-{%—1-(477@4-2)277] = 0

T rme2m= T o
= — m-2r = — +m - 2.
16 " LTS T

De derde vierdemachtswortel van 1 + j is dus:

1 1
WORTEL 3:  uz = v/2- (cosfg + jsin fg) .

Geval 4: k = 4m + 3]

1 n T 3 25
6_1-[Z+(4m+3)-27r} = f=f T me2r="Cmom

De vierde vierdemachtswortel van 1 + j is:
25 25
WORTEL 4:  uy = v/2- <cos,167r + jsin 16”) ,

En nu hebben we ze allemaal gehad.

In het algemeen vinden we uit

0, + k-2
n

r={/r, en 0=

de n n-demachtswortels door k de waarden 0,1,...,n — 1 te laten doorlopen! In een Argand-diagram
vormen zij de hoekpunten van een regelmatige n-hoek met de oorsprong als middelpunt (zie oefenin-

gen).

Opmerking: Ook hier kunnen we het {/...—teken niet zinvol gebruiken.
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OEFENINGEN OVER COMPLEXE GETALLEN

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ontbind de volgende veeltermen in z in factoren van de eerste graad, zonder je rekentoestel te
gebruiken:
(a) 422 +1 (b) 422 —42+9 (¢) 22 +322+32—7

. Bereken j™ voor n =1,2,3,...,10. Wat stel je vast?

Schrijf in de vorm a + bj, voor z; =2 —3jen zo = -3+ j :
z
(a) 21 - 22 (b)

p (c) 21+ 722 (d) j-z1+ j%* 2
1

Schrijf in de vorm a + bj, zonder je rekentoestel te gebruiken:

3—4j 16+7] 4-—3j

@ a+2)-G-1) @ @ -1

(b) (16~ 4j) +3] © G 0) g OER)
© (@-2))-§-3)-j+4 () TTDA+2NAT3) () (ij)o+<1‘+j)o
Bereken 1, 22, (z)3 en z - Z voor

(a) = 3+4j (b) 2= —2— 3] () 2=

Toon aan dat z + Z steeds reéel is.

Toon aan dat de oplossingen van een vierkantsvergelijking met reéle coéfficiénten en strikt nega-
tieve discriminant elkaars toegevoegde zijn.

Stel de volgende complexe getallen voor in het complexe vlak:
(a) z=0 (b) z =2+ 3] (c) z=—4]j (d) z=—-3+4]j (e) z =

Zij z = 2+ 3j. Stel dan de getallen 2z, Z en —z voor in een Argand-diagram.

Teken een Argand-diagram voor de volgende complexe getallen:
() z=2+2]  ()z=-mj  (z=—V3+v2j  (d)z=-6  (0)z=
Bepaal ook de modulus en de hoofdwaarde van het argument van deze complexe getallen.

Stel de volgende puntenverzameling voor in een Argand-diagram:

() |o—2j =1 @ |2] >3
(b) Argz=7% () 1<z <2
(c) |z4+2]>2 (f) §<Argz<Fmetl<[z]<2

Bewijs dat voor z # —1 en |z| = 1 het quotiént Z% een zuiver imaginair getal is.

Geef de goniometrische vorm van de volgende complexe getallen:

(a) z =4 — 4V/3] (b) z=—1+3j (c) z= -8 (d) z = —4 — 4j
Schrijf in de vorm a + bj:
(a) z=4cjs T (b) z = 3cjs (—2F) (c) z=cjsm
Schrijf in de vorm a + bj m.b.v. de formule van De Moivre:

. . : 1-y)®
a) (cos T + jsin )8 b) (1 —+/3j)8 c) (4+2j)3 d) —————
(a) (cos T + jsinT) (b) (1~ v3)) () (4+2)) @
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Bewijs voor n € N dat (14 j)" = 2%((;03 LT 4 jsin %)

Zelfde vraag voor: (1+cosa+ jsina)™ = 2" cos™ § (cos 5* + jsin &) waarbij a € R.

sin o

Tip: bewijs eerst via formules uit de goniometrie dat 5 Tooma = tg 5

Bepaal de vierkantswortels van:
(a) 8+ 6] (b) —21 — 20 (c) =1 — 26

Ontbind in factoren in C:
(a) 922 —3jz 42 (b) 2% — 24+ j23 — j22 + 22 -2

Bepaal van de gegeven complexe getallen de derdemachtswortels en stel deze voor in een Argand-
diagram:
(a) z=1 (b) z = 8j (c) z=4v2(1+j) (d) z = —27

Bepaal van de gegeven complexe getallen de vierdemachtswortels en stel deze voor in een Argand-
diagram:
(a) z=—1 (b) z=—j (c) 8 —8v/3]

Los op in C:
(a) 2 =1 (b) 26 = () F+(1—j)zt—j=0
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COMPLEXE GETALLEN: OPLOSSINGEN

L (a) (22 +))(22—) (D) (22 -14+2V2))(22-1-2v2])  (c) (z=1)(z+2—-V3))(2+2+V3])
2. jin =1, jint = it o it =
3. (a) =3+ 11] (b) -2 — &i (c) =1 —4j (d) 3
Y e (d) %] (&) Z+4;
(b) 16 — (e) - —1j (h) cosf — jsind
() 2—] (f) -10 (i) 2
5.(a) & — o, —T+24j, —117—44j, 25
(b) — &+ i, —5+12j, 46+9j, 13
() =i, -1, j, 1
10. (a) |2 = V8, Argz=%  (b)|z]=m Argz=-5  (c)]z| =5, Argz=-Bgtg L +n
(d) |2 =6, Argz=1 (¢) |2| = &5, Argz=Bgtg}—m
13. (a) 8-cjs(—%) (b) V10-cjs (7 —Bgtg 3) (c) 8-cjsm (d) 4v/2-cjs (—°F)
14. (a) 2v2 + 2v/2j (b) =33 — 3 (c) —1
15. (a) 1 (b) 218 (c) —0,34251 - 102 + 0, 14248 - 10! (d) — g5 + &
18. (a) £(3+j) (b) £(2-5j) (c) £(vV2 - V3j)
19. (a) (32 + )(32 - 2J) (b) (= D=1+ +1- - Z - R+ 2+ %))
20. (a) 1, 3(~1=v3j) (c) V2(=1+]), Rl—VB+1)=i(V3+1)], R(V3+1)+j(V3-1)]
(b) =2j, +£V3+ ] (d) =3, 3(1£V3j)
21. (a) +2(1 4 j), +¥2(~1+ )
£5(V2-V2+ V24 V2), £5(-V2+V2+ V2 V2
¢) £(V2 - V34 V2 +V3), £(—vV2+V3+ jV2-3)
22. (a) z € {1;0,30902 + 0,95106 j; —0,80902 + 0,58779j}

(
(
(b) z € (£ R +J), 21+ VE)+j(1-VB), £2[(1-v3)+ i1+ V)
() z € {2 (E1+J), £3V2H+V2+ V2 V2, £3[-v2-v2+vV2+2))
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ANALYSE

Verwijzingen naar het boek Analyse voor het Hoger Onderwijs (G.Deen en P.Levrie), uitgeverij De

Boeck.

Hoofdstuk 1

Hoofdstuk 3

Hoofdstuk 4

Hoofdstuk 4

Hoofdstuk 6

Hoofdstuk 10

Hoofdstuk 11

Hoofdstuk 11

Hoofdstuk 12

Hoofdstuk 12

Hoofdstuk 13

Hoofdstuk 13

Hoofdstuk 14

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

oef.

. 7-18 : alles
p.- 24—: 4,5,7,8,9,10,12,14,15,17

ie

. 3646 : alles, maar niet derde vorm def. p. 38, definities p. 41-42
p. 47-: 1(K1 1),2(K2 2;K1 3),3(K1 1,3,6,9;K2 2,5;K3 2),4(K1 2;K2 3)

ie

. 50-59 : alles, maar niet stelling p. 52 onderaan, p. 53 onderaan
p. 73— : 2(Keuze)

ie

. 60-64 : alles
p- 76— : 21

e

p. 95-103 : alles
p. 104-: 2,6,7,8.9

p- 139-145 : alles
p. 146-: 1(K1 1,5,9,12;K2 1,2,5,10,11;K3 1,5,6,9,13),
2(K1 2,3;K2 1,4;K3 1,2)

p. 148-152 : alles
p. 156—: 1(K1 1,4,5;K2 4,6;K3 1,9),
2(K1 1,3,4,8,11,13,15;K2 2,5,15,20;K3 1,2,8,16)

p- 153-155 : alles
p. 157—: 4(K1 2,6,7;K2 2,3,7:K3 3),5(K1 3;K2 4),9(K1 1,2)

p. 159-161 : alles t.e.m. 1.3
p. 166—: 1(K1 2,5;K2 2.4;K3 4,5) verander de opg.:

'splits in parti€le breuken’
1 4 T

2t =17 (22 —1)27 (z +2)3(2? + 6z + 10)

extra:

p. 161-165 : alles
p. 166—: 1(K1 2,5;K2 2,4;K3 4,5) gebruik de resultaten
van vorige keer

2(K2 3,4,K3 3); 4(K1 1,2;K2 2;K3 4)

p- 169-171 : alles tot irrationale functies
p. 175—: 1(K1 1,5,8;K2 4,7:K3 6),2(K1 3)

171-174 : alles
176 : 6(K2 1,2),7(K1 1,3,7:K2 3,6;K3 2)
p. 178 : 1(Enkele)

IS

p- 179-194 : alles aandachtig lezen
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Hoofdstuk 7 p- 107-118 : alles, maar niet de stelling p. 114
oef. p. 121-: 5(Keuze),6(2),8(Enkele),Keuze uit 9,12,13,14

Op de volgende bladzijden vind je de grafiecken van de belangrijkste elementaire functies van één
veranderlijke.
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Enkele elementaire functies
Y Y _
y=Inz
y=Inzx |
y = e.T €Tr = ey
o 1 X
-——”/1
0 X
Y 0 . y = Bgsinx
y = Bgsinx
oY= )
T =siny
-1 o enﬂ .
: 1 X Yy € [_5’ f]
2L T
2
Y Y y = Bgcos x
Yy =Ccosx )
e L 7 T = Ccosy
/—\-37” /o“\ 3{ y = Bgcosx en
‘ : y € [0, 7]
-1 1 X
Y | 5 Y
: : 2
e AT ?
z ; T =1tgy
21 s o/ 1 ™ : 27r/ 0 o
/ " 3n T T 31 X i % vel-53l
2T 2 2 2 2
Y Y y = Bgcotg x
? ? : (¥
g : ]I SOM T z = cotgy
21 - 0 o' iy = Bgcotg en
: 3 o m 3 X \ y €]0, 7]
L2 2 2 : 2
g . \
: o) :
1 X
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Enkele elementaire functies (vervolg)
Y Y
y = Argchx
)
y=chzx 1+ y = Argchz r=chy en y>0
] i X
(] 1 X
Y Y
y=sha y = Argshx
y = Argshz
)
1 14 r =shy
0] 1 X 0] 1 X
Y : Y
: y = Argthz
: Fy = Argthz
: ; )
1 y=thzx : :
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 14 r=thy
0 0
1 X 1 1 X
-1
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KROMMEN IN HET VLAK

AANDACHTIG LEZEN
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3 KROMMEN IN HET VLAK

3.1 De cartesische vergelijking
3.1.1 De definitie

Een functie F : R? — R bepaalt steeds als volgt een reéle relatie:
R={(x,y) € R*| F(z,y) = 0}.

In het euclidische vlak, na invoering van een assenstelsel, kan men dan de grafiek K van deze relatie
beschouwen, de bijbehorende kromme genoemd. We zeggen dat F'(x,y) = 0 een cartesische vergelijking
is voor deze kromme, en we noteren:

K : F(z,y) =0.

Voorbeelden.

N

Figuur 1. K: 22 —9? =0 Figuur2. K: 224+ ¢y> —20 -2y —7=0

Merk op. Het gevolg van deze definitie is dat een kromme een lege verzameling kan zijn, of uit een
eindig aantal punten kan bestaan. Om deze singuliere gevallen uit te sluiten moeten we eigenlijk het
begrip dimensie invoeren, maar dit zou ons te ver leiden.

3.1.2 Enkele benamingen

e Indien de cartesische vergelijking voor een kromme K expliciet naar y kan geschreven worden,
y = f(z), dan is K de grafiek van een functie in z. In het eerste voorbeeld hiervoor is K de
grafiek van de functie met voorschrift f(z) = z?/3. Indien de vergelijking expliciet naar x kan
getransformeerd worden, = = g(y), is K de grafiek van een functie in y.

e Als we een kromme K kunnen voorstellen met een cartesische vergelijking F'(x,y) = 0 waarbij
F(z,y) een veelterm in z en y is, dan noemen we K een algebraische kromme. In iedere term van
F(z,y) kunnen we de exponenten van z en y optellen, en verkrijgen zo de graad van de term.
De term in F(x,y) met maximale graad wordt de hoogstegraadsterm van F(z,y) genoemd, de
bijbehorende graad kortweg de graad van F(z,y). Indien F(x,y) de veelterm is met kleinste
graad waarvoor F'(z,y) = 0 een cartesische vergelijking van K is, dan definiéren we:

graad(K) = graad(F(z,y)).
Voorbeelden.

— “z2 — 93 = 0” stelt een algebraische kromme van graad 3 voor.

— “(2? 4+ y? + 1)(2® — y?) = 07 stelt dezelfde kromme voor als hiervoor, dus nog steeds een
kromme van graad 3.
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— “22 492 — 22 — 2y — 7 = 0” stelt een algebraische kromme van graad 2 voor.

— Alle rechten zijn algebraische krommen van graad 1.

Er bestaat een meetkundige interpretatie van het begrip graad van een kromme. De graad
geeft namelijk het maximaal aantal snijpunten weer die een rechte kan hebben met de bewuste
kromme.

e Indien voor een kromme geen cartesische vergelijking F'(z,y) = 0 kan gevonden worden waarvoor
F(z,y) een veelterm is, dan noemen we ze een transcendente kromme.

Voorbeelden.

— “sinasiny — In(2? 4+ y?) = 17 stelt een transcendente kromme voor.

— “e"Y(22 +y2 — 1) = 0” stelt daarentegen wel een algebraische kromme voor, namelijk met
cartesische vergelijking “z? + y% = 17.

e Gegeven is een kromme K met vergelijking F'(x,y) = 0. Stel dat F' kan ontbonden worden in
factoren, F(z,y) = G(x,y)H(z,y), en stel dat de vergelijkingen G(z,y) = 0 en H(z,y) = 0
elk een niet-leeg deel van het vlak voorstellen, dan noemen we K een ontaarde kromme. De
krommen met vergelijking G(z,y) = 0 en H(z,y) = 0 worden componenten van K genoemd; zij
kunnen op hun beurt ontaard zijn, en uit componenten bestaan.

Voorbeeld. De kromme met vergelijking 22 — y? = 0 is ontaard, en heeft de rechten met vergelijking
y = *x als componenten.

Figuur 3. K: 22 —¢y?> =0

3.1.3 Symmetrieén

Bij het grafisch voorstellen van een kromme K die gegeven wordt door haar cartesische vergelijking is
het handig als de kromme bepaalde symmetrieén blijkt te bezitten. Hieronder schetsen we enkele veel
voorkomende gevallen.

e Symmetrie t.o.v. X: (z,y) € K < (z,—y) € K.
Voorbeeld: K : 23 + 2zy? + « — 4y* + 8 = 0 heeft X als symmetrie-as.

e Symmetrie t.o.v. Y: (z,y) € K < (—=z,y) € K.
Voorbeeld: K : sin(z? + y) + cos(zy) = 1 heeft Y als symmetrie-as.

e Symmetrie t.o.v. 0: (z,y) € K < (—xz,—y) € K.
Voorbeeld: K : sin(zy) + 3log(z? + y?) = 0 heeft o als middelpunt van symmetrie.
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e Symmetrie t.o.v. By: (z,y) € K <— (y,z) € K.
Voorbeeld: K : 22y + xy? + 3zy — 42 — 4y + 2 = 0 heeft By als symmetrie-as.

Opmerking. Indien een kromme minstens 2 van de eerste 3 bovenstaande symmetrieén bezit (t.0.v.
X, Y of 0), dan bezit deze kromme automatisch ook de derde symmetrie.

3.2 Het stelsel parametervergelijkingen
3.2.1 De definitie

Een andere manier om een reéle relatie te beschrijven is als beeld van een functie
p: ACR =R : to(t) = (f(t),9(t)),

waar t de parameter, en A het parametergebied genoemd wordt. De bijbehorende kromme K bestaat
dus uit alle punten p(z,y) € R? die beschreven worden door het volgende stelsel parametervergelij-

kingen (SPV):
(72 e

Voorbeelden.

o Ty
C

T
no

r = 5

3 te RE . . xr = cost
y = ( 0) Figuur 5. K : { y sin ¢ (t € (0,27

—ck
2
o~

Figuur 4. K : {

- ‘

3.2.2 Parametrisatie en parametereliminatie

Soms is het mogelijk om de parameter in een SPV van een kromme K te elimineren, en aldus een
cartesische vergelijking voor K te bekomen. Dit kan handig zijn om bepaalde types van krommen
gemakkelijker te herkennen. Bovendien is een cartesische vergelijking meer geschikt om na te gaan of
een gegeven punt p(xg,yp) tot K behoort.
Voorbeeld. Wanneer we ¢ elimineren uit

(t € 0,2x])

r = J3cost
y = 2sint

krijgen we de cartesische vergelijking van een ellips (zie §3.3]).

2 Y\ 2
(2=
< 3 ) 2
Opmerking. Het elimineren van de parameter in een SPV van een kromme is niet altijd mogelijk.
Dus niet iedere kromme heeft een cartesische vergelijking. De cycloide (zie §3.4.2)) is hiervan een
voorbeeld.
Anderzijds is een SPV handiger om punten van de gegeven kromme te bepalen. Hiervoor moeten we

immers gewoon parameterwaarden ¢ € A invullen in (z,y) = (f(t),g(t)). Als de kromme gegeven
is door een cartesische vergelijking is het dikwijls een hele opgave om zelf nieuwe punten op K te
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vinden. Voor een punt per punt tekening van de kromme K is een SPV dus meer geschikt, ook bij
computerprogramma’s of grafische rekenmachines.

Dit leidt tot de omgekeerde vraagstelling van hierboven: vind een SPV voor een kromme die cartesisch
gegeven is. Deze procedure heet parametrisatie, en is zeker niet eenvoudiger als parametereliminatie.
Ook hier is een oplossing niet altijd mogelijk; er bestaan krommen die niet effectief door een SPV
kunnen beschreven worden. Algebraische parametrisaties krijgen de voorkeur, wat wil zeggen dat f(t)
en ¢(t) rationale functies zijn, of zelfs veeltermen.

Voorbeelden. De kromme met vergelijking 22 — 4% = 0 kan als volgt geparametrizeerd worden:

r = t3
{y _ (teR)

Ook voor de cirkel met vergelijking 22 + y? = 1 bestaat een rationale parametrisatie:

r = 2
i2t% (teR)
y = t2+1

met uitzondering van het punt (0, 1) weliswaar, tenzij we t = oo toelaten.

3.2.3 Verloop van een kromme gegeven door een SPV

Indien we ¢ laten variéren in A C IR, van klein naar groot, zal het punt (z,y) = (f(¢), g(¢t)) de kromme
K doorlopen. Uit de analyse van reéle functies volgt dat stijgen of dalen van de x-codrdinaat bepaald
wordt door het tekenverloop van de afgeleide f’. Zo ook worden stijgen en dalen van y bepaald door
het tekenverloop van ¢'.

De eventuele snijpunten van K met X komen overeen met de oplossingen van de vergelijking g(¢) = 0.
Analoog, voor de parameterwaarden ¢ van de eventuele snijpunten met Y geldt dat f(¢) = 0.
Tenslotte geven ophopingspunten van A in R die niet tot het parametergebied zelf horen aanleiding
tot “randpunten” of “asymptoten” van K, en dit via de limietrekening.

Voor meer details verwijzen we naar een goed handboek van Reéle Analyse.

Voorbeelden.

e Stel dat de kromme K gegeven is door
T = t3-3t
y = 2 -3
Uit de vergelijking y = 0 <= t?> — 3 = 0 volgt dat K tweemaal X snijdt, voor t = /3, maar
dan wel telkens in de oorsprong (0,0) (dubbelpunt). Met Y vinden we nog een extra snijpunt,

voor t = 0, namelijk (0, —3).
Het tekenonderzoek van x} = 3t — 3,

t | —1 1
|+ 0 — 0 +
x|/ VR \, VR

en het tekenonderzoek van y; = 2t,

t |
wl— 0 +
y |\ HR
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bepalen samen het verloop van de kromme K. Zo vinden we bijvoorbeeld de punten van K met
verticale of horizontale raaklijn (VR of HR). Merk ook op dat uit het verloop van x (als functie
van t) volgt dat de kromme K opgebouwd is uit de grafieken van 3 functies (in x).

Tenslotte, omdat A = IR, berekenen we de limieten voor ¢t — Fo00:

lim =z =—o0,

t——o0

lim z = +oo, tiirinooy = +00.

e Voor de randpunten en asymptoten van de kromme

K:{x -
y:

berekenen we de volgende limieten:

Iim z=1

t—=oo

lim y = T

t——o0

lim =4

t — —1
<

lim y = _r

t——1

(A=R\{-1})

I T
im y=—
t—>+ooy 2

lim z=—-00
t ;) -1

3.3 Kegelsneden
3.3.1 Definitie

Algebraische krommen van de eerste graad zijn rechten. Per definitie noemen we algebraische krommen
van de tweede graad kegelsneden. De algemene vergelijking van een kegelsnede is dus

K: ax® +bry+cy* +de+ey+ f =0,
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met (a,b,c) # (0,0,0). We laten de gevallen dat K leeg is, of uit slechts 1 punt bestaat, buiten
beschouwing.

De zogenaamde Belgische Stelling zegt dat een kegelsnede inderdaad kan bekomen worden als de
snijkromme van een vlak met een klassieke (dubbel)kegel.

3.3.2 Classificatie

Een ontaarde kegelsnede is van de vorm
(w1 + v1y + w1 ) (u2x + voy + w2) = 0,

en is dus de unie van twee rechten (die eventueel kunnen samenvallen).
Een niet-ontaarde kegelsnede behoort tot één van de volgende types:

e parabool

e ellips (speciaal geval: cirkel)

e hyperbool
De singuliere gevallen K = () of K = {p} kunnen vanuit een bepaald opzicht beschouwd worden als
“imaginaire cirkels” en “puntcirkels”.
3.3.3 Meetkundige beschrijvingen
3.3.4 De parabool
We gaan uit van een gegeven punt f, en
van een gegeven rechte D die het punt f
niet bevat. De parabool met brandpunt f
en richtlijn D is de verzameling P van de

punten van het vlak die op gelijke afstand
liggen Van f en Van D. Dlls7 EEEEEE X £ f .......................... A

pe P < d(p, f)=d(p, D).

De rechte A door het brandpunt f en loodrecht op de richtlijn D is duidelijk een symmetrie-as voor
de parabool P, kortweg de as van P genoemd. Bovendien heeft de parabool 1 snijpunt met haar as,
juist in het midden van f en D, dat tevens het punt van P is met minimale afstand tot D. Dit punt
t wordt de top van de parabool genoemd.

Opmerking. Indien we een parabool fysisch voorstellen, en bovendien aannemen dat hij reflecterend
is, zal een lichtstraal evenwijdig met de as steeds door het brandpunt weerkaatst worden. Deze
eigenschap zorgt voor handige toepassingen van de paraboolvorm. De wiskundige formulering luidt
als volgt:

Stelling 1

Beschouw een willekeurig punt p van de parabool P met as A en brandpunt f. Stel dat B de rechte
door p is, evenwijdig met A. Indien T de raaklijn in p aan P is, dan is T een bissectrice voor het
rechtenpaar {B,pf}.

Brugcursus wiskunde FTI 75



& KROMMEN IN HET VLAK

3.3.5 De ellips

In het vlak zijn 2 vaste punten gegeven,
f en f’, en een strikt positieve constante,
die uit praktische overwegingen 2a wordt P
genoteerd. We eisen dat

2 > d(f, f'). /

De ellips met brandpunten f en f’ is de
verzameling E van de punten van het vlak
waarvoor de som van de afstanden tot de
brandpunten steeds gelijk aan 2a is. Dus,

Figuur 6. d(p, f) + d(p, ') = 2a (= d(¢, 1))
pEE <= dp, f)+dp, [) = 2a.

De rechte door de brandpunten f en f’ is een as van symmetrie voor de ellips E, en zo ook de middel-
loodlijn van het lijnstuk [f, f'], respectievelijk de hoofdas en nevenas van E genoemd. Hun snijpunt
is het middelpunt van E. Tenslotte, de 4 snijpunten van de assen met de ellips worden de toppen van
de ellips genoemd.

Merk op.

e Indien we toelaten dat de 2 brandpunten samenvallen, f = f/ = m, dan leidt de vorige constructie
uiteraard tot een cirkel met middelpunt m en straal a. In dit speciaal geval wordt iedere rechte
door het middelpunt een as genoemd, en wordt er niet over toppen gesproken.

e De afstand tussen een top op de hoofdas en het middelpunt van de ellips is gelijk aan a, de helft
van de gegeven constante.

e Stel vervolgens b gelijk aan de afstand van een top op de nevenas tot het middelpunt, en ¢ gelijk
aan de afstand tussen een brandpunt en het middelpunt. Dan ontdekken we de volgende relatie:

a? =b> + A2

e Sinds de waarnemingen van J. Kepler weten we dat de planeten in een ellipsvormige baan rond
de zon draaien, met de zon in één van de brandpunten.
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3.3.6 De hyperbool

In het vlak zijn twee vaste punten gegeven,
f en f’'  en een strikt positieve constante
2a. We eisen dat

2a < d(f, f').

Een hyperbool met brandpunten f en f’ is
de verzameling H van de punten van het
vlak waarvoor het (positieve) verschil van
de afstanden tot de brandpunten constant

is en gelijk aan 2a. Dus: Figuur 7. d(p"’ ) —d(p, f) =d(q, f)
(=d(t,t))

d(g, f') = 2a
peH < |dp, f)—d(p, f")| = 2a.

Ook hier is de rechte f f” door de brandpunten een as van symmetrie voor de hyperbool, de zogenaamde
hoofdas, zoals ook de middelloodlijn van [f, f], de nevenas. Omdat de hyperbool enkel de hoofdas
snijdt, krijgen we hier maar 2 toppen, t en t'. Het snijpunt van de hoofdas met de nevenas is het
middelpunt van de hyperbool, en is tevens het middelpunt van [f, f'] en [¢,t].

Merk op.

e Een hyperbool bestaat uit 2 samenhangende delen, de takken genoemd. Meer bepaald, H =
Ty UTs, met

peTy < dp f)—dp f)=2a
peTy <= dp f)—dp f)=2a

e De afstand tussen de 2 toppen is gelijk aan de opgegeven constante 2a.

e Een hyperbool heeft 2 asymptoten die de takken “raken op oneindig”. Ze gaan beide door
het middelpunt. Indien we 2c¢ noteren voor de afstand tussen de brandpunten, dan wordt de
(scherpe) hoek die de asymptoten maken met de hoofdas gegeven door

a
a = Bgcos —.
c

e Voor iedere hyperbool H; bestaat er een verwante hyperbool Hy met dezelfde afstand 2a tussen
de toppen en met dezelfde asymptoten. Enkel de rollen van hoofdas en nevenas zijn verwisseld.
We noemen H; en Hj toegevoegde hyperbolen.

3.3.7 Canonieke vergelijkingen

Bij een geschikte keuze van ons assenstelsel in het vlak, krijgt de cartesische vergelijking van een
gegeven kegelsnede een eenvoudige standaardvorm, de canonieke wvergelijking van deze kegelsnede
genoemd. De betreffende assenstelsels zullen steeds georthonormeerd zijn.

e Een parabool:
Stel de afstand tussen het brandpunt f en de richtlijn D gelijk aan p. We kiezen X samenval-
lend met de paraboolas, zodanig dat het brandpunt een positieve abscis heeft, en we kiezen de
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oorsprong in de top. Dus Y valt samen met de topraaklijn. De canonieke vergelijking van de
parabool wordt dan:
y? = 2px.

De codrdinaten van het brandpunt zijn dan (p/2,0), en de richtlijn heeft als vergelijking x = —£.
Tenslotte, in dit G.A., kunnen we de parabool ook voorstellen door een SPV:

r = 2pt?
y = 2pt

met R als parametergebied.

e Een ellips:
Zoals eerder noteren we 2c¢ voor de afstand tussen de brandpunten, 2a voor de afstand tussen
de toppen op de hoofdas, en 2b voor de afstand tussen de toppen op de nevenas. We kiezen
nu X samenvallend met de hoofdas, en Y gelijk aan de nevenas. Dus de oorsprong ligt in het
middelpunt van de ellips. Als canonieke vergelijking voor de ellips krijgen we dan:

515'2 y2

De brandpunten hebben nu coérdinaten (+c,0), terwijl de toppen codrdinaten (£a,0) en (0, £b)
hebben. In het speciaal geval van een cirkel, dus met a = b, wordt deze vergelijking:

2’ +y? =d.

Tenslotte, in dit G.A., kunnen we de ellips ook voorstellen door een SPV:

xr = acost
y = bsint

met [0, 27| als parametergebied.

e Een hyperbool:
Ook hier noteren we 2¢ voor de afstand tussen de brandpunten, en 2a voor de afstand tussen de
toppen. Stel b gelijk aan het strikt positieve getal waarvoor a? + b?> = ¢?. We kiezen opnieuw X
gelijk aan de hoofdas, Y gelijk aan de nevenas, en dus de oorsprong in het middelpunt van de
hyperbool. Als canonieke vergelijking voor de hyperbool krijgen we dan:

515'2 y2

a2 B
De brandpunten hebben dan codrdinaten (+e¢,0), en de toppen hebben codrdinaten (+a,0).
Verder, hebben de asymptoten als vergelijking:

=1.

ax £ by = 0.

Merk op dat de toegevoegde hyperbool wordt voorgesteld door

y2 $2

P2 b

Tenslotte, in dit G.A., kunnen we elk van de beide takken van een hyperbool ook voorstellen

door een SPV:
{ xz = =acht

y = bsht

met R als parametergebied.
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3.3.8 Excentriciteit

Bij de constructie van de parabool gingen we uit van een richtlijn en één enkel brandpunt. Dit kan
veralgemeend worden voor de andere kegelsneden. Gegeven is een vast punt f, een vaste rechte D die
f niet bevat, en een strikt positief reéel getal e.

Stelling 2

De verzameling K van de punten van het vlak waarvoor de verhouding van de afstanden tot f en
tot D geligk is aan de constante e, is een kegelsnede K die f als brandpunt heeft. Meer bepaald,

0<e<l = K iseen ellips (geen cirkel)
e=1 = K 1is een parabool
e>1 = K is een hyperbool

Omgekeerd, kan iedere niet-ontaarde, niet-singuliere kegelsnede verschillend van een cirkel op deze
manier beschreven worden.

De rechte D noemen we de richtlijn van K behorend bij het gegeven brandpunt. Het getal e heet de
excentriciteit van K.
Voor de canonieke vergelijkingen van ellips en hyperbool krijgen we de volgende formules voor de

excentriciteit: 9 9
E: %_'_%:1 625 C:\/m
a a
2 2
Hi—yf:]. GZE C = a2+b2
a2 b2 a

met richtlijn D : x = a—f behorende bij brandpunt f(c,0), en richtlijn D' : x = —% behorende bij
brandpunt f/(—c,0).

3.4 Enkele bijzondere krommen

3.4.1 De lemniscaat van Bernoulli

We nemen 2 vaste en verschillende punten f en
f’. Beschouw de kromme K die bestaat uit alle
punten van het vlak waarvoor het product van Y
hun afstanden tot f en f’ gelijk is aan het kwa-
draat van de helft van de onderlinge afstand van
deze vaste punten.

2
peK = i) dpf) = (a0.0))

Deze kromme wordt de lemniscaat van Bernoulli
genoemd.

Een canonieke vergelijking wordt bekomen door de keuze van een G.A. met X = ff’ en Y de middel-
loodlijn van [f, f’]. Als we (+a,0) noteren voor de codrdinaten van f en f’ krijgt het lemniscaat de
volgende cartesische vergelijking:

(2% +y%)% = 2% (2 — ).
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3.4.2 De cycloide

Een cycloide is de baan in het vlak afgelegd door een vast punt op een cirkel die over een vaste rechte
L rolt (zonder glijden).

Deze kromme K heeft dus oneindig veel snijpunten met de gegeven rechte, die telkens overeenkomen
met posities waar het vaste punt p samenvalt met het raakpunt van de cirkel en L. De afstand tussen
twee zulke opeenvolgende snijpunten van K met L is natuurlijk juist gelijk aan de omtrek van de
rollende cirkel.

q TR o9rR X

We geven nu een SPV voor de cycloide K. Daartoe kiezen we X gelijk aan de gegeven rechte L, en de
oorsprong samenvallend met één van de snijpunten van K met L. Het G.A. is volledig bepaald als we
bovendien afspreken dat alle punten van K een positieve y-cotrdinaat hebben. De parameter ¢ heeft
de volgende meetkundige betekenis. Voor ieder punt p van de kromme K komt een positie overeen
van de cirkel met middelpunt a en raakpunt ¢ met L. Dan stellen we

t =qap € R,

met ¢t = 0 behorende bij de oorsprong. Indien we R noteren voor de straal van de cirkel, krijgen we
als SPV voor K:

(teR)

{:1: = R(t—sint)
y = R(1—cost)

Opmerking. De vorige kromme is dus bekomen als baan van een punt p dat relatief vast ligt t.o.v.
een cirkel die rolt over een rechte. Nu hoeft p niet noodzakelijk op de cirkel C' zelf te liggen, zolang
het maar meebeweegt met C'. Noteer A voor de (vaste) afstand tussen p en het middelpunt a van C.
Dan onderscheiden we 3 gevallen:

A=R — gewone cycloide
A< R — verkorte cycloide
A>R — verlengde cycloide

Y

De 2 laatste gevallen worden ook

soms trochoides genoemd. Indien Figuur 8. Verkorte cycloide
we ons G.A. op dezelfde manier kie-
zen, krijgen we het volgende SPV:

Y

xr = Rt— Asint
y = R— Acost \

N\ NV N

Figuur 9. Verlengde cycloide
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3.4.3 Epicycloiden en hypocycloiden

We beschouwen opnieuw een rollende cirkel C met straal r, maar nu permanent rakend aan een gegeven
vaste cirkel Cy met straal R > r. De baan gevolgd door een vast punt p op de rollende cirkel C' noemen
we een

e epicycloide, indien C' uitwendig raakt aan Cy .

e hypocycloide, indien C inwendig raakt aan Cy .

De snijpunten van deze kromme K met de vaste cirkel Cy, komen overeen met posities van de rollende
cirkel C' waarin p samenvalt met het raakpunt.
Opmerking. Het aantal snijpunten van een epi- of hypocycloide K met de vaste cirkel Cy is juist
dan eindig als K een gesloten kromme is. Dit is het geval als en slechts als de straal R een rationaal
veelvoud is van r, de straal van de rollende cirkel. Meer bepaald, als

rR=". T,

n

met m/n onvereenvoudigbaar, dan sluit de kromme zich na juist m volledige omwentelingen van de
kleine cirkel C. De kromme K telt dan uiteraard m snijpunten met Cy,. De noemer n verwijst naar
het aantal keren dat C' de volledige omtrek van C'y heeft doorlopen op het moment dat K zich terug
sluit.
Voorbeelden.

HYPOCYCLOIDE: EPICYCLOIDE:

Cy K
Figuur 11. R =4r

Figuur 10. R =4r

Figuur 12. R = -

Figuur 13. R = gr

We kiezen vervolgens ons G.A. zodat de oorsprong in het middelpunt o van de vaste cirkel Cy ligt,
en zodat X een bepaald snijpunt ¢ bevat van K met Cy. Opnieuw noteren we a voor het middelpunt
van de rollende cirkel C. Tenslotte definiéren we

t =coa € R.
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Y
Dit leidt tot de volgende SPV voor
de epicycloide (met parameter t): c
Cy a
x = (R+r)cost— rcos@t
{ y = (R—I—r)sint—rsin@t 4
0 cl X
of in het geval van een hypocycloide:
x = (R—r) cost—i—rcos@t
{ y = (R—r)sint—rsin "¢

Opmerking. Ook deze constructie kan veralgemeend worden tot het geval dat het punt p niet nood-
zakelijk op de cirkel C ligt, maar weliswaar nog steeds relatief vast t.o.v. C' genomen wordt. We
krijgen dan “verkorte” of “verlengde” versies van de epi- of hypocycloide, naargelang A = d(p,a)
kleiner of groter is dan r. We spreken dan van epi- en hypotrochoides.

Cy

Figuur 14. R = 4A = 8r: hypotrochoide Figuur 15. R = 4r = 8 A: epitrochoide

3.4.4 De cirkelevolvente

Op een cirkel C' met middelpunt o en straal R is een vast punt a en een veranderlijk punt ¢ gegeven.
We beschouwen m.a.w. een veranderlijke parameter

t =aoq € R*.

Merk dus op dat ¢ meer dan 1 keer de omtrek van C' kan doorlopen, maar enkel in tegenwijzerzin.
Het is daarom juister om ¢ op te vatten als een punt op een oneindig dunne en oneindig lange koord
die rond C' gewikkeld is (in tegenwijzerzin), met a als eindpunt, eerder dan een punt op C zelf.
Vervolgens kunnen we in het punt g de raaklijn 7" aan de cirkel C' trekken, en op T het punt p als
volgt definiéren:

e De hoek ogp is positief georiénteerd (en dus = 7).

e De afstand d(p, q) is gelijk aan de lengte van de koord gemeten van a tot q.

De kromme K beschreven door het punt p noemen we de evolvente van de cirkel C.
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We kunnen K interpreteren als de baan afgelegd door het eindpunt van de koord wanneer deze laatste
van C' afgerold wordt, en tegelijkertijd strak gehouden wordt. Om een SPV te bekomen voor deze
evolvente K kiezen we een G.A. met oorsprong in het middelpunt van de cirkel C', en a € X:

{:I} = R(cost+tsint)

Jr
y = R(sint—tcost) (t€RT)
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POOLCOORDINATEN

Oefeningen:
1.2 (kolom 1)
2.1 (kolom 1), 2.2 (kolom 2 en 3)
5.4 (kolom 2)

8.2 (kolom 1), 8.3 (kolom 1)

14.3 (kolom 2), 14.4 (kolom 2)
15.2 (kolom 3)
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4 POOLCOORDINATEN

Onze werkruimte is nog steeds het euclidisch vlak, met een vastgelegde meeteenheid. In het bijzonder
zijn we in staat om rechten te ijken en hoeken te meten (in radialen). Een punt in het vlak heeft 2
vrigheidsgraden, wat wil zeggen dat we 2 parameters nodig hebben om zijn positie te beschrijven. Tot
hier toe hebben we dit steeds gedaan aan de hand van een cartesisch assenstelsel (X,Y'), en dus met
een koppel cartesische codrdinaten (x,y). In dit hoofdstuk bespreken we een alternatieve manier om
de positie van een punt vast te leggen.

Het poolreferentiestelsel wordt gegeven door een
as X, de poolas, en zijn oorsprong o, de pool.
Indien e het punt is met abscis 1 op X, noteren
we X voor [oe, de punten op X met positieve
abscis.

Laat p nu een punt van het vlak zijn, verschil-
lend van de pool, en beschouw de rechte P = op.
Breng nu op P een graduering aan die congruent
is met die van X, en noem u het punt op P met
abscis 1. Ook hier stellen we P gelijk aan [ou,
de overeenkomstige positieve as.

Definitie. Een koppel poolcodrdinaten voor p is een koppel (6,r) € R? waarvoor:

—

e = (X, P) (in radialen)

e o =11 (ris abscis(p) op P)

Hierin noemen we 6 de poolhoek en r de voerstraal, en we noteren poco(p) = (0,r) of p(0,r).
Voor de pool o kiezen we een willekeurige poolhoek, en voerstraal gelijk aan nul:
poco(o) = (6,0).

Opmerkingen.

1. Een voerstraal kan negatief zijn. Dit gebeurt precies wanneer v en p door de pool gescheiden
worden.

2. Met ieder koppel poolcoordinaten komt juist één punt van het vlak overeen, maar niet omgekeerd.

3. Inderdaad, bij het invoeren van poolcoordinaten is zowel de oriéntatie van P als de representatie
voor 6 (modulo 27) een vrije keuze. Twee verschillende koppels, (6,r) en (6',r'), kunnen dus
poolcodrdinaten voor hetzelfde punt p zijn. We noteren dit door (0,7) ~ (8',r'). Meer bepaald,
als r # 0:

O,r)~(0',r) <= IneZ: (&,7")=(0+nnm,(=1)"r).
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Voorbeeld.

Het punt p in het eerste kwadrant, op de
eerste bissectrice, en tevens op de een-
heidscirkel, kan voorgesteld worden door
de volgende poolcoordinaten:

T 97 —Tm
(1)~ <4’1> ~ <4’1> v
maar ook door / ¢
517_1 ~ 1377‘-’—1 ~ 7_371-,—1 ~ ..
4 4 4

4.1 Het verband met cartesische codrdinaten

S
X
|

X
=

Stel nu dat naast het poolreferentiestelsel ook nog een cartesisch assenstelsel is gegeven. Punten kun-
nen dan zowel door poolcodrdinaten als door cartesische coordinaten worden voorgesteld. Indien we
goede afspraken maken, is het evenwel mogelijk het koppel (z,y) voor p af te leiden uit een koppel
(0,7), en omgekeerd.

Vanaf nu veronderstellen we dat het cartesisch

assenstelsel georthonormeerd is, met X samen- P p Y
vallend met de gelijknamige poolas, en met de '

oorsprong in de pool 0. Neem een willekeurig €
punt p verschillend van o. Uit de definitie van 2

u, 7 en 6§ volgt: \6

0
pP=r-u=r(cosb el +sinf é3). \ “ X

Anderzijds, uit de definitie van cartesische
coordinaten:

P = x€] + Yyés.

We vinden dus de volgende transformatieformules:

x = rcosf
y = rsinf
Opmerking. Omdat we afspreken dat de pool samenvalt met de oorsprong van ons cartesisch assen-
stelsel, weten we dat deze (0,0) als cartesische codrdinaten heeft.
Voorbeeld. Het punt p met poolcodrdinaten (§, —2) heeft als cartesische codrdinaten:
{ xr = (=2)cos%

y = (—2)sin

of, (z,y) = (—v3,-1).

De bovenstaande formule is klaarblijkelijk enkel geschikt om de cartesische co6rdinaten te vinden van
een punt met gegeven poolcodrdinaten. Stel nu omgekeerd, dat de cartesische codrdinaten gegeven
zijn, p(x,y). We nemen aan dat x # 0, dus p € Y. Uit de bovenstaande transformatieformule volgt
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dan (gebruik de grondformule van de goniometrie, en de definitie van tangens):

r2 = g2 42
tgd =

SEES

Merk op dat deze vergelijkingen r en 6 niet éénduidig bepalen, wat weer te maken heeft met de meer-
duidigheid in de definitie van poolcoordinaten. Zo kunnen we bij de berekening van r opteren voor
de positieve of de negatieve vierkantswortel. Dit is verbonden met de beslissing om « in hetzelfde
kwadrant als p, respectievelijk tegenoverliggende kwadrant te plaatsen. In ieder geval legt deze keuze

—

P vast, en dus ook het kwadrant voor de poolhoek 6 = (X, P). Dit en tg # bepalen tenslotte de waarde
voor 6 (op een geheel veelvoud van 27 na).

Als p € Y (dus z = 0) dan volgt uit de definitie van poolcosrdinaten dat we 6 gelijk aan 7/2 (+km)
kunnen stellen.

Voorbeelden.

e Laat (—2,2v/3) de cartesische coérdinaten voor het punt p zijn. Dan:

r2 = 16
tgf = —/3
Indien we een positieve voerstraal kiezen, r = 4, ligt u in hetzelfde kwadrant als p, het tweede

dus. Omdat .
tgé’:—\/§:>9:—§+k:7r,

met k € Z, en omdat 6 € II, besluiten we dat § = %” (+k-2m). We vinden dus dat (27/3,4)
één van de koppels poolcodrdinaten is voor het punt p. Een andere mogelijkheid is (—m/3, —4).

e Indien p(—2,—1) gegeven is in een cartesisch assenstelsel, dan

r? =
tgd =

Omdat p € I11, vinden we als mogelijke koppels poolcotrdinaten:

o= Ot

(Bt (3) + 7, V5) ~ (Batg (5),—V5) ~ ...

e Nu zoeken we poolcodrdinaten voor het punt p(0, —5). Omdat p € Y weten we dat we poolhoek

5 of 37” kunnen kiezen. Merk op dat p een negatieve y-cotrdinaat heeft. We vinden dus als

mogelijke koppels poolcodrdinaten voor p:

0 3
(5:-5) ~ <2’5> v
4.2 De poolvergelijking van een kromme

Stel dat F': R? = R : (0,7) — F(0,r) een functie is in 2 veranderlijken, en stel dat K een kromme
is in het vlak. We noemen
Fé,r)=0

een poolvergelijking voor de kromme K indien het volgende geldt:
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p is een punt van K <= 3(p,9) € R?: poco(p) = (Ao, r0) A F(6p,70) = 0.

Meestal proberen we een poolvergelijking expliciet naar r te schrijven:
K: r=f(6).

Omdat een punt meerdere koppels als poolcodrdinaten heeft, kan een kromme meestal door verschil-
lende poolvergelijkingen worden voorgesteld:

F(0+ nm, (—=1)"r) =0,
met n € Z.

Voorbeelden.

e De cirkel met als middelpunt de pool, en met straal R heeft als poolvergelijking: r = R. Merk
op dat ook punten met voerstraal —R tot deze kromme behoren, aangezien (6, —R) ~ (04, R).
Een andere poolvergelijking voor dezelfde cirkel is dus: r = —R.

e De rechte door de pool met als hellingshoek 6 t.o.v. de positieve poolas X kan worden voorge-

steld door de poolvergelijking 6 = 6. Merk op dat bijvoorbeeld § = 7 en 0 = %’T dezelfde rechte

voorstellen, en in het algemeen iedere vergelijking 6 = 7 + nm met n € Z.

T 1
32
dit koppel voldoet niet aan r = cos g. Als we echter p voorstellen door het koppel (%’T, —%), dan
voldoet dit wel aan de gegeven vergelijking. Men kan aantonen dat K nog 3 andere poolverge-

lijkingen heeft (zie oefeningen):

e De kromme K : r = cosg bevat het punt p( ). Deze uitspraak lijkt niet waar te zijn want

r=c0s— ~ r=s8in- ~ r=-—cos— ~ r=—sgin-—.
2 2 2 2

Opmerking. Stel nu dat in het vlak bovendien een cartesisch assenstelsel gegeven is. We gebruiken
dezelfde afspraken als in §4.1} Een poolvergelijking r = f(6) voor een kromme K kan dan gebruikt
worden om een stelsel parametervergelijkingen voor K op te stellen:

{x = f(0)cos@
y = f(0)sind

met 6 als parameter.

4.3 De periode en symmetrieén van een poolkromme

We gaan uit van een voorbeeld. Hieronder berekenen we enkele punten van de kromme K : r = cos g.

0 T 0 r 0 T 0 r

0 1 T 0 2 -1 3 0
/6 | 0.966 /6 | —0.259 137/6 | —0.966 197/6 | 0.259
/3 | 0.866 4m/3 —-0.5 /3 | —0.866 107/3 | 0.5
w/2 |0.707 3r/2 | —0.707 57/2 | —0.707 /2 | 0.707
2r/3| 0.5 57/3 | —0.866 8m/3 —0.5 117/3 | 0.866
57/6 | 0.259 117/6 | —0.966 177/6 | —0.259 237/6 | 0.966

7r 0 27 —1 3 0 4 1
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Hieronder tonen we een schets. Terzijde vermelden we het bestaan van poolcotrdinatenpapier waarop
een stralenbundel en concentrische cirkels getekend zijn, daar waar ruitjespapier meer geschikt is voor
cartesische coordinaten.

T 5T
27 2
2m 8m T Im
373 37 3
o 9m m 137
67 6 67 6
7,37 0,27, 4w
1
T 197 11w 23w
6’7 6 6 ° 6
47 107 S5 11w
- 3m Tw =
37 3 PR 37 3

4.3.1 Symmetrieén van een poolkromme

De kromme K uit het bovenstaande voorbeeld heeft klaarblijkelijk de poolas X en de rechte Y : 6§ =
/2 als symmetrieassen, en bovendien de pool o als middelpunt van symmetrie:

Sx(K) = Sy (K) = S,(K) = K.

Indien K door een expliciete poolvergelijking r = f(6) wordt voorgesteld, bestaan er enkele eenvoudige
testen om dergelijke symmetrieén aan te tonen.

Stelling 3
Stel dat r = f(0) een poolvergelijking is voor de kromme K.

f(0) = f(—0) = X is een symmetrieas van K
f0)=f(r—0) = Y is een symmetrieas van K
f0)=f(r+6) = o iseen symmetriemiddelpunt van K

Bewijs. We beperken ons tot het bewijs van de eerste bewering. Neem een willekeurig punt p op de
kromme K. Dan kunnen we poolcodrdinaten (6, r) voor p kiezen waarvoor

r=f(0).

Omdat f(0#) = f(—6), voldoet ook (—0,r) aan de vergelijking van K. Nu is (—0,7) een koppel
poolcodrdinaten voor het spiegelbeeld Sx (p). We hebben dus aangetoond:

pEK?SX(p)EK,

en dus is X een symmetrieas voor K. [ |
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Voorbeeld. Beschouw de bovenstaande kromme K : r = cos g. De symmetrie t.0.v. X volgt uit

—0
COS — = COS —.
2 2

De symmetrie t.o.v. § = 7 kan echter niet rechtstreeks met voorgaande stelling worden aangetoond,
vermits f(0) # f(m — ). We kunnen wel Sy (p) voorstellen door een ander koppel poolcosrdinaten,

(m—60,r)~ (2r —0,—r),

wat wel aan de poolvergelijking van K voldoet: stel cos% =r, dan
2 — 6 ( 0) 6
= ——)=—cos- = —T.
cos — cos(7 — 3 cos

Op een analoge manier kunnen we ook de symmetrie t.0.v. de pool bewijzen. Dit laatste kan ook
onmiddellijk besloten worden uit de twee vorige symmetrieén (zie §3.1.3)).

4.3.2 De periode van een poolkromme

Indien we opnieuw het voorbeeld r = cosg beschouwen, merken we dat het volstaat 6 het interval
[0, 47] te laten doorlopen om heel de kromme K te tekenen. Dit geldt even goed voor elk ander interval
van lengte 47, alleen het punt van K waar we beginnen te tekenen kan veranderen. Bovendien, indien
we 6 hadden beperkt tot een kleiner interval, zouden we niet de volledige kromme bekomen hebben.
We noemen dan ook T' = 47 de periode van deze kromme. Indien we bij een kromme K geen periode
kunnen beschouwen, stellen we T' = +oc.

De periode van een kromme K kan uit haar poolvergelijking bekomen worden via het bijbehorende

SPV:

x = f(0)cosh

y = f(0)sind
Meer bepaald, als T}, en T, de periodes zijn van respectievelijk x en y als functies van 6, dan vinden
we de periode T als het kleinste gemeenschappelijk veelvoud van T, en Ty:

T = KGV(Ty, T).

De periode T is dus het kleinste positief getal dat zowel een geheel veelvoud van T, als een geheel
veelvoud van T, is.

Voorbeelden.

e Om de periode T van K : r = cosg te bepalen, beschouwen we haar SPV:

_ 0 _ 1 30 , 1 0

r = cosgcost T = 5C08%5 + 5C085
0 . 130 1.0

y = cosgsind y = gsiny —gsing

waar we de formules van Simpson hebben toegepast, en dus

T, = KGV(4r/3,47) =4n
T, = KGV(4r/3,4m) =4n

waaruit T' = KGV (T}, T,) = 4w. We gebruikten hier dat de periode van een (gereduceerde) som
van periodische functies het KGV is van de periodes van de afzonderlijke termen. Bovendien is
het nuttig om te weten dat de periode van de functies

c+asinbx, c+acosbxr (a,b € Rp,c€R)

gelijk is aan 27 /b.
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e Voor de periode T van de kromme K : r = 1 + 2 cos 260 vinden we:

x = (14 2cos20)cosf x = 2cosf+ cos30
y = (1+2cos20)siné y = sin36

=T =KGV(2r,27/3) = 27.

Opmerking. Indien we voor een gegeven poolkromme K onze kennis over periode en symmetrieén
samenvoegen, kunnen we ons voor de studie van K meestal beperken tot een sterk gereduceerd 6-
interval. Bijvoorbeeld, de kromme K : r = cosg is volledig getekend voor 6 € [0,47[. Indien we
bovendien de symmetrieén gebruiken, volstaat het ¢ te beperken tot het interval [0, 5]. Spiegelen t.o.v.

X en Y geeft ons dan de volledige kromme.

4.4 Raaklijnen aan een poolkromme
4.4.1 Het algemene geval

In deze paragraaf nemen we steeds aan dat de kromme K gegeven is door een expliciete poolvergelijking
r = f(0), waarbij bovendien f differentieerbaar is in haar domein. Hieruit volgt dat ook = en y
differentieerbare functies zijn in 6:
x = f(0)cosh
{ y = f(0)sind

Verder nemen we 6y € dom(f), en stellen 7o = f(6p). Het koppel poolcodrdinaten (g, 79) stelt dus
een punt p van K voor. We noteren (zg, ) voor de cartesische codrdinaten van p.

Hoe vinden we nu de raaklijn(en) in p aan K? Hiervoor kunnen we naar het boek van Analyse
verwijzen. Dus, als

(% 0. S0 ) # 0.0
dan is p J
By i 5 (00)(y = o) = 55 (60) (@ — 20)

een cartesische vergelijking voor een raaklijn in p. Indien er geen 0; # 6y bestaat waarvoor (61, f(61))
ook p voorstelt, tenzij eventueel 61 = 0g+kT met k € Zen T de periode van K, dan is p een enkelvoudig
punt van K en is de bovenstaande rechte de unieke raaklijn in p. In het andere geval snijdt de kromme
zichzelf meermaals in p, en kunnen de verschillende poolhoeken 6y voor p (in hetzelfde periode-interval)
aanleiding geven tot verschillende raaklijnen.

Opmerkingen.

e Als p(fp,ro) een singulier punt is waarvoor

dx dy

—(6p) = —=(6p) =0
dan is bovenstaande formule niet bruikbaar om de raaklijn(en) op te stellen. Het is echter
eenvoudig aan te tonen dat in dit geval 9 = 0, en dus dat p de pool is (zie de oefeningen). We
zullen zo dadelijk een alternatieve methode zien om de raaklijnen te vinden in het geval p de
pool is.

e Uit de vergelijking van R, zien we dat

ooy =0 (%500 #0)
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impliceert dat p een horizontale raaklijn heeft. Anderzijds, als
dx dy
—(6g) = —(0
o0 =0 (%o #0)

dan heeft p een verticale raaklijn.

e Stel dat de raaklijn R), in p aan K niet verticaal is, en stel dat a de georiénteerde hoek is tussen
de positieve poolas X en R, (bepaald op een geheel veelvoud van 7 na), dan:

_ dy/df

~ dx/df

_ rysinfy + rocos by

tg o

00 ~ rheosfy —rosinfy’
Met r{, wordt hier de afgeleide van r als functie van 6 in 6y bedoeld.

e Indien we vervolgens stellen dat
ﬁ = — 607
dan stelt 3 een georiénteerde hoek voor tussen de positieve voerstraal P (geassocieerd met de
poolhoek ) en de raaklijn R,. We krijgen dan:

tga —tgby 1o

t = =...=—.
g0 1+ tg atg by 0

g

Voorbeeld. We beschouwen de zogenaamde cardioide:

K:r=1+cosf

K
0
X
' x = cosf+cos’f
K { y = sinf+sinfcosfh (0 €R) K J

De vergelijking % = 0 is equivalent met

1
sinf =0 V cosf = —5
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Dit geeft in het periode-interval [0, 27| de oplossingen:
2 4
0e{0, —, T, —}.
0, 5 m 5}
De vergelijking % = 0 is equivalent met

1
cosf =—1 V cosf = 3

Dit geeft in het periode-interval [0, 27| de oplossingen:

T 5
0e{- — 1
{ 3 Y ﬂ—, 3 }
Merk op dat enkel voor de poolhoek 6§ = 7 beide afgeleiden 0 zijn, en dat dit inderdaad overeenkomt

met de pool (r = 0). Hiervoor zijn bovenstaande formules i.v.m. de raaklijn dus niet geldig. De andere
gevonden waarden voor # geven ons punten waarvoor we kunnen besluiten dat de raaklijn horizontaal

3 3V3 3 3V3
4 4 4 4
o (%) (49

4.4.2 Raaklijnen in de pool

Stel nu dat p = o, dus dat f(fy) = 0. In dit geval kunnen we niet uitsluiten dat %2(6,) = %(90) =0,
en kan de formule uit de vorige paragraaf niet altijd gebruikt worden om de vergelijking van de
raaklijn(en) op te stellen. Er bestaat echter een alternatieve manier om de raaklijnen aan K in de
pool te bepalen, zo eenvoudig dat we deze werkwijze steeds zullen verkiezen als p = o.

1S:

of verticaal is:

=

Stelling 4

Gegeven is de kromme K met expliciete poolvergelijking v = f(0). Gegeven is 6y € dom f zodat
f(6p) = 0. We wveronderstellen bovendien dat f' continu is in 6y en dat f'(6y) # 0. Dan is
D =007 een poolvergelijking van een raaklijn in de pool aan K.

Bewijs. Neem eerst aan dat 0y # 5 + kn. Als 61 € dom(f) willekeurig dicht bij 6y gekozen wordt, en
als r1 = f(01), dan ligt het punt p(61,r1) willekeurig dicht bij de pool (wegens de continuiteit van f).
De hoek a; tussen X en de bijbehorende raaklijn T, in p aan K voldoet aan de vergelijking:

i sinéy + ry cos 6

tg a1 = - .
i cosf —rysin6;

Stel nu « gelijk aan de hoek tussen X en de raaklijn 7" in o0 aan K. Omdat in de limiet voor 6; — 6y
de hoek aq samenvalt met «, 1 met ro = 0, en 7} met r{, zien we dat

rf sin 6
tga= lim tga; = ,070 = tgbp.
616 70 cos ty

Dus, 0y = a + km, en de poolvergelijking 6 = 6 stelt dezelfde rechte voor als 8 = «a, de raaklijn T
In het geval dat 6y = 5 + k7 gebruiken we een analoge redenering, met cotg oy i.p.v. tgay.
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Voorbeelden.

e We hernemen de cardioide: 7 =1+ cosf, 0 € [0,27[. De poolhoek 7 komt overeen met de pool.
We vinden dus de raaklijn met vergelijking # = 7 in 0 aan K, wat de poolas X voorstelt.

e Beschouw nu de kromme met als poolvergelijking:
K : r =sin30,

en met als periode T' = 7 (ga nal). De poolhoeken die » = 0 geven, zijn oplossingen van de
vergelijking
sin30 = 0,

en dus:

T
0=Fk—.
3

We vinden dus 3 verschillende raaklijnen in de pool:

f=—,0=— en X.

T
3 3
e Het vorige voorbeeld kan veralgemeend worden voor krommen met vergelijking
r =sinmf of r = cosmb,

met m een oneven natuurlijk getal. De pool is dan een m-voudige singulariteit. Bij even m
snijdt de kromme zichzelf 2m keer in de pool o.

Y
¥ INE

r = cos70 r = sin 260
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4.5

1.

Oefeningen

Bepaal het koppel cartesische coordinaten van de volgende punten met een gegeven koppel
poolcodrdinaten (6, r):

,0)
4

~—

Bepaal een koppel poolcoordinaten voor de volgende punten met het gegeven koppel cartesische
codrdinaten (x,y):

(2’ O) (07 _3) (2’ _2) (1a \/§ - 1)
(=1,0) (1,v3) (—1,v3) (1,2)
(07 4) (_3a _3) (\/67 \@) (_47 1)

Toon aan dat de kromme K : r = cos § nog door 3 andere poolvergelijkingen kan voorgesteld
worden:

0 0 0 .0

r=¢c0S— ~ r=s8in- ~ r=-—cosS— ~ r = —sin-—.
2 2 2 2

Bepaal alle gemeenschappelijke punten van de krommen K; en Ko:

Kqi: r=2sin260 Ki: r=1+sin260 Ki: r=40
Ko: r=-1 Ky: 12 =4sin26 Ky:r=75
Ki: r=1+cosf Ki:r=1+2cosf

Ko: r=-1 Ky: r=1

Bepaal een 10-tal punten van de volgende krommen met een gegeven poolvergelijking. Probeer
ze aan de hand van deze informatie te schetsen.

r = cosf r = sin 26 r=2sech —1
r=2sinf r = sin 360 r=1+2cos260
r=tg6 r =2+ cosf (r—3)2=90
r =20 r = COos 329 r= COS4Z
r=el3 r? = cos 20 r = cos f cos 260
r = 2cosec r? = sin 20 r= 981112(%)

Vervolledig het bewijs van Stelling [3]

Ga na welke van de 3 hoofdsymmetrieén (t.o.v. X, Y of 0) gelden voor de volgende krommen
met een gegeven poolvergelijking. Bepaal ook telkens hun periode.

r=>5cos0 T:981n2% rsinf+2=0
r = 4cos 20 r=1-+3cosb r=2secl —1
r=2sin6 r =3+ 2sinf r=tg6

Stel de poolvergelijking op voor de volgende krommen met gegeven cartesische vergelijking:

22+ y? —4r =0 zly+1) =2y

24+’ +4y=0 22 —8y? — 12y — 4—0
(22 4+ %)% = 22y (22 + yH)2? = 2?2 — 92
22y? + yt = 22 (22 +y*)2? = (z +y)?

o’ = 4y? In(z? + ) = 2Bgtg (y/z)
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9. Gebruik uw favoriete rekenomgeving (computerprogramma) om de lemniscaat van Bernoulli te

tekenen:

K: (22 +y*)? =2(z% — ?).

Hint: stel eerst een (expliciete) poolvergelijking op.

10. Stel de cartesische vergelijking op voor de volgende krommen waarvan een poolvergelijking ge-
geven is.
7“:2COSZg r2 cos 20 = 10
r =sinf + cosf r(2 —cosf) =2
r = 2sin 36 r=2cosf+3
r2 =10 r? = 4 cos 260

r = 2sin? 6 sec

r =sin260sin 0

11.

12.

13.

14.

15.

Welke van de volgende poolvergelijkingen stelt een rechte, een cirkel, of een kegelsnede voor?

r = 2sech r=4sin6 r?2 —2rsinf = 3
r = 5cosb rcosf =4 r = cosf + /3sinb
r(cos @ + sin ) = /2 r= cosecQg r—1=17rv2cosf

Bewijs de uitdrukkingen voor tga en tg [ zoals ze geformuleerd zijn in de opmerkingen van

4. 1]

Bepaal in het punt p de hoek gevormd door voerstraal en raaklijn aan de kromme K met gegeven
poolvergelijking.

K : r=2Rcosf p(%,Rﬁ)
K:r=24cosf p(m1)
K : % =2a%cos 20 p(%,a)
K: r=sinf+cosf  p(0,1)
K:r=1-cosf p(g,%)
K:r=40 p(3,12)

Geef een poolvergelijking voor de raaklijnen in de pool aan de volgende krommen met gegeven
poolvergelijking:

r=2Rcosf r=af r2 = 2a? cos 26

r = sin 26 r=e’ —1 r =sinf + cos 6

r = cos 30 r=142cosf r = cos 6 cos 26

(r—3)sinf =2 r= cos4§ 2r(sin3 @ + cos® §) = 3sin 260

Bepaal voor de gegeven krommen de punten waar de raaklijn evenwijdig is met de poolas, resp.
loodrecht staat op de poolas.

r=2cos(0 — %) r? = 4cos 20 r= cosec2%
r=1+sinf r=tgb r = cos 0 cos 20
r=1-—cosf r = cotg r(2 —cosf) =2
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16.

17.

10.

11.

Stel dat » = f(#) een poolvergelijking voor de kromme K is. Neem 6y € dom(f), en stel

ro = f(6p). Als nu
dx dy

20 —(6o) = 20 ——(00) =

toon dan aan dat rg = 0.

Bepaal de horizontale asymptoot voor de hyperbolische spiraal:

K:r= % (a #0).

Oplossingen
(1,0) (0,0) 6. X ™ | X 2m|Y s
(0,5) (2, —2v/3) X,Yo 2r | X 27| X 21
(—3cos2,—3sin2) | (—4cos3, —4sin 3) Y T |Y 27| X, Yo 2«
Kolom 1 ‘ Kolom 2 ‘ Kolom 3
(072) of (777 _2) (%7 - ) ( 3) (i%r? _2\/§> of (_%a 2\/5)
(07 _1) of (7'(', 1) (%7 2) (_77 - ) (Bgtg27 \/B) of (Bgtg2 -, _\/g)
(5.4) of (=F,—4) | (Z,-3V2) of (—2F,3v2) | (—Bgtg 1, —V17) of (—Bgtg 1 + =, V17)
(vervolg)

Kolom 4

% V4 —22) of (-1, /4 —2//2)

(5,2) of (-3, 2)

(6,2\f) of (—* —2v/2)
C_%gv_qjv(%fglx C_f%’_JJ’(%%JD’(%%7_1)7(_%g71)7(%%a'_l)’(_Jﬁgvl)
(0,0), (1,2), (°F,2)
(5.3)
(gv _1)7 (_%a _1)
(071)7(%71)7(“371)
r=4cosf |r=2sect — cosect
r=—4sinf | r = ;=557 325m9
r = /sin 20 =+ VCC(?Ssgé’

r = cotg r—l—i-tg@
r = 4tg 20 ,r_::l:ee-i-kﬂr (9+k7[' e] _%,g[)

cos 6
r = +/2cos 20
(x2+y2—a:)2:a:2+y2 22 — 42 =10
332+y2:w—|—y 322 +4y? —4dx —4=0
(22 +9°)? = 2(32° —y?)y | (2% + ¢ — 22)* = 9(2® + y?) met (z,y) # (0,0)
tg (z° Y =1 (z° +y°)* = 4(2” — ¢?)
(2% + y?)x = 24 (% +y°)* = 2ay°
rechte | cirkel cirkel
cirkel | rechte cirkel

rechte | parabool | hyperbool

Brugcursus wiskunde FTI 97



U' POOLCOORDINATEN

s s s
13. -2, % =

27 " 67
1> 13, Betg3
. 0= 0=0  |0=5%.%7
Z:g’—i—zégsing,Qw—Bgsing Z;QSW7 ’ 9;(4)1,%27 !
15. (in poolcodrdinaten)
Kolom 1: (-5, %), (3 73) /)X
(F5, %L (1+ %)), (Bate (—2 — v/3); —0,2588) /Y
(3:2), (=% 3): (= F>3) /X
(5.3), (¢ 3) /Y
(2?”7%)7(*2%7%) //X
(%’%)7(_§’%)7(ﬂ’2) //Y
Kolom 2: (§,v2), (. v2),(-§.v2), (- F.v2) /X
(0,2), (m,2) )Y
(0,0) /] X
(,0) /)Y
Kolom 3: (m,1) /Y
(+£Bgtg (3 + v/8); —0,1594), (+Bgtg (3 — /8);0,9292) //X
(5.0),0,1), (5, =3), (-5, —7) 1Y
(5.3):(=5.3) /X
(0,2), (m, %) 1Y

17. y=a
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MATRICES - DETERMINANTEN - STELSELS

Oefeningen:

1.1 (¢) 3 (kolom 1), 4 (kolom 2)
2.1 (kolom 1), 2.4 (kolom 2)
3 (c

6.4 )

7.2 (kolom 1), 7.3 (kolom 4)
9.1 (kolom 1)

11 (rij 1) 2 en 3, (rij 3) 1

16.2 (kolom 1), 16.2 (kolom 2)
17.1 (kolom 2)

20.3 (kolom 1), 20.3 (kolom 2)
21.2 (kolom 1)

(
)
(kolom 1
(
(

Brugcursus wiskunde FTI 99



& MATRICES - DETERMINANTEN - STELSELS

5 MATRICES - DETERMINANTEN - STELSELS

MATRICES - DETERMINANTEN
5.1 Definitie

Definitie

Een reéle (m x n)-matriz is een schema bestaande uit m - n reéle getallen die gerangschikt zijn in
m rijen en n kolommen.

We noteren het schema van m - n getallen waaruit een (m x n)-matrix bestaat tussen vierkante haken.
Z0o’n matrix ziet er dan als volgt uit:

ail a2 e alj AT
a a ce.o Q25 ... @
A= 21 22 27 2n
i-de I‘ij — a;l a2 ... Qi3 ... Qin
L aml Am2 ... amj cee Qmn i
j-de kolom

De getallen a;; zijn allemaal reéel en noemen we de elementen van de matrix A. De puntjes in boven-
staande matrix duiden op het feit dat niet alle elementen opgeschreven zijn. We kunnen de matrix A
hierboven ook verkort noteren door A = [a;;]. In dat geval moet het aantal rijen en kolommen wel
duidelijk zijn uit de context.

De verzameling van alle reéle (m x n)-matrices noteren we met IR”*".

Voorbeelden

2 1
—1 0 | e R®*?, 1 —1] € R, 2] € R, [ L ] € R**2
5 4 —T e

5.2 Soorten matrices

We onderscheiden verschillende soorten matrices:

Definitie
e Een vierkante matrix is een matrix met evenveel rijen als kolommen (dus met m = n).

e De hoofddiagonaal van een vierkante matrix is de rij elementen van de matrix die op de
diagonaal staan die van linksboven schuin naar rechtsonder loopt. Het zijn dus de elementen
ay; met gelijke rij- en kolomindex.
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e Een diagonaalmatriz is een vierkante matrix waarvan alle elementen nul zijn, behalve even-
tueel de elementen a;; die op de hoofddiagonaal staan.
Een diagonaalmatrix is dus van de vorm

_a11 0 0 cee 0
0 as9 0 0 0
0 0 ass 0 7
| 0 0 0 - apn]
waarbij a; € IR voor alle 2 = 1,...,n. De getallen a;; noemen we de diagonaalelementen.

e Een (n x n)-diagonaalmatrix waarbij alle diagonaalelementen gelijk zijn aan 1, noemen we
een eenheidsmatriz van orde n. We noteren deze met [,,.

e Een (m X n)-matrix waarbij alle elementen gelijk zijn aan 0, noemen we een nulmatriz en
noteren we door Oy, .

Als de afmetingen duidelijk zijn uit de context, laten we de index n soms ook weg in de notaties van
de nul- of eenheidsmatrix.

Voorbeelden
Volgende matrices zijn vierkant:

9 4 Cf)s o sina 1
1 3 , sina cosa 1
0 0 1

De hoofddiagonaal van de eerste matrix bestaat uit de elementen 2 en 3. Die van de tweede matrix
bestaat uit de elementen cosca, cosa en 1. Deze matrices zijn geen diagonaalmatrices omdat niet
alle elementen naast de hoofddiagonaal gelijk zijn aan 0. De vierkante matrices hieronder zijn wel

diagonaalmatrices:
700
[1 Ol] ) 05 0].
0 —3 000

Ook de eenheidsmatrices I3 en I4 zijn diagonaalmatrices. Deze worden gegeven door

1 00
I3=10 1 0 en I, =
0 01

o O O
S O = O
o= OO
— O O

5.3 Gelijkheid van matrices

Definitie

Twee matrices noemen we gelijk als en alleen als ze dezelfde afmetingen hebben en alle overeen-
komstige elementen gelijk zijn.

In symbolen:
Zij A, B € R™ " met A = [a;j] en B = [b;;]. Danis A = B als en slechts als a;; = b;; voor alle i =
1,2,....menj=12...,n.
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Voorbeeld
De matrices E ij en [; 2} zijn gelijk als a = 8 en verschillend als a # 8.

5.4 Bewerkingen met matrices

Net zoals met getallen kunnen we ook met matrices rekenen. We kunnen ze optellen, aftrekken,
vermenigvuldigen, enz. In de rest van deze paragraaf definiéren we de matrixbewerkingen, geven we
enkele voorbeelden en sommen we de eigenschappen van deze bewerkingen op. We zullen ook zien dat
het delen van matrices niet altijd mogelijk is.

5.4.1 Definities en voorbeelden

Definitie: Som van matrices

Zij A en B twee matrices in R™*". Noteer A = [a;;] en B = [b;;]. Dan wordt de som A+ B
gedefinieerd als

a1 +bir  aip+biz2 - aip + b1,

a21 +ba1  aza+bn - ag, +boy
A+ B = . .

am1 + bml am2 + me S ¢ bmn

Opgelet! Je kan twee matrices enkel optellen als ze dezelfde afmetingen hebben. Om hun som te
berekenen tel je dan hun overeenkomstige elementen op. Op analoge manier kunnen we ook het
verschil van twee matrices definiéren.

Voorbeelden

We berekenen de som van twee (3 x 2)-matrices:
1 2 1 4 1+1 2+4 2 6
34| +12 5 |=]3+2 4+5|=|5 9
5 6 3 6 5+3 646 8 12

Het verschil van deze twee matrices berekenen we als volgt:

1 2 1 4 1-1 2-4 0 -2
34| —-125|=13-24->5|=]1 -1
5 6 3 6 5—3 6—-6 2 0

De som of het verschil van een (3 x 2)- en een (2 x 3)-matrix kan niet bepaald worden. Bijvoorbeeld:

1 2
3 4 |+ L3 bestaat niet!
5 6 2 4 6
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We kunnen twee matrices ook met elkaar vermenigvuldigen, maar enkel als het aantal kolommen van
de eerste matrix gelijk is aan het aantal rijen van de tweede:

Definitie: Product van matrices

Zij A = [a;j] een (m x n)-matrix en B = [b;;] een (n x p)-matrix. Dan is het product A - B de
(m x p)-matrix C' waarvan het element op de k-de rij en in de I-de kolom berekend wordt als

Ckl = ag1by + agaboy + . .. + agnb.-

Het element van A - B op de k-de rij en in de I-de kolom is dus de som van de producten van de
elementen op de k-de rij van A met de overeenkomstige elementen in de I-de kolom van B:

_a11 a2 ... Qip _611 C12 ... C1y --. Clp
Lo : b1 b1z bip Do : :
rij k — ’akl akg...akn‘ : : = | crk1 Ck2 --.|Cri|-.. Crp | < 1ij k.
S b1 bn2 bnp
| Al Gm2 - - - A | | Cml Cm2 -+ Cml -+ Cp |
kolom 0
kolom
Voorbeeld
We willen de matrices
1 -3
A=| 4 2 en  B= i’ _; _;1 _z
1 -1

vermenigvuldigen. Omdat A een (3 x 2)-matrix is en B een (2 x 4)-matrix, is de vermenigvuldiging
mogelijk en zal het resultaat een (3 x 4)-matrix zijn:

(3x2)-(2x4)=(3x4).
——
zelfde
Vervolgens berekenen we de elementen van deze (3 x 4)-matrix. Om bijvoorbeeld het element van A- B
op de eerste rij en in de tweede kolom te vinden, moeten we de eerste rij van A vermenigvuldigen met
de tweede kolom van B:

Hieronder berekenen we alle elementen van de productmatrix:

1 -3
3 -1 4 7
A-B = 4 2 |-

111 [1 2 -3 —4]
[ 1-34+(-3)-1 1-(-1)+(-3)-2 1-44(-3)-(-3) 1-7+(-3)-(-4)
= 4-3+2-1 4-(-1)+2-2 4-4+42-(-3) 4-7+2-(—4)
1134 (=1)-1 11-(=1)+(=1)-2 11-4+(=1)-(=3) 11-7+(=1)-(-4)

[0 -7 13 19
= (14 0 10 20
32 —13 47 81
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Ook al kunnen we A - B berekenen, het product B- A bestaat niet! Het aantal kolommen van de eerste
matrix B is immers niet gelijk aan het aantal rijen van de tweede matrix A:

(2x4) - (3x2) gaat niet.
~——

niet zelfde

De volgorde waarin we de matrices die we willen vermenigvuldigen opschrijven, speelt dus een rol.

Dit voorbeeld toont aan dat we moeten opletten met het vermenigvuldigen van matrices. Niet alleen de
afmetingen zijn belangrijk, maar ook de volgorde van de matrices. In het algemeenis A - B # B - A,
zelfs niet als beide vermenigvuldigingen mogelijk zijn. De matrixvermenigvuldiging is dus niet com-
mutatief, in tegenstelling tot de vermenigvuldiging van reéle getallen.

Voorbeeld
Zij A= [1 2] en B = [5 O]. Dan is

3 4 6 7
1 2] [5 0] [17 14
A‘B_{3 4]‘[6 7]_[39 28]’

pa-f 00 -1 )

€en

Dus A-B # B - A.

Definitie: Macht van een matrix
Zij A € R™" een vierkante matrix. Dan definiéren we A° = I,, en

A" =A-A---A alsneNg.
S

n keer

o E) ir:dil” Z]B ZDB zﬂ:[l?s igHé jHiI 15148}

Opgelet! Deze berekeningen tonen aan dat in het algemeen

k ko ok k

all a1 e aln all a12 e aln
k k k

asi ago e aon a21 CL22 e a2n
k k k

anl Gn2 .. Onn ar,  Qroy ay.,

Voor een diagonaalmatrix geldt dat echter wel.

e (S ) R o e X e R R
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We kunnen twee matrices met elkaar vermenigvuldigen, maar we kunnen een matrix ook vermenig-
vuldigen met een reéel getal:

Definitie: Vermenigvuldigen met een getal

Zij A = [ai;] een reéle (m X n)-matrix en zij r een reéel getal. Dan wordt 7 - A gedefinieerd als

ajl .o Qp T-all ... T-Qa1n

Aml -+ Omn reQmi .. T Qmn

Om een matrix te vermenigvuldigen met een getal moet je dus elk element van deze matrix verme-
nigvuldigen met dat getal. Om een matrix te delen door een getal r # 0, vermenigvuldig je hem met
1/r.

Voorbeeld
-1 2 -3 6 1 -1 2 —0,5 1
3- 1 4 = 3 12 en 3 1 4 = 0,5 2
0 -5 0 —15 0 -5 0 —-2.5

Definitie: Transponeren

Als A = [a;;] een (m x n)-matrix is, dan is de getransponeerde van A een (n x m)-matrix die
bekomen wordt door in A de rijen en kolommen om te wisselen. We noteren de getransponeerde
van A door A’.

In symbolen:

ay a2 ... G1p ail  G21 ... aml
aAml Am2 ... Gmn Alp A2, ... (mn
Voorbeeld
De getransponeerde van de (2 x 3)-matrix
2 3 5
A= [7 11 13} ’
is de (3 x 2)-matrix
2 7
At=13 11
5 13
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5.4.2 Eigenschappen van de bewerkingen

Verschillende rekenregels die we kennen voor het rekenen met reéle getallen gelden ook voor het
rekenen met matrices. Dat we niet zomaar alle rekenregels mogen overnemen hebben we hiervoor
al gemerkt. De matrixvermenigvuldiging is bijvoorbeeld niet commutatief, in tegenstelling tot de
vermenigvuldiging bij de reéle getallen. Volgende eigenschappen gelden echter wel:

Rekenregels matrices
Zij A, B en C matrices en r, s € R. Dan gelden volgende eigenschappen:

e Associativiteit:

A+(B+C) = (A+B)+C

A-(B-QC) = (A-B)-C

r(sA) = (rs)A

r(A- B) = (rA)-B = A-(rB) = (A-B)r
¢ Commutativiteit:

A+B = B+ A

rA = Ar
e Distributiviteit:

r(A+ B) = rA+rB

(r+s)A = rA+sA

A (B+C) = A-B+A-C
(A+B)-C = A-C+B-C

Neutraal element:
A+0 = A = 0+ A
A1 = A = 1T-A
Hierbij staat 0 voor de nulmatrix, en I voor de eenheidsmatrix met de juiste afmetingen.

e Transponeren:

(4" = A
(A+B)! = A+ DB
(A-B)f = Bt.At
(rA)t = rA

We veronderstellen in bovenstaande eigenschappen dat de matrices de geschikte afmetingen hebben
zodat de bewerkingen mogelijk zijn.

Opgelet! Bij reéle getallen geldt er dat als a - b = 0, dat dan ofwel a ofwel b zelf nul moeten zijn. Bij
matrices is dat niet het geval. Het is mogelijk dat A - B = 0 zonder dat A of B zelf gelijk is aan de
nulmatrix.

Voorbeeld
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5.5 Determinant van een vierkante matrix

Zij A € R™" een vierkante matrix

ai;] a2 ... Qin

a1 a2 ... Qa2p
A=

anl Anp2 ... QAapnp

De determinant van A wordt genoteerd door

ail ai19 AT

asr a2 ... Q2p
det(A) = |A| = ,

anl QAnp2 ... Qpp

en is een getal dat verkregen wordt op de volgende wijze:

Definitie

Zij A een vierkante matrix. De determinant van A is gelijk aan:

e Voor een (1 x 1)-matrix:
det(A) = ‘a11| = aii-

e Voor een (2 x 2)-matrix:

ail a2

det(A) = o1 G

= @11 - a2 — @12 - A21.

e Voor een (n X n)-matrix (met n > 3) definiéren we de determinant als
det(A) = ary M1y — a1 Mig + a1 Miz — -+« + (=1)"t a1y My,

waarbij M;; gelijk is aan de determinant van de ((n — 1) x (n — 1))-matrix die je bekomt
door in A de eerste rij en de j-de kolom te schrappen, dus

We noemen M;; de minor van het element a1; van de matrix A.

Het getal n noemen we de orde van de determinant.
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Om de determinant van een (2 x 2)-matrix te berekenen kan men volgende “visuele” werkwijze ont-
houden: neem het product van de twee elementen op de hoofddiagonaal en trek er het product van
de andere twee elementen (op de anti-diagonaal) van af:

5

Voorbeeld 1

Voorbeeld 2

We gebruiken de definitie om de determinant van volgende (3 x 3)-matrix te berekenen:

0
det(A) = |1
4

N W N

8
) :0'M11—2-M12+8'M13.
3

We berekenen de minoren van A:

My = 3 5| =3-3-5-7T=-26,
7 3

Mo = |1 5| =1-3—-5-4=-17,
4 3

Miz = |1 3 =1-7-3.-4=-5.
4 7

det(A) =0+ (—26) —2- (—17) + 8- (=5) = —162.

Dus

Merk op dat we de minor Mj; eigenlijk niet moesten berekenen omdat a; gelijk is aan 0 en de term
met M, dus wegvalt.

In het algemeen vinden we voor de determinant van een (3 x 3)-matrix volgende formule:

ail a2 ais
det(A) = |az1 a2 a3
asi agz ass

a1 a3

a2 Q23 + a3
az1r ass

aszz a33

a1 a2
as;  as2

= an — @12

= aj1(aassz — agzasz) — aiz(aziass — azzasi) + aiz(aziasy — azgas;)

= 011022033 + 012023031 + 013021032 — (11023032 — 012021033 — G13022031.
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Ook deze formule kan visueel onthouden worden:
1. Schrijf de eerste twee kolommen van de matrix over achter de derde kolom.

2. Je kan nu 6 diagonalen onderscheiden: 3 van linksboven naar rechtsonder, en 3 (anti)diagonalen
van rechtsboven naar linksonder. Vermenigvuldig voor elk van de diagonalen de 3 matrixele-
menten die erop staan.

3. De determinant van de matrix is nu gelijk aan de som van de producten van de drie diagonalen,
min de som van de producten van de drie anti-diagonalen.

aii ai2 ais aii ai2

N

a21 @22 a23 a21 a22

a3i as2 a33 asy as32

4

- - - 4 -

Deze regel staat bekend als de regel van Sarrus. Let wel op: deze kan enkel gebruikt worden voor
determinanten van orde 3!

Voorbeeld
We berekenen de determinant van de matrix
1 0
M=1]0 1 3
4 5 6

met de regel van Sarrus:

en vinden dat

det(M)=1-1-64+2-3-440-0-5-0-1-4—-1-3-5-2-0-6=15.

5.6 Minoren en cofactoren

Bij het definiéren van de determinant van een (n X n)-matrix met n > 3 hebben we gebruik gemaakt
van de elementen van de eerste rij en hun minoren. Nu kan men bewijzen dat het gebruiken van de
eerste rij niet essentieel is. Een meer algemene definitie is mogelijk, en die is nuttig omdat ze het
rekenwerk aanzienlijk kan verkorten. We definiéren hiervoor in het algemeen de minor en cofactor van
een element van de matrix A.
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Definitie

De minor M;; van het element a;; van een vierkante matrix A is de determinant van de matrix
die overblijft als men in A de i-de rij en de j-de kolom schrapt.

De cofactor C;j van het element a;; van A wordt gedefinieerd als

Cij = (=1)" My;.

Merk op dat we de definitiec van de determinant van een (n X m)-matrix met n > 3 nu kunnen
herschrijven als

n
det(A) = Z ale'lj.
j=1
We noemen dit de ontwikkeling van de determinant volgens de eerste rij.

Nu geldt volgende stelling:

Stelling: Ontwikkelen van een determinant

De som van de producten van de elementen van een rij (kolom) van een determinant met hun
respectievelijke cofactoren is onafhankelijk van de gekozen rij (kolom) en is gelijk aan de determi-
nantwaarde.

In symbolen:

n
det(A) = Z a;; Cij = ainCi + aipCio + - - + ainCip “ontwikkelen volgens de i-de rij”
jil
det(A) = Z aij Cij = a1;C1j + ag;Coj + - - - + ap; Cp “ontwikkelen volgens de j-de kolom”
i=1

Je mag dus zelf een rij (of kolom) kiezen om naar te ontwikkelen, en dan kan je met bovenstaande
formule de determinant berekenen. We kiezen dan ook de rij of kolom met het grootste aantal nullen
om het rekenwerk zo veel mogelijk te beperken.

Voorbeeld 1
We berekenen de determinant van volgende (4 x 4)-matrix:

6 0 3 1
8§ 0 1 2
A= 25 =37
4 0 8 0

Omdat de tweede kolom de kolom is met de meeste nullen, zullen we ontwikkelen naar de tweede
kolom. Dit wil zeggen dat we de determinant zullen schrijven als een som van de elementen a;s uit de
tweede kolom van A, vermenigvuldigd met hun cofactor Cja = (—1)+2 M;s:
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6 3 1
8 1 2
det(A) = 5 P
4 8 0

= 0-(=D)Y2- Mg +0-(=1)%2. Moy +5- (=132 M3p +0- (—=1)**2. My

6 3 1
- 040-5- L2
4 8 0

Merk op dat we dankzij de vele nullen in de tweede kolom slechts één determinant van orde 3 moeten
berekenen in plaats van vier. Deze ene determinant kunnen we op twee manieren vinden: ofwel
gebruiken we de regel van Sarrus, ofwel ontwikkelen we hem naar een rij of kolom. We kiezen er
hier voor om hem te ontwikkelen naar de derde rij. Dankzij het nulelement zullen we slechts twee
determinanten van orde 2 moeten berekenen:

8 1 2| = 4-(=1) M3 4+8-(=1)%2. Mgy +0- (—1)3+3 . Mas
480
31 6 1
= 4 1 2| —8:8

= 4-(3-2—-1-1)—8-(6-2—1-8)
Bijgevolg is
det(A) = (=5) - (—12) = 60.

Voorbeeld 2: Determinant van een eenheidsmatrix.
De determinant van een eenheidsmatrix is steeds gelijk aan 1. We laten dit zien voor een (3 x 3)-
eenheidsmatrix door hem te ontwikkelen naar zijn eerste kolom:

10
01

00
01

0 0

1
det(lg) = 8 10

S = O

’ R O

Voorbeeld 3: Determinant van een nulmatrix.
De determinant van een vierkante nulmatrix is steeds gelijk aan 0. Door hem bijvoorbeeld te ontwik-
kelen naar de eerste rij, vinden we

00 ...0
det(Opp) =1+ . | =0-My—0Mpz+-+ (=)0 My, = 0.
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5.7 Eigenschappen van determinanten

Er zijn verschillende eigenschappen die we kunnen gebruiken om het berekenen van determinanten
eenvoudiger te maken. Deze staan hieronder opgesomd. De meeste voorbeelden en bewijzen zijn
gegeven voor (3 X 3)-matrices, maar kunnen direct veralgemeend worden.

Eigenschap 1

Als je in een matriz 2 rijen (of 2 kolommen) onderling verwisselt, dan verandert zijn determinant
van teken.

Voorbeeld
a b ¢ a b c
Ro<R3
a/ b/ C/ A _ CL” b// C//
a/l b// CI/ a/ b/ c/

De notatie Ry <+ R3 boven het gelijkheidsteken dient om te laten zien dat we in deze stap de tweede
rij (R2) omgewisseld hebben met de derde (R3).

Bij een even aantal verwisselingen zal de determinant dus onveranderd blijven.

Eigenschap 2

Wanneer je in een matriz alle elementen van één rij (of kolom) met een getal vermenigvuldigt,
wordt ook de determinant van die matriz met dezelfde factor vermenigvuldigd.

Voorbeeld
a b c a b ¢ a b rc
rad rt rd|=r|d VUV Jd |=|d V rd
al/ b/l CI/ a// b// CI/ a// b// ,rcll

Uit Eigenschap 2 volgt dat wanneer de elementen van een bepaalde rij (of kolom) een gemeenschap-
pelijke factor bezitten, je deze kan afzonderen:

Voorbeeld
2 8 —10 1 4 -5 1 1 -5
3 4 7| %903 4 7| 89403 1 7
10 5 10 5 10 5

Let wel op: staat deze gemeenschappelijke factor in meerdere rijen, dan komt deze factor per rij één
keer naar buiten:

Voorbeeld
2a 2b 2c a b c a b ¢
24/ 20 2d|=2-124" 20 2d|=2-2-|d b
a// b/l C” al/ b/l CI/ a/l b// c//
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Gevolg

Als A een reéle (n x n)-matriz is, en v € R, dan is det(rA) = r™ det(A).

Eigenschap 3

De determinant van een matriz met twee gelijke rijen (of kolommen) is nul.

Verklaring
We verklaren de eigenschap in het geval de eerste twee rijen gelijk zijn. De redenering in de andere
gevallen gaat analoog. Er geldt dat

a b c a b
det(A) = |a b ¢ gl 1y b ¢ = —det(A).
a/ b/ C/ a/ b/ /
Door het omwisselen van de twee gelijke rijen vinden we dus dat det(A) = — det(A), wat enkel kan

als det(A) = 0.

Eigenschap 4

De determinant van een matriz met twee evenredige rijen (of kolommen) is nul.

Met de term evenredig bedoelen we dat de ene rij (of kolom) een veelvoud is van de andere. Dit wil
zeggen dat je de ene rij (of kolom) kan bekomen uit de andere door alle elementen ervan met hetzelfde
getal te vermenigvuldigen.

Verklaring
Bij wijze van voorbeeld verklaren we het geval waarin de eerste en de derde rij evenredig zijn. Zo'n
matrix is van de vorm

a b ¢
a b
ka kb kc

met k € R. Wegens Eigenschappen 2 en 3 is

a b ¢ a b
a b dl=k-|d V |=0,
ka kb kc a b

omdat deze laatste matrix twee dezelfde rijen heeft.

Eigenschap 5

Wanneer een rij (resp. kolom) van een matriz de som is van twee andere rijen (resp. kolommen),
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kan de determinant van deze matriz als volgt gesplitst worden:
a ... bi+by ... ¢ a ... b ... ¢ a ... by ...
a oW+, o a oW o d a by, Lo
: = +
a oo +uy o a” oo a” ooy
en
a by ... c a b ... ¢ a b ... ¢
ay+ah, by+by, ..o d+d | = a) VW ... |+ dy by ... &
a”’ b . " a” vy oo a v
Verklaring

Deze eigenschap kan verklaard worden door de determinant te ontwikkelen naar de rij of kolom waarin
de som voorkomt. Bijvoorbeeld in onderstaande matrix ontwikkelen we naar de tweede kolom:

@ bitby ¢ a a ¢ a ¢
/ / / / _ / / /! /!
a bl + b2 ¢ - _(bl + b2) v | T (bl + b2) 72 (bl + b2) 1o
"o oo a  c c C
a” by +by ¢
/ /
a C
= —h + V) -
J L U o ¢
/ /
a a c
—b2 + b/ _ bl/
a// CI/ 2 a// C// 2 a/ C/
a b ¢ a by
= |d bV  |+|d by, ¢
a// blll c// a// b/2/ C”

In de laatste stap hebben we opnieuw gebruik gemaakt van de ontwikkeling van een determinant naar
de tweede kolom.

Opgelet: In het algemeen is det(A + B) # det(A) + det(B)!

Voorbeeld
Door toepassing van Eigenschap 5 vinden we dat

a1+ as by + bs };1 al b1 n as b
c1+co di+do c1+c di+do c1+c di+do
112 al b1 al b1 a9 bQ a9 bg
C1 d1 + (&) d2 + C1 d1 + (&) dg )
. . .. . .. al b1 a9 bg
En deze laatste uitdrukking is in het algemeen niet gelijk aan + .
C1 dl (&) d2
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Eigenschap 6

De determinant van een matriz verandert niet als je bij een rij (resp. kolom) van de matriz een
veelvoud van een andere rij (resp. kolom) optelt.

Verklaring
Bovenstaande eigenschap zegt onder andere dat je bij de tweede kolom van een matrix k keer de eerste
kolom kan optellen zonder dat de determinant verandert. Dus

a bt+ka c a b c
ad V+kd Jd |=|d ¥V | (%)
a// b// + k,a// C// a// b// C//

Dit is niet zo moeilijk in te zien. Wegens Eigenschappen 2 en 5 geldt immers dat

a b+ka ¢ a b a ka

K>
a V+ka = |ad b Jd |+|d kd
a// b// + ka// c// CL// b// C// a// ka// c//

In de laatste matrix zijn de eerste en tweede kolom evenredig. Uit Eigenschap 4 volgt dan dat zijn
determinant gelijk is aan 0. Uit de vorige gelijkheid volgt dus dat (x) inderdaad correct is.

Ook meerdere rijen (of kolommen) kunnen gebruikt worden. Zo mag je bijvoorbeeld bij de eerste rij
van een matrix k keer de tweede en [ keer de derde rij optellen zonder dat de determinant verandert:

a+ka +1lad" b+kV+1I c+kd+1c" a b
CL/ bl C/ — a/ bl C/
CL// b// C// a/l b// C//

Eigenschap 6 wordt o.a. gebruikt om nullen te verkrijgen in een grote matrix, zonder dat zijn deter-
minant verandert. Wanneer je de determinant dan ontwikkelt naar die rij of kolom waarin de meeste
nullen staan, heb je minder rekenwerk dan wanneer je werkt met de originele matrix.

Voorbeeld

3
6 Figenschap 6 met R3 — R3 — 2R»
-1

S W

1
= |4
0

—_
(e
=
—_
O Ot N

L 2' Ontwikkelen naar de derde rij

- (_1)"4 5
— (-1)-(5-8)=3.

Doordat we op de onderste rij eerst twee nullen gemaakt hebben voordat we de determinant ontwikkeld
hebben, moeten we slechts één determinant van orde 2 uitrekenen in plaats van drie.
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Eigenschap 7

De determinant van het product van twee matrices is gelijk aan het product van hun determinanten.

In symbolen: det(A - B) = det(A) - det(B).

Voorbeeld _
-2 0 5 2 -1 2
A = -1 5 2| — det(4)=2- (-2) - = —48
3 —4 1 —4
i 3 —4
5 0 0
B = 01 0 — det(B)=5-1-(=2)=-10
00 -2
10 =20 5 —4 -5 —4 !
A-B = -5 5 —4| — det(A-B)=10- +2. =480 = (—48) - (—10).
. 3 8 5 8

Uit Eigenschap 7 volgt onmiddellijk onderstaande eigenschap:

Gevolg

Wanneer A een vierkante matriz is en k € N, is det(A¥) = (det(A))*.

Voor de determinant van de getransponeerde van een matrix geldt volgende eigenschap:

Eigenschap 8

De determinant van de getransponeerde van een matriz is gelijk aan de determinant van de matriz

zelf. In symbolen: det(A') = det(A).

Voorbeeld
Voor (2 x 2)-matrices is deze eigenschap eenvoudig in te zien:
a b
A = L d} — det(A) = ad — be
At = [Z (ﬂ —  det(A) = ad — cb = det(A).

5.8 Reguliere en singuliere matrices

Een lineaire vergelijking in één onbekende x van de vorm
a-x =20, met a,b € R

is gemakkelijk op te lossen. Als a # 0 kunnen we immers beide leden delen door a (of vermenigvuldigen
met a~!) en dan vinden we
1

a tar =a"1b & r=—,
a
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aangezien a~!-a = 1. Als a = 0 heeft de vergelijking ofwel geen oplossingen (wanneer b # 0), ofwel

oneindig veel (wanneer b = 0). Bij matrices is het oplossen van zo'n vergelijking wat moeilijker. Want
hoe deel je door een matrix???

We gaan dit probleem oplossen door de inverse van een matrix te definiéren. Het blijkt dat we dit wel
enkel kunnen doen voor vierkante matrices:

Definitie

Zij A € R™" een vierkante matrix. We noemen A inverteerbaar als en slechts als er een matrix
C € R™ " bestaat zo dat
A-C=1,=C-A.

In dat geval noemen we C de inverse van A en noteren we C' = A~L.

Als A een inverteerbare (n X m)-matrix is, dan is een matrixvergelijking van de vorm

A-X =B,
met
1 b1
X9 b?
X=1. en B=|.
Tn bn

eenvoudig op te lossen. In dat geval kunnen we immers beide leden links vermenigvuldigen met A=!,
en vinden we dankzij de rekenregels van de matrixvermenigvuldiging:

(A A X=41B & I, X=A1'B & X=A4"1.B

Maar heeft elke matrix wel een inverse? Het antwoord is neen. Net zoals niet alle reéle getallen een
inverse hebben (denk aan a = 0), zullen ook niet alle matrices inverteerbaar zijn. Reguliere matrices
zijn dat wel:

Definitie: Reguliere en singuliere matrices

Zij A € R™"™ een vierkante matrix. We noemen A regulier als det(A) # 0 en singulier als
det(A) = 0.

Stelling

Een vierkante matriz A is inverteerbaar als en slechts als A requlier is.

In dat geval is de inverse A~' uniek en wordt hij gegeven door

L1

" det(A) (Cota)',

waarbyj Cof 4 de matrix is die je vindt uit A door alle elementen van A te vervangen door hun
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cofactor. Dus

011 021 PR Cnl

(Cot ! Ci2 Ca ... Cpa
Oolpg) = . . 3 . )

C’1n CQn cee Cnn

met Cj; de cofactor van het element a;; van A.

Om te weten of een matrix inverteerbaar is, moeten we dus enkel zijn determinant berekenen en kij-
ken of die verschillend is van 0. Als dat het geval is, kunnen we de inverse vinden met behulp van de
formule hierboven.

Voorbeeld 1
We berekenen de inverse van de matrix

1 -2 3
A=14 0 5
-1 1 =3

met behulp van de formule uit de vorige stelling. Eerst berekenen we de determinant van A door te
ontwikkelen naar de tweede rij:

1 -2 3
det(A)=14 0 5 |=(-4)-6-3)4+0-5-(1—-2)=-T7.
-1 1 -3
Om dat deze determinant verschillend is van 0, weten we dat A inverteerbaar is en dat
1 |G G Cxn
ATl = — Cra Coy Cs
Ci3 Co3 Cs3
We berekenen nu de cofactoren Cj; van A:
Ci1i=|0 5|=-5 Cipo=—1| 4 5|=7 Cis=| 4 0]=4
1 -3 -1 -3 -1 1
Cop=—-]1-2 3|=-3 Cyp=| 1 3|=0 Cys=—| 1 -2|=1
1 -3 -1 -3 -1 1
Cs31=|1-2 3|=-10 Cyo=—-11 3|=7 Cs3=|1 -2|=8
0 5 4 5 4 0
Daarom is
1 -5 -3 -—-10
ATl = — |7 0 7
B 4 1 8

We controleren dit resultaat door na te gaan of A~ - A gelijk is aan de eenheidsmatrix I3:

1'—5 -3 —10 1 -2 3
A1 A = —Z |7 0 7114 0 5
7_4 1 8 -1 1 -3
1'—70 0 1 00
= — |0 -7 0|=1(01 0|=1I3
7_0 0 -7 001
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Op dezelfde manier kunnen we nagaan dat A- A~! = I3. Daarom is A~! inderdaad de inverse van A.

Voorbeeld 2: Inverse van een (2 x 2)-matrix.

Zij
a b
A=fed)
en veronderstel dat det(A) = ad — bc # 0. Dan weten we dat A inverteerbaar is en dat
A-1 — I |Cu Cn
det(A) [C12 O

- detl(A) [—dc _ab}

Tussen de determinant van de inverse van een matrix en de determinant van de matrix zelf geldt
volgend verband:

Eigenschap

1

Zij A een inverteerbare matriz. Dan is det(A™1) = det(4)’
e

Verklaring
Uit Eigenschap 7 pagina volgt dat

det(A- A™') = det(A) - det(A™h).

Anderzijds geldt wegens de definitie van de inverse van een matrix en het feit dat de determinant van
een eenheidsmatrix gelijk is aan 1 (zie Voorbeeld 2 pagina [L11]) dat

det(A- A™Y) = det(1,,) = 1.
Wanneer we voorgaande zaken combineren, vinden we tenslotte dat

o det(A-ATY 1
det(A™) = =10 = de(d)’

Voorbeeld
In Voorbeeld 1 op pagina hebben we gevonden dat de inverse van de matrix

gegeven wordt door
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en dat det(A) = —7. We controleren nu of det(A4)~! inderdaad gelijk is aan 1/(—7):

—5 -3 —10 . |-5 =3 —10
det(A7l) = det [ L7 0 T || =(L)|7 o 7
418 418

1 9 1
= g 04 (=3) T4+ (-10)-T- 10— (=5) - T- 1 (=3) 78] = — 5 = —=.
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STELSELS

In dit deel bestuderen we stelsels van lineaire vergelijkingen met meerdere onbekenden. We geven een
algemene methode om zo’n stelsel op te lossen en bekijken hoe de oplossingenverzameling eruit ziet.
Met behulp van matrices kunnen we een stelsel compact opschrijven.

5.9 Stelsels van lineaire vergelijkingen in R

Definitie
Een stelsel met m lineaire vergelijkingen voor de n onbekenden x1,x2,...,x, is van de vorm:
anne + aexe + -+ apx, = b
a1T1 + a2 + - -+ agpxy, = b
Om1Z1 + amaZ2 + - + GnTn = by

waarbij alle a;; en b; gegeven reéle getallen zijn. De getallen a;; noemen we de coéfficiénten en
de b; zijn de rechterleden.

Als alle b; gelijk zijn aan 0, noemen we het stelsel homogeen.

De accolade betekent dat aan alle m vergelijkingen tegelijkertijd voldaan moet worden. Een n-tal
reéle getallen (x1,z2,...,2,) noemen we een oplossing van het stelsel als het aan elk van deze m ver-
gelijkingen voldoet. In plaats van de nogal lange benaming ‘stelsel van lineaire vergelijkingen’, zullen
we soms ook spreken van een lineair stelsel.

Dankzij onze definitie van de matrixvermenigvuldiging kunnen we een lineair stelsel compact noteren
als

A-X =B,
waarbij A, X en B volgende matrices zijn:
ail a2 e A1n T bl
a1 a2 ... Q9p T2 bg
A= . . ] o, X=|. en B =
Gml Am2 --- Gmn Tn bm

We noemen A € R™ " de coéfficiéntenmatriz, B € R™*! is de matrix van de rechterleden en X €
R™ ! is de matrix van de onbekenden.

De uitgebreide matriz A|B van het stelsel is de coéfficiéntenmatrix waarbij we achteraan nog een kolom
toevoegen, namelijk de kolom van de rechterleden:

all ai12 e A1n bl

as1 a2 ... G2, | b2
A|B =

Amli @m2 --. Gmn | bm

De uitgebreide matrix van een stelsel beschrijft het stelsel volledig.
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Voorbeeld 1

Het stelsel
Tr—35y+8z—4w = 2
dr — z + 2w
8z + 4y — 3z + 6w

(|
<
—

bestaat uit drie vergelijkingen in de vier onbekenden z,y,z en w en is lineair. Het kan als volgt
genoteerd worden met behulp van matrices:

7 35 8 —4] |” 2

40 -1 2 L

8 4 -3 6 N 0
w

Het is geen homogeen stelsel omdat de rechterleden niet allemaal gelijk zijn aan 0. De uitgebreide
matrix van het stelsel wordt gegeven door

7 -35 8 —4| 2
4 0 -1 2 |-1
8 4 -3 6|0

Voorbeeld 2

Het stelsel
722 - 3xy+8z = 2

dg — 23 -1
8z + 4y — 3z =0

is niet lineair omdat sommige van de onbekenden voorkomen met een macht groter dan 1 en omdat
er producten van de onbekenden in voorkomen.

Voorbeeld 3
De (4 x 4)- matrix

1 0 2]-1
2 3 6| 8
-3 4 0| 6
0 2 5|9

stelt volgend lineair stelsel voor met 4 vergelijkingen in de 3 onbekenden z,y en z:

x4+ 0y + 22 = —1
2x 4+ 3y + 62 =
-3z +4y+0z =
Oz + 2y + 52 =

© O

5.10 Oplossen van lineaire stelsels m.b.v. matrices

In deze paragraaf behandelen we een methode voor het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen
die de eliminatiemethode van Gauss wordt genoemd. In verschillende stappen worden de vergelijkin-
gen van het stelsel vervangen door nieuwe vergelijkingen, totdat we een eenvoudiger stelsel bekomen
waarvan we de oplossing gemakkelijk kunnen vinden. Uiteraard moeten we er wel voor zorgen dat het
nieuwe stelsel nog dezelfde oplossingenverzameling heeft als het originele.
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Om onze berekeningen compact op te schrijven, zullen we gebruik maken van de uitgebreide matrix
van het stelsel in plaats van de vergelijkingen voluit te noteren.

Op de vergelijkingen van een stelsel kunnen we volgende bewerkingen uitvoeren zonder dat de oplos-
singenverzameling van het stelsel verandert:

1. Twee vergelijkingen in een stelsel omwisselen.

2. Beide leden van een vergelijking in een stelsel vermenigvuldigen met een van nul verschillend
reéel getal.

3. Bij een vergelijking van een stelsel een veelvoud van een andere vergelijking van dat stelsel
optellen.

Of vertaald naar de uitgebreide matrix:
1. Twee rijen in de matrix omwisselen. (Notatie: R; <> R;.)

2. De elementen van een rij vermenigvuldigen met een van nul verschillend reéel getal. (Notatie:

R, —a- Rz)
3. Bij een rij een veelvoud van een andere rij optellen. (Notatie: R; = R; +a- R;.)

Deze drie operaties noemen we de elementaire rij-operaties.

Stelling

Als we een willekeurig aantal elementaire rij-operaties toepassen op een lineair stelsel AX = B,
dan bekomen we een nieuw stelsel A’X = B’ dat dezelfde oplossingenverzameling heeft als het
stelsel waarvan we vertrokken zijn.

Stelsels met dezelfde oplossingenverzameling noemen we equivalent. Twee matrices A en B noemen
we rij-equivalent als we de ene kunnen bekomen uit de andere door toepassing van elementaire rij-
operaties. In dat geval noteren we

A~ B.

Gebruik makend van deze begrippen kunnen we vorige stelling herformuleren als:

Stelling

Wanneer A|B ~ A'|B’, dan zijn de stelsels AX = B en A’X = B’ equivalent.

Voorbeeld
In de volgende tabel wordt in detail een voorbeeld uitgewerkt.

In de linkerkolom geven de bewerkingen die uitgevoerd worden op de vergelijkingen van het stelsel
telkens aanleiding tot een equivalent stelsel. In de rechterkolom geven de bewerkingen die uitgevoerd
worden op de rijen van de uitgebreide matrix aanleiding tot een rij-equivalente matrix.
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Werken met vergelijkingen

Werken met matrices

Schrijf het stelsel in standaardvorm:

204+ 5y +82z = 11
r+4y+7z = 10
3r+6y+12z = 15

Noteer de uitgebreide matrix van het stelsel:

[2 5 8 [11]
1 4 710
36 1215 |

Verwissel de eerste twee vergelijkingen

z4+4y+7z = 10
20 4+5y+82 = 11
3r+6y+12z = 15

Verwissel de eerste twee rijen

[1 4 7110
2 5 8|11
3 6 1215

Tel bij de tweede vergelijking —2 maal en bij
de derde —3 maal de eerste vergelijking op

r+4y+T72z = 10
—3y—6z = -9
—6y—92z = -—-15

Tel bij de tweede rij —2 maal en bij de
derde —3 maal de eerste rij op

1 4 7|10
0 -3 —6| -9
0 -6 -9|-15

Vermenigvuldig de tweede vergelijking met —%

rz4+4y+T72z = 10
y+2z = 3
—6y—92z = -15

Vermenigvuldig de tweede rij met —%

1 4 7|10
0 1 2 3
0 -6 —-9|-15

Tel bij de derde vergelijking 6 keer de tweede op

r+4y+7z = 10
y+2z = 3
3z = 3

Tel bij de derde rij 6 keer de tweede rij op

1 4 7110
01 2|3
00 3|3

Vermenigvuldig de derde vergelijking met %

z+4y+7z = 10
y+2z = 3
z = 1

Vermenigvuldig de derde rij met %

1 4 7|10
01 2|3
00 1|1

In stap 6 bekomen we een rij-equivalente matrix die de uitgebreide matrix is van een lineair stelsel
in driehoeksvorm. Uitgaande van dat stelsel kunnen we de oplossing van het gegeven stelsel vin-
den door achterwaartse substitutie of terugsubstitutie. Dit betekent dat we de waarde voor z die we
vinden in de laatste vergelijking, kunnen invullen in de tweede vergelijking om y te bepalen, en ten-

slotte kunnen we beide gevonden waarden voor y en

z invullen in de eerste vergelijking om z te vinden.

rz+4y+ 7z = 10
y+2z= 3
ze=1
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y+2-1=3 — y=1 2 l
r+4-14+7-1=10 — z=-1

De oplossing van het stelsel is dus (z,y,2) = (—1,1,1). We noteren de oplossingenverzameling door

V={(-1,1,1)}.

Willen we in het algemeen een stelsel herleiden tot de driehoeksvorm, dan moeten we ervoor zorgen
dat bepaalde matrixelementen m.b.v. elementaire rijtransformaties nul gemaakt worden.

In de praktijk kunnen we als volgt te werk gaan:
Hernemen we de overgang van stap 2 naar stap 3 uit het voorbeeld. In de eerste kolom willen we het
tweede en het derde element nul maken met geschikte rij-operaties, terwijl het eerste element (nl. 1)

ongewijzigd blijft.
L 4 7110 147
2 5 8|11 | ~ [0 7 ?
3 6 1215 0?7

10
?
?
Het kolomelement dat ongewijzigd blijft, noemt men de spil en wordt omcirkeld. We zullen dit element
gebruiken om de elementen eronder nul te maken. Om bijvoorbeeld van het element 2 in de eerste

kolom een 0 te maken, kunnen we van de tweede rij 2 keer de eerste rij aftrekken (in symbolen:
Ry — Ry — 2+ Ry1). We krijgen dan

D 4 7110 @ 4 7 10 @ 4 710
2 5 8|11 |l 9 91 5-2.4 8-2.7[11—-2-10 | ~| 0 —3 —6|—-9
3 6 12|15 3 6 12 15 3 6 12|15

Vervolgens gebruiken we de spil om het element 3 in de eerste kolom 0 te maken. De elementaire
rij-operatie die we daarvoor kunnen gebruiken is Rs — Rs — 3 - Ry. Zo vinden we

D 4 710 @ 4 7] 10
0 0

—3 —6| -9 | MM 3 —6| -9
3 6 12|15 0 —6 —9|-15

Merk op dat we steeds de gebruikte rij-operatie vermelden boven het equivalentie-symbool ~ zodat
we achteraf onze berekeningen gemakkelijker kunnen controleren.

In stap 4 maken we het element op de tweede rij in de tweede kolom gelijk aan 1 door de rij te delen

door —3:
1 4 7 10 1 4 7 10

0 -3 —6| -9 |y @ 2| 3

0 -6 —-9|-15 0 -6 —-9|-15
Deze nieuwe 1 wordt opnieuw een spil die we kunnen gebruiken om het element eronder 0 te maken.
Dat gebeurt in stap 5:

1 4 710 1 4 7]10
0 (D 2| 3 [MEOE @ 2|3
0 —6 —9|-15 0 0 3|3
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Tenslotte delen we in stap 6 de derde rij door 3:

14 7[00, o [1 4 7[10
01 23 | BB 101 2|3
00 3|3 00 1|1

Het stelsel dat hiermee overeenkomt is

z+4y+72 = 10
Y+ 2z 3
z = 1

een stelsel in driehoeksvorm waaruit we één van de variabelen onmiddellijk kunnen aflezen. Zoals
hierboven uitgelegd kunnen we dan door achterwaartse substitutie ook de overige variabelen vinden.

De matrix

die overeenkomt met een stelsel in driehoeksvorm heeft een speciale vorm. We zeggen dat hij in
echelonvorm staat. Hiermee bedoelen we het volgende:

Definitie
Een matrix staat in echelonvorm als
e alle rijen met enkel nullen helemaal onderaan de matrix staan,

e het leidende element (= het meest linkse niet-nul element) van elke rij strikt rechts van het
leidende element van de rij erboven staat.

Voorbeeld
Bekijk onderstaande matrices, waar we het leidende element van elke rij omcirkeld hebben:

_9 @

1 0
8 5 0 0
D 6 |’ B=149 o
0 0 0 0

o o o=
|
w

S O N

De matrix A staat in echelonvorm, maar B niet. De reden is dat het leidende element 1 op de derde
rij niet strikt rechts van (maar onder) het leidende element 8 van de tweede rij staat.

Wanneer de coéfficiéntenmatrix A van een stelsel AX = B in echelonvorm staat, is het bijbehorende
stelsel een stelsel in driehoeksvorm dat je kan oplossen met achterwaartse substitutie.

Met behulp van de methode van Gauss kan elke coéfficiéntenmatrix tot een matrix in echelonvorm
worden gebracht. Deze methode, die we hierboven reeds toegepast hebben, gaat in het algemeen als
volgt:

1. Bekijk het leidende element dat het meest links staat. Verwissel eventueel enkele rijen zodat dit
op de eerste rij komt te staan. Noem dit element a;;.
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2. Deel de eerste rij door het getal ai;. Dit mag want a1; # 0 omdat het een leidend element is.
Door deze rij-operatie krijgen we linksboven het getal 1. Na deze stap ziet de matrix er in het
algemeen als volgt uit:

[0 ... 0 @ ok ... %]
0 ... 0 a9y =* = *
0 ... 0 az1 =* * ... x
0 ... 0 ami =* *x ... %

De sterretjes staan voor elementen waarvan we de waarde niet kennen, en waarvan de waarde
momenteel ook niet belangrijk is. Ze kunnen nul of niet nul zijn.

3. Gebruik de leidende 1 linksboven als spil om de elementen eronder 0 te maken. Pas hiervoor
volgende rijoperaties toe:
Ry — Ry —axnl
Rs — Rz—azi1Ry

waarbij ao1, asi, ... de elementen zijn onder de spil. Na deze stap ziet de matrix er als volgt uit:
[0 ... 0 1 % * ... x|
0 ... 0 O x ... =
0 ... 00
LO ... 0 Ofx * ... =[]

4. Bekijk nu de omkaderde deelmatrix en ga terug naar stap 1. We blijven de stappen 1 tot en met
4 herhalen op een steeds kleinere deelmatrix tot de coéfficiéntenmatrix helemaal in echelonvorm
staat. Merk op dat we zo een speciale vorm van echelonmatrix zullen bekomen, namelijk één
waarbij alle leidende elementen gelijk zijn aan 1.

Het stappenplan om een lineair stelsel op te lossen wordt dan:
1. Schrijf het stelsel in zijn standaardvorm.
2. Schrijf de uitgebreide matrix van het stelsel op.

3. Pas de methode van Gauss toe totdat de coéfficiéntenmatrix in echelonvorm staat. (Merk op
dat niet de hele uitgebreide matrix in echelonvorm moet staan, maar enkel de coéfficiénten-
matrix!)

4. Schrijf het geassocieerde stelsel op.
5. Los dit stelsel in driehoeksvorm op via achterwaartse substitutie.

6. Noteer de oplossingenverzameling.

7. Controleer je gevonden oplossing(en) door ze in te vullen in de vergelijkingen van het stelsel.
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Voorbeeld 1
We lossen volgend stelsel op:

—2y = 1482
6xr —4dy+2z = 3
T—2—z =y

Dit stelsel is lineair maar staat nog niet in standaardvorm. Want er staan nog onbekenden in de
rechterleden en constanten links van het gelijkheidsteken. Daarom herschrijven we de vergelijkingen:

Or —2y—8z = 1
6r — 4y +2z =
rT—y—=z = 2

Dit stelsel staat nu wel in standaardvorm. De uitgebreide matrix wordt gegeven door

0 2 -8]1

6) —4 2 |3

1) -1 —-1]2
We brengen de coéfficiéntenmatrix in echelonvorm met de methode van Gauss. In de eerste stap
moeten we op zoek gaan naar het meest linkse leidende element. In de matrix hierboven hebben we
het leidende element van elke rij omcirkeld. We zien dat er twee leidende elementen zijn in de eerste

kolom. Tussen deze elementen mogen we kiezen. Veronderstel dat we verder werken met de 6. Dan
moeten we volgens de methode van Gauss de eerste twee rijen wisselen.

0 -2 -8|1 6 -4 2|3
[@ 4 2 3]"“3&{0 -2 -8 1}

1 -1 —-1]2 1 -1 —-112

Vervolgens vermenigvuldigen we de eerste rij met 1/6 zodat het leidende element daar gelijk wordt

aan 1:
© -4 2137, L [@O -3 3
0 -2 -8]|1 e 0 -2 -8
1 -1 —112 1 -1 -1

DN =N

Stap 3 zegt dat we de leidende 1 van de eerste rij als spil kunnen gebruiken om de getallen eronder
0 te maken. Het eerste element van de tweede rij is al gelijk aan nul, dus we moeten enkel nog de
rij-operatie R3 — R3 — 1- Ry uitvoeren. Het vervelende is wel dat we nu moeten rekenen met breuken
om te zien wat de nieuwe elementen op de derde rij zullen worden, wat de kans op rekenfouten vergroot.

Daarom kunnen we beter anders beginnen. De breuken zijn er gekomen doordat we van het leidende
element 6 van de tweede rij een 1 wilden maken. Om dit te bereiken, moesten we de hele eerste rij
delen door 6. Dat kunnen we vermijden door te werken met het leidende element 1 van de derde rij.
Wanneer we dit element gebruiken, zullen er geen breuken ontstaan:

0 -2 -8|1 O -1 -1]2 1 -1 —1] 2
6 _4 2 3 RlﬁRg R2—>5\2‘—6R1 )

6 —4 2|3 0[2 8 -9
O -1 -1]2

0 -2 —-8]|1 0|l—-2 =8| 1
Vervolgens moeten we dezelfde stappen zetten op de omkaderde deelmatrix hierboven. Eerst zoeken
we het meest linkse leidende element. De leidende elementen 2 en —2 staan beiden in dezelfde kolom,
dus we mogen kiezen welk element we gebruiken. We kiezen voor het element 2 op de tweede rij, zodat
we geen rijen moeten wisselen:
-1 2

AN 1 -1 —1] 2
0@ 8 |-9| =0 4| =g | et D 4 | -2 .
0 0 8

-1
0 -2 8|1 0 -2 -8| 1 0| —
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Nu staat de coéfliciéntenmatrix in echelonvorm, dus we moeten geen verdere rij-operaties meer uit-
voeren. Het stelsel uit de opgave is nu equivalent met volgend stelsel in driechoeksvorm:

rT—y—z = 2
— 9
0 = -8

Omdat de laatste vergelijking 0 = —8 geen oplossingen heeft, heeft ook het stelsel geen oplossingen.
We noemen het een wals of strijdig stelsel en de oplossingenverzameling is leeg: V = O.

Voorbeeld 2
We lossen volgend stelsel op:

20 —3y+z2 = -1
T+y = 3
r+4dy—z = 6

We noteren de uitgebreide matrix van dit stelsel en passen de methode van Gauss toe om hem via
elementaire rij-operaties te herleiden tot een equivalente matrix in echelonvorm:

2 -3 1 |-1 (@D 1 0] 3 JR-rR—2m[1 1 0|3
1 1 03 RV 2 3 1 |1 | BTy 5 1| o7
1 4 -1/ 6 |1 4 -1]6 0 3 —-1]| 3
1 1 0] 3 1 1 0] 3
fag s 003 1|3 [0 @ 1|1
|0 =5 1 |7 0 -5 1 |-7
[ 1 0| 3 \ 1 013
R3—R3+5R R3— 5> Rs3
ST 1 -3 1 7 1 -1
|0 0 —3| -2 00 1|3

Het stelsel in driehoeksvorm dat hiermee overeenkomt, wordt gegeven door

z+y+0z = 3
—%z =1
z = 3

en kunnen we oplossen via achterwaartse substitutie. Omdat z = 3, vinden we uit de tweede vergelij-
king dat y = 14+(1/3)z = 14(1/3)-3 = 2 en dus volgt uit de eerste vergelijking dat + = 3—y = 3-2 = 1.
Daarom heeft het stelsel een unieke oplossing:

vV ={(1,2,3)}.

Ter controle kunnen we onze gevonden oplossing invullen in het stelsel om te kijken of de drie verge-
lijkingen dan inderdaad voldaan zijn. We krijgen

9% —3y+z = 2-1-3.243 = —1
vty = 1+2 = 3
vtdy—z = 14+4-2-3 = 6
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Een equivalente manier om onze oplossing te controleren is door na te gaan of ze voldoet aan de
matrixvergelijking AX = B. Na wat rekenwerk vinden we dat

2 =3 1
1 1 0
1 4 -1

1
2
3

-1
3
6

!

Merk op dat we hier eigenlijk dezelfde berekeningen doen als ervoor (nl. de gevonden getallen invullen
in de vergelijkingen van het stelsel), maar dat de notatie met matrices een beetje compacter is.

Voorbeeld 3
We bekijken het stelsel

z+2y—2z = 1
2r—y+32 = 4
5T + 5z = 9
Dit stelsel staat reeds in zijn standaardvorm. We gebruiken de methode van Gauss om het op te
lossen:
@ 2 —1|1] Reoke2m [1 2 —1f1] . [1 2 -1] 1
2 -1 3 |a| moRTE g 5 o5 o | BPROY 0 @D 1| -2
5 0 5 19 | 0 10 10 |4 0 —10 10 4
1 2 -1 1
Rs%R[z:‘rlORz 1 _1 _2/5 )
(00 0] O

Aangezien de laatste rij een nulrij is, is dit de uitgebreide matrix van volgend lineair stelsel met twee
vergelijkingen:

T+2y—=z 1
{ y—=z —2/5

We voeren opnieuw een achterwaartse substitutie uit. We gebruiken de laatste vergelijking om y te
schrijven in functie van z:

2

y:—g—i—z. (*)

Omdat er meer onbekenden zijn dan vergelijkingen, kunnen we y niet uniek bepalen. Wel zien we dat
wanneer we een waarde voor z kiezen, we ook een waarde voor y vinden met behulp van (x). Omdat

het niet uitmaakt welke waarde we nemen voor z, stellen we z gelijk aan een willekeurig reéel getal r:
z =r. Dan vinden we als oplossing voor y:

—g—&-r
g

Vullen we dit in de eerste vergelijking in, dan vinden we ook «:

Y

2 9
a?+2y—2_$+2(—5+7">—7“—1 = x:g—r.

Voor elke waarde die we kiezen voor de parameter r € IR, vinden we een andere oplossing van het
stelsel. Deze oplossingen zijn allemaal van de vorm (z,y, z) = (9/5 — r, —2/5 + r,r). Bijvoorbeeld

x =2, y=—3/5, z=-1/5, (r=-1/5)
en 1z =09/5, y = —2/5, z=0, (r=20)
en x=-1/5, y = 8/5, z=2, (r=2)
en
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zijn allemaal oplossingen. Het stelsel heeft dus oneindig veel oplossingen:

9 2
V={<5—r, —5+r,r> \re]R}.
Voorbeeld 4

We lossen onderstaand stelsel op:

a+b—2c+d+ 3e = 1
2a —b+2c+2d+6e =
3a+2b—4c—3d—9e¢ = 3

Dit is een stelsel met drie vergelijkingen in de vijf onbekenden a,b,c,d en e. We gebruiken opnieuw
de methode van Gauss om de oplossingenverzameling te bepalen:

M 1 -2 1 3|1]ResRe2r[1 1 -2 1 3 |[1]

2 1 2 2 6 |2 |M™SBRg 3 6 o o |o|™7RCY

3 2 -4 -3 —9 0 -1 2 —6 —18]0
1 1 -2 1 3 |1 11 -2 1 3 |1 101 -2 1 3|1
0 2 0 0 |o|™BtR g 1 2 0 o o™ 01 2 0 0]0].
0 -1 2 -6 —18|0 00 0 —6 —18|0 00 0 1 3]0

Deze matrix in echelonvorm is de uitgebreide matrix van het lineaire stelsel

a+b—2c+d+3 = 1 (1)
b—2 = 0 (2)
d+3e = 0 (3)

dat we oplossen via achterwaartse substitutie. Omdat we slechts 3 vergelijkingen hebben voor 5 on-
bekenden, zullen we de waarde van twee variabelen mogen kiezen. Kiezen we een willekeurige waarde
voor ¢ en e (de variabelen die overeenkomen met een kolom van de matrix waarin geen leidende 1
staat), dan kunnen we de andere variabelen vinden uit de vergelijkingen.

Kies e = r, dan volgt uit (3) dat d = —3r. Kies ook ¢ = s, dan is b = 2s wegens (2). Vullen we dit
alles in in vergelijking (1), dan krijgen we

a=1—-2s+2s+3r—3r=1.
De oplossingenverzameling van dit stelsel is dus
V= {(1,25,8, —3r,r) ‘ r,s e ]R}.

Ook dit stelsel heeft oneindig veel oplossingen. Volgende vijftallen zijn voorbeelden van oplossingen:

(1,0,0,-3,1) s=0, r=1
(1,2,1,0,0) s=1, r=0

(1,6,3,3,—-1) s=3, r=-1
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Sommige vraagstukken geven aanleiding tot een lineair stelsel:

Voorbeeld 5

Gegeven: De grootste hoek van een driehoek is gelijk aan de som van de twee andere hoeken. Boven-
dien is tweemaal de kleinste hoek 10° minder dan de grootste hoek.

Gevraagd: Bepaal de grootte van elk van de hoeken van deze driehoek.
Oplossing: Noem de hoeken van de driehoek a, b en ¢, en zij a de grootste en ¢ de kleinste hoek.

Omdat de som van de hoeken van een driehoek gelijk moet zijn aan 180°, wordt de opgave beschreven
door volgend stelsel:

at+b+c = 180 a+b+c = 180
a = b+c & a—b—c = 0
a—10 2c a—2c = 10

We lossen dit lineaire stelsel op met de methode van Gauss:

{@11

R3—R3—R:
~Y

180 RomsRa-Ry [ 1 1 1 | 180 R | LA 1] 180
I -1 -1|0 0 -2 —2|-180 ~ o (O 1] 9
1 0 -21]10 | 0 -1 —3|-170 0 —1 —3|-170
1 1 1 ]180 1 1 1180 ]
Raolgtfa | g 1 1 | oo | BB/ g 1 1] 90
|0 0 —2|-80 0 0 1|40 |

Vervolgens zetten we deze uitgebreide matrix opnieuw om naar een stelsel:

a+b+c = 180 (1)
b+c = 90 (2)
c = 40 (3)

Uit (3) weten we dat ¢ = 40°. Invullen in (2) geeft b = 50°. Substitueren we deze resultaten in (1),
dan vinden we a = 90°.

Controle: De som van de drie hoeken is gelijk aan 40° 4+ 50° 4+ 90° = 180°. Deze waarden kunnen
dus de hoeken van een driehoek voorstellen. De grootste hoek bedraagt 90° en is gelijk aan de som
van de twee kleine hoeken van 40° en 50°, en tweemaal de kleinste hoek is gelijk aan 2 - 40° = 80°,
wat inderdaad 10° minder is dan de grootste hoek. We hebben de oplossing van het vraagstuk dus
gevonden.

5.11 Aantal oplossingen van een lineair stelsel

Uit vorige voorbeelden blijkt dat stelsels lineaire vergelijkingen niet allemaal evenveel oplossingen
hebben. We zijn stelsels tegengekomen zonder oplossingen (Voorbeeld 1), met een unieke oplossing
(Voorbeelden 2 en 5), en met oneindig veel oplossingen (Voorbeelden 3 en 4). De stelling van Rouché
(zie verder) zegt dat dit de enige mogelijkheden zijn.

Voordat we deze stelling kunnen formuleren, moeten we eerst nog het begrip rang van een matrix
invoeren:
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Definitie

Zij M een matrix. Veronderstel dat M rij-equivalent is met een matrix M’ in echelonvorm. De
rang van M is het aantal niet-nulrijen van de matrix M’. We noteren dit aantal door rang (M).

Uit de definitie volgt onmiddellijk dat de rang van een matrix steeds kleiner of gelijk is aan het aantal
rijen van deze matrix. Men kan aantonen dat de rang ook hoogstens gelijk kan zijn aan het aantal
kolommen. De rang van een (5 x 3)-matrix kan bijvoorbeeld hoogstens gelijk zijn aan 3.

Voorbeeld
We bepalen de rang van de matrix
1 0 -1
2 5 -3
M = 4 5 =5
5 5 —6

Om deze te bepalen, voeren we elementaire rij-operaties uit op M om een rij-equivalente matrix in
echelonvorm te vinden:

10 —1] feomam 10 —1] L 0 -1
2 5 —3| RisRi—5m |0 5 —1| RisR,—R2 |0 5 —1
4 5 -5 ~ 0 5 —1 ~ 00 0
5 5 —6 0 5 —1 00 0

Deze laatste matrix is een matrix in echelonvorm en telt 2 niet-nulrijen. Daarom is

rang (M) = 2.

Nu kunnen we de stelling van Rouché formuleren die beschrijft hoeveel oplossingen een lineair stelsel
heeft:

Stelling

Beschouw het lineaire stelsel AX = B met m vergelijkingen en n onbekenden (dan is A € R™™).

o Als rang (A|B) > rang (A) heeft het stelsel geen oplossingen. We noemen het stelsel dan
strijdig.

e Alsrang (A|B) = rang (A) is het stelsel wel oplosbaar. Er zijn nu twee mogelijkheden:

— Als rang (A) = n, heeft het stelsel één oplossing. In dat geval noemen we het stelsel
bepaald.

— Alsrang (A) < n, heeft het stelsel oneindig veel oplossingen. Zijp zo dat rang (A) = n—
p, dan kan je p onbekenden kiezen en de overige berekenen uit de gegeven vergelijkingen.
In dit geval zeggen we dat het stelsel p vrijheidsgraden heeft en noemen we het p-voudig
onbepaald.

We hernemen de voorbeelden van pagina [128] en volgende.

Voorbeeld 1
In Voorbeeld 1 op pagina hebben we het stelsel

—2y = 1482
6r —4dy+2z = 3
rT—2—z =y
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opgelost met de methode van Gauss. We hebben daar gevonden dat dit stelsel geen oplossingen
heeft. Dit omdat de uitgebreide matrix van het stelsel rij-equivalent is met de volgende matrix in
echelonvorm:
1 -1 —-1| 2
AB~ |0 1 4 |-3
0 0 0|-8
en de laatste rij een valse vergelijking voorstelt. We onderzoeken nu of we dit ook kunnen afleiden uit
de stelling van Rouché.

Uit de equivalentie hierboven volgt dat rang (A|B) = 3 (want er zijn 3 niet-nulrijen in de echelonvorm
van A|B) en er volgt ook uit dat

1 -1 -1
A~ 10 1 4
0 0 O

Bijgevolg is rang (A) = 2 < rang (A|B). Dus uit de stelling van Rouché volgt dat we te maken hebben
met een strijdig stelsel. In dit voorbeeld zien we ook de verklaring van deze stelling: omdat A een
deelmatrix is van de matrix A|B kan de rang van A|B enkel strikt groter zijn dan die van A als er
minstens één rij van de vorm

[0 0o ... O‘p] met p # 0

voorkomt in de echelonvorm van A|B. Omdat deze rij overeenkomt met een valse vergelijking, kan
het stelsel dan geen oplossingen hebben.

Voorbeeld 2
We hernemen Voorbeeld 2 op pagina [129

20 —3y+z2 = -1
Tty = 3
z+4dy—z = 6

We vonden dat de uitgebreide matrix rij-equivalent is met de matrix

11 0 |3
01 —3 11
00 113

ol

die in echelonvorm staat. Dus rang (A) = rang (A|B) = 3, wat gelijk is aan het aantal onbekenden.
Daarom zegt de stelling van Rouché dat het stelsel een unieke oplossing zal hebben. Die oplossing
hebben we bepaald op pagina |129

Voorbeeld 3
Op pagina losten we in Voorbeeld 3 het stelsel

z+2y—2z = 1
2r—y+32 = 4
ot +5z =9

op. Omdat de uitgebreide matrix equivalent is met

12 —1] 1
01 —1|-2/5|,
00 0] 0
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is rang (A|B) = rang (A) = 2, wat kleiner is dan het aantal onbekenden. De stelling van Rouché
zegt dan dat het stelsel oneindig veel oplossingen zal hebben. Omdat het verschil tussen het aantal
onbekenden en de rang van A gelijk is aan 1, heeft het stelsel 1 vrijheidsgraad (of nog: is het enkelvoudig
onbepaald). Daarom hebben we bij het bepalen van de oplossingen 1 onbekende vrij gekozen, waarna
we de andere onbekenden konden vinden uit de vergelijkingen.

Voorbeeld 4
Tenslotte herbekijken we Voorbeeld 4 op pagina Het stelsel

a+b—2c+d+ 3e = 1
2a —b+2c+2d+6e =
3a+2b—4c—3d—9% = 3

heeft een uitgebreide matrix die rij-equivalent is met

11 -2 1 3|1
01 -2 0 0]0
00 0 1 3|0
Daarom is rang (A|B) = rang (A) = 3 = n — 2, met n = 5 het aantal onbekenden. Daaruit volgt dat

het stelsel oneindig veel oplossingen heeft en dat er twee vrijheidsgraden zijn. We hebben immers twee
vergelijkingen te weinig om onze vijf onbekenden te bepalen. Daarom hebben we bij het berekenen
van de oplossingen twee onbekenden gelijk gesteld aan een parameter.

5.12 Homogene stelsels

Een homogeen lineair stelsel is een lineair stelsel waarbij de rechterleden van de vergelijkingen allemaal
gelijk zijn aan nul. Het is dus van de vorm

ail N AT il 0
=|: of nog, A-X =0p,1.

Aml .- Qmn T, 0

Wegens de rekenregels van de matrixvermenigvuldiging geldt er dat A-0,1 = 0;,,1. Daarom heeft een
homogeen stelsel altijd minstens één oplossing, namelijk (z1,...,z,) = (0,...,0). We noemen dit de
nuloplossing.

Het feit dat een homogeen stelsel altijd oplosbaar is, volgt ook uit de stelling van Rouché. Bij een
homogeen stelsel is immers steeds rang (A|B) = rang (A), waaruit de oplosbaarheid volgt. Een homo-
geen stelsel zal dus ofwel één, ofwel oneindig veel oplossingen hebben. Volgende stelling zegt dat het
al dan niet inverteerbaar zijn van de coéfficiéntenmatrix bepaalt met welk geval we te maken hebben:

Stelling
Zij AX = 0 een homogeen stelsel. Dan gelden volgende equivalenties
o Het stelsel heeft enkel de nuloplossing < det(A) # 0.

e Het stelsel heeft oneindig veel oplossingen < det(A) = 0.

Deze stelling volgt uit de stelling van Rouché en het feit dat de rang van een vierkante (n x n)-matrix
gelijk is aan n als en slechts als zijn determinant verschillend is van 0 (zie de stelling in volgende
paragraaf).
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5.13 Stelsel van Cramer

Definitie

Een stelsel van Cramer is een lineair stelsel van de vorm AX = B, waarbij A € R™*" een vierkante
matrix is met rang (A) = n.

Een stelsel van Cramer heeft evenveel vergelijkingen als onbekenden en zal steeds een unieke oplossing
hebben. Immers, in dat geval is rang (A|B) = rang (A) = n, waardoor de uniciteit van de oplossing
volgt uit de stelling van Rouché.

Voorbeeld

Het stelsel uit Voorbeeld 2 op pagina [134] is een stelsel van Cramer, want het bestaat uit 3 vergelij-
kingen met 3 onbekenden en de coéfficiéntenmatrix is een matrix met rang 3. We hebben inderdaad
gezien dat dit stelsel een unieke oplossing heeft.

Bij een stelsel van Cramer is de coéfficiéntenmatrix steeds inverteerbaar:

Stelling
Zij A € R™"™ een vierkante matriz. Er geldt dat

rang (A) =n << A is inverteerbaar
< det(A) # 0.

Wanneer AX = B een stelsel van Cramer is, zal er dus gelden dat A~! bestaat. Daaruit volgt:
A-X=B & Al AXx=4'B & X=41'B

Bijgevolg wordt de oplossing X van dit stelsel gegeven door

1
~ det(A)

X - (Cof 4)" - B,

waarbij Cof 4 de matrix is van de cofactoren van A. Na wat rekenwerk en het gelijkstellen van de
overeenkomstige elementen, vinden we daaruit dat

i-de kolom
i
ailp ... bl e Qlnp
1 as ... by ... azy )
%:det(A) voor alle? =1,2,...,n.
anpl  --. bp ... app

We krijgen zo een expliciete formule voor elke onbekende: om de i-de onbekende te vinden, berekenen
we de determinant van de coéfficiéntenmatrix waarin we de i-de kolom vervangen door de kolom van
rechterleden, en delen we deze door de determinant van de coéfficiéntenmatrix.
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Voorbeeld 1

Bekijk het stelsel
3r—4y+ 2z = 2
Sr+y—z = 0
r—3y+2z =9

Dit is een stelsel van Cramer want het bestaat uit 3 vergelijkingen en 3 onbekenden (n = 3). Bovendien
geldt er dat

3 -4 1
det(A) =[5 1 —1|=6+4—15—1+40—9 =250,
1 -3 2

waaruit volgt dat rang (A) = 3 = n. Daarom is

1 27 L s
9 -3 2
3 2 1
1 50
y = —0 0 —-1ll=—=2,en
251 9 9 25
1 2 _14 2 175 7
z = —_— = — = .
B 59 B

De oplossing is dus het drietal (1,2, 7).

Voorbeeld 2
Voor de oplossingen van een stelsel van Cramer met 2 vergelijkingen en 2 onbekenden kunnen we
eenvoudige formules vinden. Noteer het stelsel door

ar +by =
de+by = ¢

en veronderstel dat
ab' — ba' # 0.

In dat geval hebben we te maken met een stelsel van Cramer. Immers, de determinant van de
coéfficiéntenmatrix is niet gelijk is aan 0, waaruit volgt dat de rang gelijk is aan 2, het aantal onbe-
kenden. De oplossing van dit stelsel wordt dan gegeven door

c b a

d v cb — bd a ac — ca'
xr = = en = = .

a b ab/ — ba’ Y a b abl — ba’

a b a b
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5.14 Bespreken van een stelsel met parameters

Het lineaire stelsel

ar+y = 2
r+ay = a+1

in de onbekenden x en y hangt af van een parameter a € R. Voor elke waarde van a die we invullen,
krijgen we in het algemeen een ander stelsel met een andere oplossingenverzameling. Bijvoorbeeld,
wanneer we a = —1 kiezen, wordt het stelsel

—r+y = 2
r—y = 0

met oplossingenverzameling V = (3. Kiezen we a = 3, dan krijgen we

3x+y =
z+3y = 4

met oplossingenverzameling V' = {(1/4,5/4)}. Afhankelijk van de waarde van a zal het stelsel dus een
ander aantal oplossingen hebben. De vraag is nu of we kunnen voorspellen voor welke waarde(n) van
a het stelsel één, geen of oneindig veel oplossingen heeft. Dit noemen we het bespreken van het stelsel.

We bepalen het aantal oplossingen van het stelsel op dezelfde manier als wanneer het geen parameter
bevat. We schrijven de uitgebreide matrix op en herleiden deze tot een matrix in echelonvorm via
elementaire rij-operaties:

a ]_ 2 R1<—)R2 ]. a a “|— ]. R2*>R27CLR1 ]_ a a + ]_

1 ala+1 a 1] 2 0 1—-a?2|2—-a%2—-a
1 a a+1 (*)
0 1-a?|(1—-a)a+2) |’

In de laatste stap hebben we de veeltermuitdrukking 2 — a®? — a ontbonden in factoren omdat dit het
verdere rekenwerk zal vereenvoudigen. De volgende stap van de methode van Gauss bestaat eruit om
de tweede rij te delen door 1 — a? = (1 — a)(1 + a). Dat mag echter niet zomaar! Want als a = 1 of
als @ = —1, dan is 1 — a? = 0, en delen door nul mag uiteraard niet. Daarom moeten we op dit punt
een gevalsonderscheid maken:
1 1(2
[ 0 0]0 ] '

Het stelsel dat hiermee overeenkomt bestaat uit slechts één vergelijking x 4+ y = 2 voor de twee
onbekenden x en y. Daarom is er één vrijheidsgraad. Als we y = r € IR stellen, volgt uit die
vergelijking dat x = 2 — r. Het stelsel heeft dus oneindig veel oplossingen en de oplossingenver-
zameling wordt gegeven door

e Als a =1 wordt (x)

V:{(2—r,7‘)|7‘E]R} als a = 1.
o Als a = —1 wordt ()
1 -1/0
0 0 ]2
De onderste rij van deze matrix stelt de valse vergelijking 0 = 2 voor. Daarom heeft het stelsel
in dit geval geen oplossingen. Dus V = @ als a = —1.
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e Alsa # 1 en a# —1 kunnen we vanaf (%) als volgt verdergaan:

1 a a+1 RoeRo/(1-a?) | 1 a|a+1
0 1—a?|(1-a)(a+2) 0 1] ¢ |-

Het stelsel dat met deze uitgebreide matrix overeenkomt wordt gegeven door

{ r+ay = a-+1
_  a+t2
Yy = o

en heeft een unieke oplossing:

a+2 1 a—+2
= en y = .
a-+1 a+1 a+1

r=a+1—-a-

De oplossingenverzameling bestaat dan ook uit één element als a # +1:

1 a+2
V= Y — | 7.
a+1 a+1
Bij het in echelonvorm brengen van een matrix waarin een parameter a voorkomt moeten we dus erg
opletten. Telkens wanneer we een rij willen delen door een uitdrukking waarin a voorkomt, moeten

we immers een gevalsonderscheid maken: wat gebeurt er als deze uitdrukking nul is? En hoe zit het
als deze uitdrukking niet nul is?

Omdat zo’n gevalsonderscheid wel wat werk vraagt, proberen we het delen door een uitdrukking met
a zo lang mogelijk uit te stellen (door bijvoorbeeld eerst rijen te wisselen). Daarom hebben we in dit
voorbeeld ook als allereerste rij-operatie Ry <+ R gebruikt, en niet Ry — Ri/a. Hadden we deze
laatste rij-operatie wel gebruikt, dan hadden we ook een onderscheid moeten maken tussen de gevallen
a=0ena#0.

Samenvattend besluiten we:

e Als a = 1 heeft het stelsel oneindig veel oplossingen: alle koppels van de vorm (2 — r,7) met
r € R.

e Als a = —1 heeft het stelsel geen oplossingen.

e Als a # +1, heeft het stelsel precies één oplossing, namelijk (a%rl , Z—ﬁ)

Bijvoorbeeld voor a = 3 krijgen we het stelsel

T+ 3y 4
3r+y = 2

dat wegens onze voorgaande berekeningen één oplossing heeft, gegeven door

1 1 342 5
r=——=— en Yy=-—=—.

3+1 4 3+1 4

Brugcursus wiskunde FTI 139



g

MATRICES - DETERMINANTEN - STELSELS

OEFENINGEN OVER MATRICES, DETERMINANTEN EN STELSELS

1. Gegeven zijn volgende matrices A, B en C

[ 4 2
a) A__61}
(1 2
b) A‘_4 0
2 1
c) A=140
[ 6 0

B

Bereken nu de matrix X uit:

X =A+B-C
X=A-B+C
X=B-C-A
A+B =X -C
A-X=C-B

2. Bereken volgende producten:

[ 2 3 4 0

1 -1 1 2

(5 -1 [1

3 0 2

[ cosa  sina ._

I sina cosa

[ 5 —1 0 I
2 0 -1

| 1 3 2 I

3. Bereken A- (B -C)

1 2
a) A—_34
[ 6 2
b) A= ]
-1}
1 1 0
) A=10 21
10 01

|

|
5]

[—3 0
[ o
50 3
-2 6 11] ¢=
(8 2 6 [
410 C =
411 i
X =24 +3B - 2C
2X =A —4B - C
3X =6A — 9B +3C
24 —5B =4X +C
200 —A)=3(X ~A)+B
(3 1] [ 15
2 4 10 6
(2 0] [7 3
0 4 11

cosa sinao

—sina  cosa

—_ = =
NN DN
N = O

|

|

cosa  sin«o

| N

—sina  cosa

120 2 0
03 1/[-|0 4
210 2 8

en (A- B) - C voor de volgende matrices:

-]

0 1
2—1} ¢=
1 2

E o
01 1
120 C =
2 3 0

4. Bereken A-(B+C)en A- B+ A-C voor de matrices uit oefening 3.

= O

1
3
-2 8 1
350
1 2 =3
1 -2 3
-1 2 3
cos 8

sin 3 ]

—sinf cosf

0
1
0

)
— o
=N W
| I |
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5. Bereken (B+C)-Aen B-A+ C - A voor de volgende matrices:

MATRICES - DETERMINANTEN - STELSELS

3.0 [0 1 -2 2
o A= B=11y “=1-10
[ 1 5 3 (1 -5 3 [ 2 5 -3
by A=| -1 0 0 B=|1 2 4 C=|-10 -4
| 1 0 4 10 3 —4 | 11 4
6. Bereken volgende producten:
(18 29] [1 0 V2 V3] [0 0
| 31 —4 01 m cosl 10 0
1 17 V5 1 00 8 247 [0 00
3 —4 V6 010 5 16 000
18 1 1 00 1 V7 —-11 8| |0 0 0
2 4| | -2 8 a 0] 100
3 6 1 —4 b 0 c d
V3 —v/61 [V6 3 3 1) [ 271 -2
-2 2 | 2 V6 | -9 -3 -8l 6
1 9 3 © 3 6 3 4 -3 10 5 -2 4 -2 2
01 0 0 0 0o 1 2 3 1 -2 1 -1
9 4 6 1 9 1 4 01 8 —16 8 -8
- - |5 -1 6 0 3 -6 3 -3
7. Bereken volgende determinanten:
7T 2 -5 4 6 4 cosa —sina
8 3 0 —1 3 2 sin o cos
14 13 —11 7 4 2 seca —tga
5 6 10 ) 8 —3 tga sec o
—-15 —6 a+b —b a+b a a—b a+2b
3 -1 b a—> a—b a a+b 2a-0

8. Bereken de volgende determinanten, eerst met de
naar een zekere rij of kolom.

1
4
7

14
10
4

-7
13

2 3
5 6
8 9

—_

—_

5 1 0
21 1
3 2
3 5 7
0 4 -1
00 5

10

7
3

regel van Sarrus, daarna door ontwikkeling

0 0
5
-2 1
S 1
-3 -11
2 0
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10.

11. Welke van de volgende vierkante matrices zijn regulier en welke zijn singulier? Bereken van de

x 0 Y a b ab
Y x z b ab a
T 0 z ab a b
0 87 33 a+1 b 2
0 114 89 a—1 b 2
0 -5 117 2a 2b 1
Bereken de volgende determinanten:
7T 0 4 1 3 6 18 -1
13 00 01 7 4
2 711 00 5 2
0 5 2 6 00 0 2
a 1 0 0 a b 0 0
1 500 b 0 0 «a
0 0 ¢ 1 00 a b
0 01 d 0 a b O

Bereken (geef een ontbinding in factoren):

a b b 3p  2q
ab a ab 2p  2q
b ab b P q
1 a+b c+d 1 a
1 b+c a+d 1 b
1 ¢c+a b+d 1 c
a b 0 a 2b
b 0 a a+b a
0 a b b 2a

reguliere matrices de inverse matrix.

a—1 a a
a—2 -2 —a
a—3 a—1 2
a a—2>b 0
b 0 a+b
0 b a
6 12 18 10
0 2 0 0
2 11 18 4
0 13 2 0
a b b a
b a a b
a 0 0 a
0O o b 0
5 1 a b+c
5 1 b c+a
3 1 c a+b
a’ ab b2 b
b3 a a 2
3 a? 2ab a-+b
a a+2b b a
b a—b a-0» 2ab
b 2a +b a 3ab+a

(2 7 6 —10 11

| 3 10 -3 5 —4

[ cosa —sina % %

i sin o Ccos & 5

[ 1 0 3 [ 1 0 2
4 -1 6 11 4

| 0 1 5 | -5 0 -9 |

[0 0 1 [0 1 0
010 1 0 a

| 1 0 0 |l a 0 =2

8 1 2
-3 3 4
(17 8 22

5 3 12

S

3 1
0 2
(1 a—+
1

_1 2a +

11
6
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1 0 0O 1 0 0 O
1 1 00 a 2 00
0010 b 0 3 0
00 01 0 b a 4
12. Bepaal de rang van de volgende matrices:
[2 1 3 2 10 00
4 2 17 8 0 0 0 0
1 2 3 01 2 [ 2 -1 3 2 37
4 8 1 0 5 10 | —10 5 —15 8 12 1
1 0 1 1 2 2 [ —4 2 1 16 8 0
1 3 6 5 12 -6 -3 -6 —3 1
| 1 00 3 6 6 | —20 10 5 12 6 —2
[1 2 0 1 12 15 30 0 (1 0 2
4 1 0 0O 0 00 1 50
| 4 6 1 1 | 4 5 10 0 103 20
(1 1 2 0 [ 8 0O 0 O (2 1 0 -1
2 -1 0 0 33 1 00 4 2 0 2
3 011 47 51 2 0 6 3 0 1
| 6 0 3 1 | 11 -6 17 5 12 10 3

13. Bepaal het reéle getal a zo dat voor de rang r van de volgende matrices geldt:

(1 2 a 20+2 1 1

1 0 a r<3 3a+1 a 1 r=3
_4 1 a a+3 2 1
[ 1 a [a 2

a 1 r=2 a 4 r=1
_a2 a | a 0
1 0 0 O [ a 1 6a 4

01 a a? a+1 —1 a*> —4

01 4 16 r=3 0 2 7a 8 r<4
| 001 3 9 i 5a 2 a 8

14. Los volgende stelsels op in IR? met de methode van Cramer:

2 —Ty = -4 2,1z + 3,5y=0,91 123z — 7T1y=1235
3z4+9y = 111 342 + 6,8y=1,6 111z — 28y= 86,2

Tr+ 22y= 2 138z — 47y=0 3z — 11y=400
21z — 121y =—45 517z + 91y=0 9z — 16y=503
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15. Los volgende stelsels op in IR® met de methode van Cramer:

2z+4 S5y— Tz=9 Tr+16y =—66 r+2y—3z=—4
8r—10y+15z=1 5r+ 9y—82=—-91 dx+ y—5z=-—9
6z+15y+132=61 122+422y+72=-37 Tr—3y+42=17
16. Los de volgende stelsels op:

22+ y+ 2=13 z— y+ 2= 0 r+Ty—4z= 18
dax+2y+22=26 2z4-3y+52=10 z+ y+ 2=170

z+ y+ 2= 8 3x+2y+62=10 r+Ty—4z= 5
3x+y—4z=11 3z+ y— H5z= 9 T+ y+ z= 3
dr—y+2z=1 6x4+2y—102=18 204+3y—5z= 4
10z4+y—62=15 9z +3y—152=27 Yy—Tz=—2
r+5y—"72z=4 r+y+2=140 ldx—y— 2=28
x+ y— z=0 2z—y+z= 30 dx+y+32=10
x+7y=19 3r— dHy=21 2z— 5y=1

3z+ y=21 2z4+ 4y=36 Tr+14y=2

z+ y=0 112—11y=99 11+ 4y=5

17. Los de volgende stelsels op:

x+7y—32=0 4+ y—32=0 20— y— 2z=0

224+ y—8z=0 dx— y+22=0 or+ y+2z=0

3z— y+ 2=0 Tx+2y—72=0 3x+2y+32=0
z+5y—22=0 6z—y+72=0 3x+5by—42=0

3z— y+ 2=0 Sz+y— 2=0 z+2y+ 2=0
r—11y+132=0 Tr—9y+2=0 8r+17y+22=0

2z+ Sy— 2=0 z+3y—2z=0 4+ 2y+22=0

18. Aan welke voorwaarden moeten de parameters m, a, b, c en d voldoen opdat volgende homogene
stelsels nog andere oplossingen dan de nuloplossing zouden hebben?

2 —_—
az+by+cz=0 ma+ 5y—32=0 m r+my+mz+  u=0
2max+ 2y—mz—  u=0
brrertasT) zmy—22=0 dr— y+mz— 2u=0
cx+ay+bz=0 r+my+ z=0 Yy =

—mx+ y—mz+3Imu=0

19. Bespreek de volgende stelsels en geef de oplossingenverzameling (m is een parameter).

m2m+my+ Z=m
omz+ Jy+ 32=0
4dx+ y+mz=m

z+my+ m?z=m — 2
2z4+my+2m22=0
z+my+ 2mz=0

max+ y+ z=m? ma+ 2y+ 22=0
r+my+ z=m (m — 2)x+ y+(m — 2)z=0
T+ y+mz=-—2 z+(m —1y+(m —1)z=m +1

Brugcursus wiskunde FTI 144



& MATRICES - DETERMINANTEN - STELSELS

20. Los de volgende stelsels op met de methode van Gauss.

T1+2x90—2x3+31x4=16 r1—5x0+ x3—4x4— 5= 0

201+5x9+3x3— 4= 7 201—9x9+3x3— T4+2x5=22
3ro+ x3— 4= 5 r1—2x9+2x3+Tr4+dr5=32

T1+ xo—2x3+ 4= 2 T1+x9—5x3=0

201+3xo—4x3+ 4= 7 T1—Xo+ T3=95

T1— To— T3+2x4=-3 2x1+x9 =6

T1+2x0+ x3+3x4= 14 To— x3=7

( 221+379—27w3—274+ 2x5—=—2
Sr14+2x9+4x3 — bx5= 0
-3z +5x3+3x4— 3x5= 10
4ro—3x3+2x4— 4dxs= 21
—4x1+5x0+2x3+2x4 =18
3x1—2x9 +4x4—11x5= 16

4r143x0+3x3—2x4— 205—616= 27
Sr14+7r9—2x3+dxr4—1525+616= 6
2x1—4x9+2x3—3x4+ 8x5—3T6= T
dxo+4rs+3x4—15x5+8x5= 0
69 +5x4—16x5+926=—7

21. Bepaal alle waarden van A waarvoor geldt:

2—-A 2 -2-A —2
3 1-A =0 -3 —-1-A =0
3—A 1 -1 —1-A 1 -2
2 2—-A 0 =0 1 2—-A 1 =0
2 1 1—-A 0 -1 1-A

22. Bepaal alle waarden van m waarvoor geldt:

2

m° m 1 m 2 2
5m 3 3 |=0 m — 2 1 m—2|=0
4 1 m 1 m—1 m-—1
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MATRICES EN STELSELS: OPLOSSINGEN

1.

S
"+
o=

)]

T 1T
NIO 3 |5

I
NIo ~3

-3 [ 17
+1 5

3

“‘: —

.
RIS S o

N5
LW =
_ 1

3 -2
(3 28
|3 15

[ cos2a  sin 2«
0 1

4 8 -1
1 2 =2
6

-1 2

3 2] , idem

3] [ 8
5
-1 -2

=N

—_N=

—

|
—
= Ot
[

|
0[S co
| IR

[SSI[ TN

b)

13
| 42

8 —6 9
-1 1 10
—6 10 5
9 —1 -—-12
6 —10 -5
9 1 12
(4 10 11
5 11 10
8 —6 9
-1 110
26 4 30
18 7 -8
26 -1 -1
—155 —45 -9
65 -1 -2
—4.5 -3 -3
19 -2 —15
3 -5 1
1 -1 2
31 =5 21
1 2 1
13 5 s
1 1 1
=T =T =3
1 4
—4
= 1 -3
% 5 5
3 3 3
0 1 2
21
34
[ 14 6
4 4
cos(a + ) sin(a+ f)
| —sin(a+ B) cos(a+ fB)
2 8 2
2 20 3
4 4 1
80 24 .
[ 0 1] , idem c)

[ 21
|—4

-12 21
8 35

-3 -3
=29 =45
2 2

12 6
—-13 =35
-1 =L
=35 =57
4 4

6 2
4 =10
3 3

|

|
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3 46
4. a) :13? 1?] , idem b) [22 E;] , idem c) 8 8 5 , idem
2 6 4 1
3 _3 3 15 9
5. a) 0 0] , idem b) -2 00 , idem
-3 5 3
6.
18 29 00
31 —4 0 0
1 17 V5 00 0
3 —4 V6 0 00
8 1 1 000
00 00
00 00
3V2 - 2V6 3V3 -6 00
-2V/3+4 —3V/2+2/6 0 0
84 —168 84 -84
000 26 —52 26 —26
0 00
00 0 5 —-10 5 -5
37 —74 37 37
7. 15% rij : 5,5,0,1
2de pij . 19, —125, —28, 1
3de rij - 33,a%,2ab, a®> — 6ab — b?
8. 1% kolom: 0,0,2%(z —y),0
2de kolom :  —6,60, 3a2b? — a®b3 — a® — b3, —6b
39¢ kolom : 50,0, a® — 2a% — 3a + 4, —2a2b
9. 1%teyij: 91,30, —16
29 rij . (ab—1)(cd —1),a* — b*,0
10. 1% 1ij:  ab(a —b)(1 — ab), pq,0
29 1ij: 0,(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c),—ba
3% yij . —(a+b)(a® — ab+ b%),2a(a + b)(a — b),ab(a + b)(a — b)
-10 7 3 8 -2 1
ste .1 : :
11. 1% rij: [ 3 _2},smguher,[_4 _11},[ % _5}
cosa  Sina« 3 1 % _187
de D = = . .
29€ rij : [—sina cosa]’[g _g},[_ﬂ H],smguher
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

4de yij .

I SR )

—
Hart
W N W~

15% kolom :

2de kolom :
15%€ 1ij :

2de pij

a,B,7v€R

15te 1ij :
2de

a+b+c=0 of a=b=c,

—11 3 3 -9 0 -2
—20 5 6 |, —11 1 -2 |,singulier
4 -1 -1 5 0 1
1 1 2 a 1 6a — 1 2 —3a-—1
10|, = 5 —2a —a? ' 34 1 -2 1
0 as+ —1 a —2a a a
1 000 1 0 0 0
1 00 —a/2  1/2 0 0
0010}’ —b/3 0 1/3 0
0 0 0 1 S5ab/24 —b/8 —a/12 1/4
,1,0
;1,2
;1,2
,3
;2
a=0,ae R\{1,-1},a € R\ {3,4}

a € R\{0,1},a=0,a e R

{(19;6)},{(0,1;0,2)}, {(0,6;—0,7)}
{(=3: £)1.{(0; 00}, {(—17; —41)}

{(1,5;2,6; 1)}, {(2 =51 {355, D)}

en «,f,7v zijn willekeurig te kiezen waarden voor resp. z,y, 2

{(5,8,3=8)}{(e,
®7{(a79_3a+5’77’7)}7{(5_877 _2"’_7'}/)’7)}

{(=37 = L3y + L)} {(-110 + 28, 5,250 — 38)},
{(o, Fa — 47, 52 + 19)}

0,{(12;3)},0

10+3a 10— 5a)} @

{(0,0,0)}, {(k, 14k, 5k)}, {(k, 9k, —Tk)}
{(—~3k, 7k, 16k)}, {(—6k, 41k, 11k)}, {(13k, —7k, k)}
{(=2k, k, k)}, {(3k, 4k, 15k)}, {(—30k, 14k, k)}

m==+v5, me{0;—1;-2;—3}
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r= 2(1-m)
19. 15%rij: a) m#0enm # 2 = één oplossing y = W
|
= m
m=20 — strijdig stelsel
x= 4k
m=2 = 00 oplossingen y= 0 (keR)
z= —k
_ 6
r= (3—2m7)7z%+m)
b) m#lenm# —4denm#3 = ébn oplossing Y= (zizfg_giﬁzia)
Sl ==
\ m— —zm)(m
m=1ofm=—-4ofm= % = strijdig stelsel
T = m2—m+1
m—1
29 1ij: a) m#lenm # —2 = één oplossing y= —
y = _mtl
m—1
m=1 = strijdig stelsel
m=—2 =—> 00 oplossingen
{(k=2kk)}  (keR)
-2
T= m=2
b) m#2enm#3enm#—1 = &én oplossing = m=2 \
— m—
2T me3)my)
m=2ofm =23 — strijdig stelsel
m=—1 =—> 00 oplossingen

{(8k, 9k, —5k) }
20. 1% rij: {(2—k,3, -4+ Kk, k), {(~k—1+8,—2k —1+5, -5k — 31 + 17, k,1)}
2d¢ rij . {(1,4,2,1)}, ©
3 iy {(k,2,-1,5+ 2k, k)}, {(2,k+ 20+ 3,k,2k — 1 -5,k +1,1)}

21, 18t rij: {—1,4},{-4,1}
2de vij . {1,2,3},{-1,1,2}

22. {-4,1,3},{-1,2,3}
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Oefeningen:
1.1 (kolom 1)
1.2

19 (a), 19 (f), 19 (h)
20
22
24 (a), 24 (c), 24 (e), 24 (f)
25
26 (
28.2 (kolom 1), 28.2 (kolom 3)
0 (b)

2 (a)

b)
3
3
37

42 (a), 42 (d)

43
48
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6 RUIMTEMEETKUNDE

6.1 Axioma’s, stellingen en definities

Een overzicht van de belangrijkste axioma’s, stellingen en definities van de ruimtemeetkunde.

Axioma’s

Axioma 1 Twee verschillende punten van de ruimte bepalen precies één rechte.

Axioma 2 Elke rechte in de ruimte bevat minstens drie punten. Er zijn minstens drie punten die
niet collineairﬂ zijn.

Axioma 3 Drie niet-collineaire punten in de ruimte bepalen precies één vlak.
Axioma 4 In elk vlak gelden de axioma’s en de stellingen van de vlakke meetkunde.

Axioma 5 Als twee verschillende punten van een rechte in een vlak liggen, dan liggen alle punten
van de rechte in dit vlak.

Axioma 6 Als een punt in twee verschillende vlakken ligt, dan bevat de doorsnede van deze twee
vlakken nog minstens een tweede punt.

Axioma 7 Er zijn minstens vier niet—coplanaireE] punten in de ruimte.

Onderlinge ligging van rechten

C Voor twee rechten zijn er de volgende mogelijkheden (Figuur

1):

1. Evenwijdig en samenvallend (A en B).

2. Evenwijdig en niet-samenvallend (A en C).

3. Snijdend (D en E).

/G 4. Kruisend (F en G).

Leollineair: op één rechte gelegen
2 coplanair: in één vlak gelegen
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Onderlinge ligging van vlakken

Voor twee vlakken zijn er de volgende mogelijkheden (Figuur
T T T 2):

i 1. Evenwijdig en samenvallend (o en f3).

0=3 2. Evenwijdig en niet-samenvallend (o en 7).

3. Snijdend (§ en ¢€). De doorsnede is een rechte, de
snijlign van de twee vlakken.

Figuur 2.

Stellingen

(Figuur 3)

Stelling 1. Twee vlakken (« en () zijn evenwijdig als twee
snijdende rechten van het ene vlak evenwijdig zijn met
twee snijdende rechten van het andere vlak.

Stelling 2. Door een gegeven punt (s) gaat juist één vlak
(8) evenwijdig met een gegeven vlak ().

Stelling 3. Als een vlak () één van twee evenwijdige vlak-
ken (« en () snijdt, dan snijdt het ook het andere en
de snijlijnen zijn evenwijdig.

Figuur 3.
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Figuur 5.

Onderlinge ligging rechte/vlak

Voor een rechte en een vlak zijn er de volgende mogelijk-
heden (Figuur 4):

1. De rechte ligt in het vlak (A en «).

2. De rechte heeft geen enkel punt gemeen met het vlak
(B en p).

In beide gevallen zeggen we dat de rechte evenwijdig is met
het vlak.

3. De rechte snijdt het vlak in één punt (C en 7).

Stellingen

(Figuur 4)

Stelling 4. Een rechte is evenwijdig met een vlak als ze
evenwijdig is met een rechte van dat vlak (B en f3).

Stelling 5. Als een rechte evenwijdig is met twee snijdende
vlakken, dan is ze evenwijdig met de snijlijn van deze

vlakken (D//0 Ne).

Hoeken: definities 1

Hoek tussen twee rechten (Figuur 5):

1. De hoek tussen twee snijdende rechten is gedefinieerd
in de vlakke meetkunde.

2. De hoek tussen twee kruisende rechten (A en B) is
de hoek tussen twee snijdende rechten (C' en D) die
evenwijdig zijn met de gegeven rechten.

3. Twee rechten staan loodrecht op elkaar als ze elkaar
loodrecht snijden of loodrecht kruisen (E L Fen E L
G).

Brugcursus wiskunde FTI

153



RUIMTEMEETKUNDE

Hoeken: definities 2

Hoek tussen rechte/vlak en vlak/vlak:

4. Een rechte staat loodrecht op een vlak als ze loodrecht
staat op elke rechte van dit vlak (Figuur 7).

5. De hoek tussen een rechte A en een vlak o
(A L) is de hoek tussen A en de loodrechte projectie
van A op a. (Figuur 6)

6. De hoek tussen twee evenwijdige vlakken is de nul-
hoek.
De hoek tussen twee niet-evenwijdige vlakken (5 en ~
is de hoek tussen twee rechten respectievelijk gelegen
in 8 en 7 die loodrecht staan op de snijlijn van deze
twee vlakken. (Figuur 6)

8
[
C
q
U 1
g
[
D
€
,,/ N
/// \lél»
6
I
Figuur 7.

Stellingen

(Figuur 7)

Stelling 6. Een rechte (A) staat loodrecht op een vlak («)
als ze loodrecht staat op twee snijdende rechten van
dit vlak.

Stelling 7. Door een punt (p) bestaat er juist één vlak (/)
loodrecht op een gegeven rechte (B).

Stelling 8. Door een punt (g) bestaat er juist één rechte
(C) loodrecht op een gegeven vlak (7).

Stelling 9. Twee vlakken (0 en €) loodrecht op eenzelfde
rechte D zijn evenwijdig.

Afstand punt/vlak: definitie

(Figuur 7)

De afstand van een punt (q) tot een vlak () is de af-
stand van dit punt tot het snijpunt van het vlak met de
rechte door het gegeven punt loodrecht op het gegeven
vlak (dus d(q,v) = d(q,v)).
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6.2 Punten in de ruimte
6.2.1 Vectoren en coordinaten in de ruimte

In de driedimensionale ruimte definiéren we de (vrije) vectoren a_I;, c?i, ... zoals in de vlakke meetkunde.
Ook de optelling van vectoren (formule van Chasles-Mébius) en de uitwendige vermenigvuldiging van
een reéel getal met een vector wordt ingevoerd zoals in de vlakke meetkunde. De eigenschappen van
deze bewerkingen met vectoren die in het vlak bewezen werden, blijven ook geldig in de ruimte.

Door een vast punt o te kiezen, kunnen we gebonden vectoren, plaatsvectoren of puntvectoren in
de ruimte definiéren: a = oa.
M.b.v. de formule van Chasles-Mobius vinden we:

-

ab=do+ob=ob—ocu=b—a

We definiéren voor de gebonden vectoren de optelling en de scalaire vermenigvuldiging zoals voor de
vrije vectoren en ook hier blijven de eigenschappen gelden.

Kiezen we in de ruimte vier punten o, eq,
ez en ez die niet coplanair zijn (Figuur
1), dan kan elke gebonden vector p van
de ruimte op precies één manier geschre-
ven worden als lineaire combinatie van de
vectoren €1, €5 en €3:

Nz, y,zeR:p=x-é1+y-é+2-63

Het geordend viertal (0, e1, €2, €3)
noemt men een ijk van de ruimte en het
geordend drietal (€7, é3, €3) een basis
van de ruimte.

Figuur 1

(x,y,2) = co(p) = de codrdinaat van p t.0.v. de gekozen basis = co(p) = de codrdinaat van
het punt p t.o.v. de gekozen basis.
Notatie: p(x,y,z) of p(z,y,z) .

Net zoals in het vlak gelden de volgende definities:

co(p+ q) = co(p) +co(q) en  co(r-p)=r-co(p)

Verder noemt men o de oorsprong, oe; = X de x-as, oea =Y de y-asen oes3 =2 de z-as.
De drie coordinaatassen bepalen twee aan twee de drie codrdinaatvlakken, meer bepaald: het (z,y)-viak
of vlak XY, het (y, z)-vlak (viak Y Z) en het (z,x)-viak (viak ZX).
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Staan de assen twee aan twee loodrecht
op mekaar, dan spreekt men van een
orthogonaal assenstelsel.

Geldt bovendien dat de basisvectoren €7,
€5 en €3 lengte 1 hebben, dan heeft men
een orthonormaal assenstelsel (G.A.).

Bij de orthonormale assenstelsels zul-
len we steeds de zogenaamde positieve
oriéntering kiezen (Figuur 2):

een waarnemer in e; ziet de hoek (€3, ¢€3)
met +7 als kleinste positieve maatgetal.

P

AN

Figuur 2

Deze wijze om de assen te oriénteren wordt ook de regel van
de kurkentrekker, of van de schroevendraaier, genoemd (Figuur 3).

We merken op dat voor de cartesische coordinaten van pun-
ten gelegen in de codrdinaatvlakken of op de cotrdinaatassen het

volgende geldt:

peX & p(x,0,0)
peY & p(0,y,0)

peZ < p(0,0,2)

6.2.2 Scalair product van twee vectoren

X«“‘._‘.‘\Y
Figuur 8

p € (v,y)-vlak < p(z,y,0)
D S (yv Z)'Vlak = p(O,% Z)

p € (z,z)-vlak < p(z,0,2)

De definitie van een scalair product in de ruimte is dezelfde als in het vlak:

Definitie : Het scalair product van twee vectoren

P en ¢ is het volgende reéel getal:

7-q= 71|11l cos(p, q)

Hierbij stelt || ¥'|| de lengte van de vector o
voor, en (p,q) de kleinste hoek tussen 7 en

¢ (Figuur 4).

We merken op dat de lengte van een vector

v(a,b,c) gegeven wordt door:

|7]] = Va? + b + ¢2

Dit is een gevolg van de stelling van Pythagoras.

p‘.

g=71-s

h ;Ql

Ook de eigenschappen van het scalair product zijn dezelfde als in het vlak.
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In een G.A. hebben we voor de basisvectoren dat

€1-€=¢€3-e3=¢€3-€1=0 Gl=al=6%=1

De cartesische cotrdinaten van een punt kunnen we terugvinden door het scalair product te nemen
met de basisvectoren:

— — —

p(xayaz) <~ ﬁ-elza:, ﬁ'eQ:yv ﬁ'efﬂ:Z

De analytische uitdrukking voor het scalair product van p(x1,y1,21) en ¢(x2,y2,22) wordt nu
gegeven door
P q=T172 + Y192 + 2122

Merk op dat de twee vectoren loodrecht op elkaar staan (de hoek tussen de twee vectoren is een rechte
hoek) indien hun scalair product gelijk is aan nul:

pLqy & p-d=0 & z122+11Y2+2122=0

De nulvector ¢ staat dus loodrecht op elke vector.

6.2.3 Vectorieel product van twee vectoren

Definitie : Het vectorieel product van twee vec-
toren 7 en § is de vector:

!
X
wy

rx §=[|[7|[-[|§]] - sin(7, 5)] 71

Hierbij is 7 een eenheidsvector die lood-
recht staat op een vlak door o, 7 en s en
waarvan de zin bepaald wordt via de regel
van de schroevendraaier of van de rech- E
terhand: duim op of, wijsvinger op 08,
middelvinger op on (Figuur 5).

Figuur 5

Merk op dat het vectorieel product van de twee vectoren een vector is die loodrecht staat op het vlak
bepaald door &, ¥ en §. De lengte van deze vector is de oppervlakte van het parallellogram bepaald
door 0,7 en &.

We kunnen bewijzen dat voor 7(ai,bi,c1) en §(ag,ba,c2) t.0.v. een orthonormale basis geldt:

€1 € €3
FX§= ai b1 C1
az by c2
De coordinaten van 7 x § zijn dus:
by 1 1 ay ap by
bg C2 ’ Cy a9 a9 b2
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6.2.4 Afstand van twee punten

Zoals in de vlakke meetkunde kunnen we de volgende formule
bewijzen voor de afstand tussen de punten p(x1,y1,21) en

q(z2, 2, 22):

d(p,q) = /(z2 — 21)2 + (y2 — 1) + (22 — 21)?

De verzameling van alle punten van de ruimte die op een afstand
R van het vaste punt ¢ gelegen zijn noemen we het boloppervlak Figuur 6
met middelpunt ¢ en straal R (Figuur 6).

Met de formule voor de afstand van twee punten kunnen we eenvoudig nagaan of een punt p(z,y, z)
behoort tot het boloppervlak B met middelpunt c¢(x.,yc,2.) en straal R:

peEB <« d(p,C)ZR <~ \/(x_$c)2+(y_yc)2+(z_zc)2:R

Het kwadraat van deze laatste uitdrukking geeft ons de cartesische vergelijking van het bolopperviak
B met middelpunt c(x.,ye, z:) en straal R:

B : (w_xc)2+(y_yc)2+(z_zc)2:R2

Voorbeeld 1. Het boloppervlak B met middelpunt ¢(2,—3,1) en straal 4 heeft als cartesische
vergelijking:
B:(x-22+@y+3)*+(z-1)*=16

Voorbeeld 2. Stelt de volgende vergelijking een boloppervlak voor?
2?4 y? + 2% —dr 3y = 14—1
We proberen deze vergelijking te schrijven in een vorm zoals in het vorige voorbeeld:
22 +y? 4+ 22 —dr+ 3y = % o 2 —dx + P+ 3y + 2= %
& (@—de+ )+ P +2- Sy+ D +2=1+4+]
& (2-224+Y+23)*+(z-02=9

Het gaat dus inderdaad om de vergelijking van een boloppervlak, met middelpunt (2, —3,0) en met
straal 3.
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Oefeningen

1.

10.

11.

12.

13.

Bereken @-b
@2,3,-1), b(—1,4,3) a(v2,2,1), b(—1,-2,3)
@0,0,2),  b(1,7,—1) a b

. Bepaal het reéle getal k zodanig dat pg L 75 .

p(_37 _47 0)7 Q(_la _77 _1)7 T(la 07 2k)7 8<k7 _37 5)

Bewijs in een tetraéder abed:

— —

dc-bd=ab-cd < ad-bc=0

Bepaal het reéle getal k zodanig dat Aabc rechthoekig is in a:
a(5,4,2),b(k, k,4),c(k +2,—-4,k — 5)

-

Gegeven: d(2,—1,3),b(5,—1,4),¢(—1,-3,1)
a. Bereken @ x l;,gx c,Cxa
b. Bereken ab x ac, ba x b_é, ca x cb
c. Bereken het maatgetal van de oppervlakte van Aabc .

Bepaal van het gegeven punt p de loodrechte projecties op de assen van het assenstelsel en
bereken de afstand van p tot o, XY, Z:

a. p(4727 1) b. p(1747_2\/§)
Stel een cartesische vergelijking op van het boloppervlak met middelpunt (3,—1,6) dat door
het punt (3,2,1) gaat.

Stel een cartesische vergelijking op van het boloppervlak met middelpunt (2,—1,5) dat raakt
aan het (z,z)-vlak.

Stel een cartesische vergelijking op van de boloppervlakken met straal 5, waarvan het middelpunt
in het (z,y)-vlak ligt en die door de punten (0,0,0) en (0,2,0) gaan.

Stel een cartesische vergelijking op van het boloppervlak met straal 3 dat concentrisch is met
het boloppervlak B’:
P4+ 22 -2y +82-9=0

Stel een cartesische vergelijking op van het boloppervlak waarvan het middelpunt in het (y, z)-
vlak ligt en dat door de punten (0,0,4),(2,1,3),(0,2,6) gaat.

Onderzoek of de volgende vergelijkingen een boloppervlak voorstellen. Bepaal waar mogelijk de
straal.

a. 22+ 92 +22 20+ 6y—42+10=0

b. 2?4+ y?+224+62 -8y —22=0

c. 100(z? + 3% + 2%) — 80z — 100y — 200z = —41
d. 422 + 4y? + 422 + 82 — 16y +21 =0

e. 22 +y?+ 22— 14 —22+50=0

f. 322 4+3y2 +322—204+y—32=1

Bepaal de punten die op afstand +/14 liggen van elk van de punten a(1,0,3), b(2,—1,1),
c(3,1,2) .
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Oplossingen

1. Kolom 1: 7,—2; Kolom 2: —v/2 —1,-3

2. k=-1/2

4 k=3,k=11

5. a. (—1,7,3), (11, -9, ~16), (~8,5,7); b. (2,3, -6),(~2, ~3,6),(2,3, ~6);
C. %Ha X acl| = %

6. a. (4,0,0),(0,2,0),(0,0,1),v21,v5,v/17,2V/5
b. (1,0,0),(0,4,0), (0,0, —2v/2),5,2v6,3,V/17

7. 22+ + 22 —6x+2y—1224+12=0

8. 2?2+ 12+ 22 — 4w +2y —102+29=0

9. (x£2v6)>+(y—1)2+22=25

10. 22 + 2+ 22 -2y +82+8=0

11 22 + 9?2 +22 -5y —T2+12=0

12. a. (1,-3,2);2 b. (=3,4,1);v26 c. (2,3,1);1 d. geen bolopp. e. (7,0,1);0

£ G5 )

13. (0,2,0), (4, —2,4)
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6.3 Rechten in de ruimte

6.3.1 Richtingsvectoren en richtingsgetallen

Zoals in de vlakke meetkunde is een rich-
tingsvector van een rechte A een vector
verschillend van de nulvector waarvan de 7= A
drager evenwijdig is met A. Dus indien /
p1 en pg twee verschillende punten zijn i N

van A, dan is de vector - : cf.. ~ A,

b2 —p1

/
|
S
|
=

een richtingsvector van A (Figuur 1).
Het stel coordinaten van een rich-
tingsvector wordt een stel richtingsgetal-
len (kort: r.g.) van A genoemd. Volgens
de figuur is X
(a,b,c)

Figuur 1

een stel richtingsgetallen van A.

Het is duidelijk dat een richtingsvector van een rechte slechts op een evenredigheidsfactor na bepaald
is. De vectoren

. 1, . .
2(p2 —pi), —=@2—0p1), —17(p2—pi)
2

zijn bijvoorbeeld ook richtingsvectoren voor de rechte A in Figuur 1.

Bovendien liggen alle richtingsvectoren van een gegeven rechte op één rechte, namelijk de rechte door
de oorsprong evenwijdig met de gegeven rechte. Voor een gegeven rechte A wordt deze laatste rechte
voorgesteld door Ay (zie Figuur 1). We hebben dan, met §# 0:

§ is een richtingsvector van A <& §€ Ay

Elke vector van Ag verschillend van de nulvector is een richtingsvector van A.

Hieruit volgt onmiddellijk dat twee rechten evenwijdig zijn als hun richtingsvectoren evenredig zijn.
Uitgedrukt met richtingsgetallen hebben we dus:

A1//Ay & FkeR, : (a1,bi,c1) =k - (ag, ba,c2)
met (ai,bi,c1) r.g. van Aj, en (ag,be,co) r.g. van As.
Bijzondere gevallen:
(1,0,0) is een stel r.g. van een rechte evenwijdig met X
(0,1,0) is een stel r.g. van een rechte evenwijdig met Y

(0,0,1) is een stel r.g. van een rechte evenwijdig met Z

6.3.2 Vectoriéle vergelijking van een rechte

Het is eenvoudig in te zien dat een rechte volledig bepaald is door een punt ervan en een richtingsvector.
Dit kunnen we gebruiken om een vectoriéle vergelijking op te stellen voor een rechte: een vergelijking
waarmee we kunnen nagaan of een punt tot de rechte behoort of niet.
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(punt en richtingsvector gegeven)
Stel dat de rechte A door het punt p; gaat en richtingsvector § heeft. Dan geldt:

—

FjeA & JkeR:p-pi=k-§

Als p samenvalt met p;, danis k= 0. Als p verschillend is van pi, danis p—pj een richtingsvector
van A en dus evenredig met §.
Zo krijgen we een vectoriéle vergelijking van de rechte A door p1 met richtingsvector -

A:p=pi+k-§ (ke R)

(twee punten gegeven)
Indien van de rechte A twee punten p; en ps gegeven zijn, dan is de vector

— —

§=p3—pi

een richtingsvector van A. A gaat dus door p; en heeft richtingsvector §= p3 — pi.
Een vectoriéle vergelijking van de rechte door p; en ps is dan ook

A:p=pi+k-(p2—p1) (keR)

6.3.3 Stelsel parametervergelijkingen van een rechte

Indien we in de vectoriéle vergelijking van een rechte de vectoren met codrdinaten uitschrijven, dan
krijgen we een stelsel parametervergelijkingen van deze rechte.

(punt en stel richtingsgetallen gegeven)
Veronderstel dat de rechte A door het punt pi(x1,y1,21) gaat en §(a,b,c) als richtingsvector heeft.
Een punt p(z,y,z) behoort tot A indien

p=pitk-§
voor een zekere k € R. In coordinaten uitgedrukt wordt dit:

(wayvz) = (xlaylvzl) +k- (a7b7 C)

of nog
r = x1 + k-a
y = wnn + k-b (keR)
z = z1 + k-c

Dit is een stelsel parametervergelijkingen van de rechte A door het punt pi(x1,y1,21) met stel rich-
tingsgetallen (a,b,c).

(twee punten gegeven)
Voor de rechte A door de punten pj(x1,y1,21) en pa(x2,y2,22) vinden we op dezelfde manier:

r = 1 + k- (a,’z — 331)
A y = wnn + k-(y2—1u1) (k € R)
z = z1 + k-(22—21)
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Voorbeeld 1. De rechte A door het punt p;(2,3,0) met stel richtingsgetallen (4, —7,1) heeft het
volgende stelsel parametervergelijkingen:

r = 2 + k-4 r =2+ 4k
A y = 3 + k-(-7) & A y=3-—"Tk
z = 0 + k-1 2=k

Voorbeeld 2. De rechte B door de punten pj(—3,4,1) en po(6,1,—1) heeft het volgende stelsel
parametervergelijkingen:

r = -3 4+ k-(6-(-3)) r=-3+9
B : y = 4 + k-(1-4) & B y=4-3k
z =1 4+ k-(-1-1) z=1-2k

6.3.4 Stelsel cartesische vergelijkingen van een rechte

Als we vergelijkingen willen vinden waarin de parameter k£ niet voorkomt en waarin alleen de cartesi-
sche coordinaten x,y,z van een punt p van de rechte een rol spelen, dan moeten we k elimineren uit
het stelsel parametervergelijkingen van de rechte. We onderzoeken dit voor het geval van een rechte
A die door het punt pj(z1,y1,21) gaat en stel richtingsgetallen (a,b,c) heeft. We onderscheiden 2
gevallen:

Geval 1. Alle richtingsgetallen zijn verschillend van nul.
In dit geval vinden we uit het stelsel parametervergelijkingen:

k_ﬂj—l‘l
r=z1+k-a a
pzy,2) €A & FkeR:<{ y=y+kb o TkeR:{ k=4"%
z=z1+k-c z—bzl
k—
C

Deze laatste uitdrukking is equivalent met:

T—T1 __Y—uyn z—2z1

a b c

Dit is een stelsel cartesische vergelijkingen van de rechte A door het punt py(x1,y1,21) met stel
richtingsgetallen (a,b,c).
Merk op dat dit stelsel vergelijkingen equivalent is met

rT—T1 Y-y
a b
Yy—-Hhm z2—=2

b ¢

Geval 2. Minstens één van de richtingsgetallen is nul.
Nu leiden we uit het stelsel parametervergelijkingen twee vergelijkingen af die de parameter k
niet bevatten.
Indien bijvoorbeeld a = 0, dan vinden we zo

r = X1
Yy—ym  z—2z
b ¢
Indien a =0 = b, dan wordt dit
r =T
{y:yl
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Een rechte in de ruimte wordt dus voorgesteld door een stelsel van twee cartesische vergelijkingen.

Voorbeeld 1. De rechte A door het punt p;(2,3,0) met stel richtingsgetallen (4, —7,1) heeft het
volgende stelsel cartesische vergelijkingen:

Dit stelsel is equivalent met het volgende stelsel:

r—2 y—3
4 -7 Tr + 4y = 26
&
y—3 2-0 y+7z=3
-7 1

Voorbeeld 2. De rechte B is gegeven m.b.v. een stelsel cartesische vergelijkingen:

2e+1 44—y
3 2 °

B :

We zoeken een stelsel parametervergelijkingen voor B. Uit de gegeven cartesische vergelijkingen
kunnen we eenvoudig de coérdinaten van een punt van B en een stel richtingsgetallen van B halen,
indien we deze vergelijkingen omzetten naar de standaardvorm:

r—r1 Y-ty 22—z

We vinden:

Hieruit volgt dat p(—%, 4,0) een punt is van B en (%, —2,1) een stel richtingsgetallen. Dus is

r=-1+3k
B : y=4-—2k
z=k

een stelsel parametervergelijkingen van B.
Hetzelfde resultaat vinden we door de cartesische vergelijkingen gelijk te stellen aan een parameter k:

2e+1 44—y

3 5 z=k

en deze drie vergelijkingen op te lossen naar de onbekenden =z, y en =z.

Voorbeeld 3. Een rechte evenwijdig met de as X heeft een stelsel cartesische vergelijkingen van de

vorm:
y=u1
zZ =221

Hierin zijn y; en z; respectievelijk de y- en de z-codrdinaat van een punt van deze rechte.
Een rechte door een punt p(z1,y1,21) en evenwijdig met X heeft inderdaad als parametervergelij-
kingen:

r=x1+k
Yy=u
z =21
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vermits (1,0,0) een stel richtingsgetallen is van X.
Indien we hieruit k elimineren, vinden we de gegeven cartesische vergelijkingen.
De x-as zelf heeft het volgende stelsel cartesische vergelijkingen:

) y=0
X.{ZZO

Op dezelfde manier vinden we voor de assen Y en Z:

=0
Y-{z:o

z=0
s fo

De hoek tussen twee rechten werd gedefinieerd in hoofdstuk 1.

6.3.5 Hoek tussen twee rechten

Zijn A en B twee rechten in de ruimte, dan

kunnen we de hoek tussen A en B als volgt \
berekenen. Het is duidelijk dat de hoek tussen
Aen B gelijk is aan de hoek ¢ tussen Ay en
By (rechten evenwijdig met A en B door de

oorsprong).
Stel dat 7€ Ap en §€ By (Figuur 2). Dan is
de hoek tussen Ag en By gelijk aan de hoek A B Ao

tussen 7 en § of aan het supplement ervan.

Figuur 2

Uit de definitie van het scalair product volgt dan:

} 7§
cosp = | cos(F’, §)| = ‘ RE]

Merk hierbij op dat 7 en § richtingsvectoren zijn van de rechten A en B.
In coordinaten uitgedrukt geeft dit het volgende:
zijn 7(a1,b1,c1) en S(ag, by, cy) richtingsvectoren van de rechten A en B, dan geldt voor de hoek
@ tussen A en B dat
|a1a2 + biby + 6162|
\/a%+b%+c%-\/a%+b§+cg

Voorbeeld. De rechte A gaat door het punt (3,2,1) en heeft als richtingsgetallen (3,2,6). De
rechte B heeft het volgende stelsel cartesische vergelijkingen:

x y—3 z+4+2

B:-—="—=

1 -2 2

Om de hoek tussen de rechten A en B te bepalen hebben we nog een stel richtingsgetallen nodig
van de rechte B. Dit kunnen we uit het stelsel cartesische vergelijkingen afleiden:

cos p =

(1,—2,2) is een stel richtingsgetallen van de rechte B.

Dan volgt uit de vorige formule voor de hoek ¢ tussen A en B:
3-14+2-(—-2)+6-2] S cos _u
V32122162 \/12 +(=2)2+22 ¥ 21

We vinden dan dat ¢ = 58°24/43" .

cosp =
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6.3.6 Loodrechte stand van rechten

Indien de hoek ¢ tussen twee rechten A en B een rechte hoek is, dan staan de twee rechten
loodrecht op elkaar. Uit de formule uit de vorige paragraaf volgt dan onmiddellijk dat voor een rechte
A met richtingsgetallen (a1,b1,c1) en een rechte B met richtingsgetallen (ag,be,co) geldt:

Al B < ajax+bby+cieca=0
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Oefeningen

14. Geef een stel richtingsgetallen van de rechte pipo :

p1(1437 57 1)7 p2(1407 _17 1) b1 (47 _47 4)7 p2(87 _47 4)
p1(14a 157 16)5 p2(20521722) pl(oaov 1)’ p2(4aSa 13)
p1(77 _675)7 p2(97_674) p1(12777 O)a p2(27 _3a30)

15. Geef een stel richtingsgetallen (G.A.) voor:

a. de eerste bissectrice in het (z,y)-vlak
b. de tweede bissectrice in het (y,z)-vlak

c. de eerste bissectrice in het (z,z)-vlak
16. Bewijs dat de punten p,q,r collineair zijn:

a. p(4,2,7),q(5,4,9),7(8,10,15)
b. p(1,—-1,6),¢(18,3,21),r(—16, —5, —9)

17. Bepaal a,b € R zodanig dat de punten p(a + 1,3,-2),q(4,1,—1),r(2,—3,b — 4) collineair
zijn.

18. Bepaal het reéle getal k zodanig dat pg// 75 .

p(—3,-4,0),q(—-1,-7,-1),r(1,0,2k), s(k,—3,5)

19. Geef een stelsel parametervergelijkingen/cartesische vergelijkingen voor de volgende rechten:

a. door p(3,4,5) en met stel r.g. (2,1,2)

b. door p(0,2,—2) en met stel r.g. (1,1,-1)

c. door p(7, 8, 5) en met stel r.g. (2,0 3)

d. door p(4,—-3,5) en met stel r.g. (0,1,0)

e. door p(7,10,1) en ¢(2,0,6)

f. door p(2,6, ) en evenwijdig met E : ”32;3 =f=z

g. door p(1,—1,2) en evenwijdig met E : 2”32_3 = 4_Ty =6z
h. door p(7,8, 11) en evenwijdig met Y

20. Bepaal de hoeken van Aabc: a(7,3,4),b(1,0,6),c¢(4,5,—2)

21. Bepaal de hoek gevormd door de rechten A en B als voor elk ervan een stel richtingsgetallen
gegeven is:

a. (2,3,6) en (1,-2,2) b. (1,1,1) en (2,1, 1)

22. Geef een stelsel cartesische vergelijkingen van de rechte C die door het punt (1,—2,1) gaat
en loodrecht staat op de rechten A en B:

r=1-2t v 3 .
A y=-3+4t B : =y—T=-
2 4

z=-2—1

Brugcursus wiskunde FTI 167



& RUIMTEMEETKUNDE

23. T.o.v. een orthonormaal assenstelsel met basisvectoren €1, €5, €3 noemen we richtingscosinussen
van een rechte A met richtingsvector §

cos(€i, 8) cos(€3, 5) cos(€s, §)
Bewijs nu:

a. voor een rechte met stel richtingsgetallen (a,b,c¢) zijn de richtingscosinussen:

a b c
Va? +b? 4 ¢? Va? +b? + ¢ va? + b2+ ¢?
b. de som van de kwadraten van de richtingscosinussen van een willekeurige rechte is gelijk
aan 1.
Oplossingen

14. Kolom 1: (1,2,0), (
Kolom 2: (1,0,0), (

—_ =

15. (17 11 0)7 (07 17 _1)7 (17 07 1)

17. a=4,b=5

18. k=

19. a. (x=3+2k,y=4—+k,z=5+2k); &2 =y —4 =22
b. (z = ky—2—|—k‘2——2—k:)a:—y 2=—2z-2
c. (x=T+2k,y=-82=5+3k); &L =25 en y= -8
d. (z=4,y=-3+k,z=5);x=4 en z=5
e. (x=24+ky=2kz2=6-k)iz-2=%4=6-=2
f. (x:2+2k:,y:6+3k,z:k);%:%:zﬂ
h.(xz?,y:8+k,zf11)mf7 en z:11

20. 90°,45°,45°

21. a. 67°36'26"; b. 61°52'28"

I\
—_

oxz—1 _ y+2 _ z—
22. O : =l =2 — 2l
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6.4 Vlakken in de ruimte

6.4.1 Richtingsvectoren van een vlak

Indien we alle vlakken beschouwen evenwij-
dig met een gegeven vlak «, dan is er bij
deze vlakken juist één dat door de oorsprong
gaat. Dit vlak stellen we voor door «g.

Het vlak «ag is volledig bepaald door twee
punten (# o) ervan, tenminste indien de over-
eenkomstige vectoren geen veelvouden zijn
van elkaar. Elk paar punten 7 en § dat hier-
aan voldoet noemen we een paar richtingsvec-
toren van «.

(Figuur 1)

Figuur 1

Als t.o.v. een gegeven assenstelsel 7(aq,b1,c1) en S(ag,be,c2), dan vormen (aj,bi,c1) en (ag,be,c2)
een paar stellen richtingsgetallen van «.

Merk op dat elk vlak in de ruimte dus volledig bepaald is door een punt p en een paar richtingsvectoren
7 en §. Verder is elke richtingsvector van « een lineaire combinatie van de twee vectoren 7 en 3.

6.4.2 Vectoriéle vergelijking van een vlak

(punt en paar richtingsvectoren gegeven).

Stel dat het vlak « door het punt p; gaat en dat 7, § een paar richtingsvectoren is van «.
Dan geldt:

PEQ & (=p—piE

Als p samenvalt met pq, danis ¢= 4.

Als p verschillend is van pi1, dan is ¢ een richtingsvector van « en dus te schrijven als een lineaire
combinatie van 7 en §.

Dit leidt tot: (Figuur 1)

peEa < dkmelR : p—pi=k-7+m-§
Een vectoriéle vergelijking van het vlak « door py met paar richtingsvectoren 7T en §is dan:

a:p=pi+k-r+m-§ (k,m € R)

(drie niet-collineaire punten gegeven).
Uit axioma 3 weten we dat drie punten die niet op één rechte gelegen zijn juist één vlak bepalen.
Stel dat p1, po en ps drie niet-collineaire punten zijn van het vlak «a.
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Dan is p3 — p1, respectievelijk p3 — p1, een
richtingsvector van de rechte pipo, respec-
tievelijk p1ps.

Deze richtingsvectoren liggen in g en zijn
geen veelvouden van elkaar. (Figuur 2)

De vectoren p5 —pi en p3 — pi vormen
dus een paar richtingsvectoren van het vlak
Q.

Dit leidt tot de volgende wvectoriéle vergelij-
king van het vlak « door de punten p1, p2

en ps:

Figuur 2

a:p=pi+k-(pr—pi)+m-(p;—pi) (k,m € R)

6.4.3 Stelsel parametervergelijkingen van een vlak

Door de vectoriéle vergelijking in co6rdinaten uit te schrijven vinden we een stelsel parametervergelij-
kingen. We bestuderen de twee gevallen uit de vorige paragraaf.

(punt en paar stellen richtingsgetallen gegeven)
Het vlak « door het punt pj(x1,y1,21) met stellen richtingsgetallen (ay,b1,c1), (az,b2,c2) heeft
het volgende stelsel parametervergelijkingen:

=2 + k-ag + m-a
a y = y1 + k-b1 + m-by (k,mGIR)
z = 21 + k-cg + m-cy

(drie niet-collineaire punten gegeven)
Het vlak « door het punten pj(x1,y1,21), p2(22,y2,22) en ps(xs,ys, z3) heeft het volgende stelsel
parametervergelijkingen:

x = x + k-(xa—x1) + m-(r3—11)
a y =y + k-(y2—wm1) + m-(y3—w1) (k,m € R)
z = z1 + k-(22—21) + m-(23—21)

Voorbeeld 1. Het vlak a door het punt p;(5,0, —3) met richtingsgetallen (4,—7,1) en (—3,0,—2)
heeft het volgende stelsel parametervergelijkingen:

r= 5+k-4 +m-(-3) x=>5+4k —3m
a y= 0+k-(=7)+m-0 & ac y=—Tk
z=-3+k-1 +m-(-2) z=-3+k—-2m

Voorbeeld 2. Het vlak 3 door de punten p;(7,1,—3), pa(—3,—2,4) en p3(1,0,0) heeft het
volgende stelsel parametervergelijkingen:

v= T4k (=3-7) +m-(1-7) z=7— 10k — 6m
B : y= 14+k-(-2-1) +m-(0-1) & fo y=1-3k—m
z=-3+k-(4—(=3)) +m-(0—(=3)) z=—-3+Tk+3m
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6.4.4 Cartesische vergelijking van een vlak

We zoeken nu voor een vlak « een vergelijking waarin de parameters k£ en m niet voorkomen.
Dit doen we door in het stelsel parametervergelijkingen uit de vorige paragraaf de parameters te
elimineren. We onderzoeken dit voor het geval van een vlak dat door het punt p;(z1,y1,21) gaat
met stellen richtingsgetallen (aq,b1,c¢1), (az,b2,c2). We hebben dan:

x = x1 + k-a1z + m-a
p(z,y,z) e < Jk,melR : y =y + k-bi + m-by
z = 2 + k-a + m-c

We kunnen dit stelsel bekijken als een stelsel van drie vergelijkingen in de twee onbekenden k£ en m.
Dit wordt duidelijker als we het als volgt herschrijven:

al- + ay-m] = z—1:
p(z,y,z) e < Jk,melR : bl- + bo-[m] = y—u
cl- + CQ‘ = z—2

Het stelsel rechts moet dus een oplossing hebben.

Het is duidelijk dat we voor het oplossen van een dergelijk stelsel aan twee vergelijkingen voldoende
hebben om k£ en m te bepalen. Nu moeten deze k¥ en m ook nog voldoen aan de derde vergelijking.
Dit zal enkel zo zijn als de derde vergelijking lineair afhankelijk is van de andere twee, dus als de drie
vergelijkingen in het stelsel lineair afhankelijk zijn. Een eenvoudige manier om dit na te gaan is met
behulp van een determinant:

a1-+a2-::13—:n1 al ay T—IT

dk,meR : b1~+bg-=y—y1 ~ by b2 y—y1 |=0
cl-+02':z—zl €1 Cc2 z—21

We passen nu enkele eigenschappen van determinanten toe en kunnen dan besluiten:
p(z,y,2) € a

T
T—=T1 Y-y z2— 2z
al bl Cc1 =0
a9 bg ()]
Deze laatste vergelijking (of de uitwerking ervan) noemen we de cartesische vergelijking van het vlak
a door het punt p1(x1,y1,21) met stellen richtingsgetallen (ay,b1,c1), (ag,ba, ca).

Voorbeeld 1. Het vlak a door het punt p; (5,0, —3) met richtingsgetallen (4,—7,1) en (—3,0,—-2)
heeft de volgende cartesische vergelijking:

r—5 y—0 z—(-3)
o 4 -7 1 =0
-3 0 -2

)
a : ldxr+5y—212—133=0

Indien het vlak gegeven is door drie punten, of door twee punten en een stel richtingsgetallen,
dan kunnen we de cartesische vergelijking vinden door de situatie terug te brengen tot de vorige: uit
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de coordinaten van twee punten kunnen we immers een stel richtingsgetallen afleiden.

Voorbeeld 2. We stellen een cartesische vergelijking op voor het vlak 3 door de punten pi(7,1,—3),
p2(—3,—2,4) en p3(1,0,0). Hiervoor merken we op dat p> —pj en p3 — pi richtingsvectoren zijn
van [, met coérdinaten (—10,—3,7) en (—6,—1,3). Nemen we het punt p; hier bij, dan vinden
we voor de cartesische vergelijking van (:

x—T7 y—1 z—(-3)
6 -10 -3 7 =0
—6 -1 3

)

B :x+6y+4z—1=0

Uit de vorige voorbeelden blijkt dat de cartesische vergelijking van een vlak een veeltermvergelijking
van de eerste graad in x,y en 2z is. In verband hiermee kunnen we de volgende stelling aantonen:

Stelling Elk vlak in de ruimte heeft een cartesische vergelijking van de vorm
Azx+ By+ Cz+ D =0 waarbij A, B, C niet tegelijk nul zijn

Omgekeerd is elke vergelijking van deze vorm de cartesische vergelijking van een vlak in de
ruimte.

6.4.5 Betekenis van de coéfficiénten in de cartesische vergelijking van een vlak

We werken de determinant in de cartesische vergelijking van het vlak «a uit de vorige paragraaf uit
door ontwikkeling volgens de eerste rij:

r—r1 Yy—Yy1 22—z

al bl C1 =0
as ba 2
T
bi a ar ¢ ar b _
by (x — 1) 4 o (y—w1) + 4y by (z—21)=0
7
b a @—a)+| )+ | " by (z—21)=0
by o ! co  as y—u as by !
Deze vergelijking is equivalent met:
bi s @ a bl
by ¢ co ap as b
waarbij
p__|b al _|a a e b
o b2 C2 ! Cy Qa9 u an b2 !
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een vast getal is bepaald door de coérdinaten van het gegeven punt en de twee stellen richtingsgetallen
van het vlak «.
Vergelijken we nu deze vergelijking met de algemene vergelijking van een vlak:

Axr+By+Cz+ D=0

dan volgt dadelijk
al bl
as bg

(b a
(AaBaC) - <‘ b2 ca )

De coéffiénten van =,y en z zijn dus volledig bepaald door de twee stellen richtingsgetallen van het
gegeven vlak.

1 a1

’CQ as

)

Meer nog, uit de vorm van deze

—

coéfliciénten kunnen we afleiden dat P1

de vector met coordinaten (A, B,C) )

het vectorieel product is van de twee Q : Az+By+Cz+D=0
richtingsvectoren 7(a1,b1,¢1) en

S(ag,b2,c2) van het vlak «. Uit de Tx5(4,B,C)

definitie van het vectorieel product volgt

dan dat de vector met coodrdinaten g
(A,B,C) loodrecht staat op het vlak |
bepaald door o, ¥ en §. Dit is het 0 7

vlak g, het unieke vlak dat door de @0

oorsprong gaat en evenwijdig is met het Figuur 3
vlak «. (Figuur 3)
Merk op dat de constante D te schrijven is als:

D= —Ax1 — By — Oz

Waar de waarde van A, B en C volledig bepaald is door de richtingsvectoren van het beschouwde
vlak, D is athankelijk van het gegeven punt van het vlak. Indien D = 0 gaat het vlak door de
oorsprong. Het vlak «p heeft dus de cartesische vergelijking:

ag : Az +By+Cz=0
De waarde van D bepaalt de positie van het beschouwde vlak t.0.v. de oorsprong.
Samenvatting Voor een vlak o« met cartesische vergelijking
a: Az+By+Cz+ D=0
geldt dat:

e 7i(A, B,C) een richtingsvector is van de unieke loodrichting op het vlak «a: indien 7 en
§ twee richtingsvectoren zijn van «, dan is 7 een veelvoud van 7 X § (Een dergelijke
vector noemen we een normaalvector van het vlak a.);

e D de positie bepaalt van het vlak « t.0.v. de oorsprong: indien p(x1,y1,21) een punt
isvan «, danis D = —Ax; — By; — Cz.

Een gevolg hiervan is dat de vergelijking van het vlak S door het punt p(z1,y1,21) en evenwijdig
met het vlak o gegeven wordt door:

B Alx—a1)+Bly—y1) +C(z—21) =0
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6.4.6 Onderlinge ligging van twee vlakken
Gegeven de vlakken « en [ met vergelijking:

a: Ajz+Biy+Ciz+ D1 =0
B : Asx+ Boy+ Coz+ Dy =0

Indien deze twee vlakken evenwijdig zijn, dan is de loodrichting op deze vlakken dezelfde, en dus volgt
uit de vorige paragraaf:

Oé///B & dkelR, (AQ,BQ,CQ) = k(Al,Bl,Cl)

(de normaalvectoren van beide vlakken zijn een veelvoud van elkaar).
Indien bovendien voor dezelfde waarde van k geldt dat Do = kD;, dan zijn « en [ samenvallend:
de vergelijking van [ is dan gewoon een veelvoud van de vergelijking van «.

In alle andere gevallen zijn de vlakken « en

staan op de snijlijn S van deze twee vlakken.
Brengen we een vlak ~ aan loodrecht op S,
dan snijdt dit vlak « en [ volgens twee
rechten. De hoek tussen deze twee rechten is :
gelijk aan de hoek tussen « en f. (Figuur 4) «a B
Brengen we nu loodlijnen N, en Ng aan
op de vlakken « en g, dan volgt uit figuur
4 (bovenaanzicht) dat de hoek tussen de twee
vlakken gelijk is aan de hoek tussen de twee Bovenaanzicht:
loodlijnen op deze vlakken.

Uit de cartesische vergelijkingen van a en j
volgt nu:

B snijdend. De doorsnede is een rechte. S
De hoek tussen twee vlakken « en [ werd
in hoofdstuk 1 gedefinieerd als de hoek tussen )L ““““
twee rechten gelegen in « en g die loodrecht :
0¥

(A1, B1, (1) is een stel richtingsgetallen
van de rechte N,

(Ag, By, () is een stel richtingsgetallen
van de rechte Ng

Figuur 4

Voor de hoek @& tussen de vlakken « en [ geldt dan (paragraaf 5 uit het vorige hoofdstuk):

|A1Ag + B1By + C1C|
VA2 + B+ CY /A3 + B2+ C3

cos® =

6.4.7 Onderlinge ligging van een rechte en een vlak

Een rechte F is evenwijdig met een vlak « indien een richtingsvector van E ook een richtingsvector
is van « (zie hoofdstuk 1 stelling 4). Stel dat 7(a,b,c) een richtingsvector is van FE, en dat de
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cartesische vergelijking van « is:
a: Az+By+Cz+ D=0

dan hebben we dus

E//a

o
) E___—
7 richtingsvector van «

)

(a,b,c) €y : Ar+By+Cz=0

)

Aa+Bb+Cec=0 Figuur 5

ag

Indien de rechte E bovendien nog een punt gemeen heeft met het vlak «, dan ligt de rechte in het
vlak.

Indien de rechte FE niet evenwijdig is met het vlak «, dan snijdt de rechte het vlak in één punt.

De hoek tussen de rechte E en het vlak « is gedefinieerd N
als de hoek tussen FE en de loodrechte projectie P van @ /(E
E op «. Uit figuur 6 is het duidelijk dat deze hoek het
complement is van de hoek tussen E en een loodlijn N, (VRN
op a. P_A
Nu volgt uit de cartesische vergelijking van «:
o ;
(A, B,C) is een stel richtingsgetallen /
van de rechte N, Figuur 6

Dus indien v de hoek is tussen E en «, dan geldt:

T |Aa + Bb+ C¢|
cos(= — ) =
2 VA2 + B2+ C? Va2 + b + 2

waarbij (a,b,c) een stel richtingsgetallen is van FE.

6.4.8 Stelsel cartesische vergelijkingen van een rechte

In een vorig nummer hebben we gezien dat twee vlakken, die niet evenwijdig zijn, elkaar snijden
volgens een rechte. Uit de cartesische vergelijkingen van deze vlakken kunnen we dan een voorstelling
halen van de snijlijn ervan. Voor de vlakken o en [ met

a: Aiz+Biy+Ciz+ D1 =0
B i Az + Boy+ Coz+ Dy =0
kunnen we de doorsnede schrijven als:

E - Az +Biy+Ciz+ D1 =0
’ Aox + Boy + Coz+ Dy =0

tenminste indien (As, Bo, Cs) # k(A1, By, Ch).
Dit is een stelsel cartesische vergelijkingen van de snijliijn £ van « en (.

In het vorige hoofdstuk hebben we ook reeds een stelsel cartesische vergelijkingen gedefinieerd voor
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een rechte. Toen gingen we uit van een punt van de rechte en een richtingsvector. Het resultaat is
echter van dezelfde vorm als in de bovenstaande definitie: de rechte wordt geschreven m.b.v. twee
cartesische vergelijkingen die beide een vlak voorstellen.

De voorstelling hierboven is de meest algemene voorstelling van een rechte in cartesische coérdinaten.
De vergelijkingen die we vinden als we vertrekken van een punt en een richtingsvector hebben een
bijzondere vorm.

Nu kan men eenvoudig inzien dat elke rechte oneindig veel verschillende stelsels cartesische vergelij-
kingen heeft: er zijn immers oneindig veel vlakken die een gegeven rechte bevatten en met elke twee
hiervan komt een stelsel cartesische vergelijkingen van de gegeven rechte overeen.

Voorbeeld. De as X heeft het volgende stelsel cartesische vergelijkingen:

) y=0
X.{ZZO

Nu heeft het volgende stelsel cartesische vergelijkingen:

2y —5z=0
—y+32=0

duidelijk als oplossingenverzameling {(z,0,0)|xz € R}. Dus geeft dit stelsel vergelijkingen ook een
voorstelling van X.

We merken op dat elke lineaire combinatie van de twee vergelijkingen in een stelsel cartesische verge-
lijkingen van een rechte een vlak voorstelt dat de gegeven rechte bevat. (Zie ook oefening 11.)

Een interessant probleem is het bepalen van een punt en een stel richtingsgetallen van een rechte
gegeven als snijding van twee vlakken:

E - Ajx+ Biy+Ciz+ D1 =0
’ Asx + Boy + Coz+ Dy =0

Dit kan als volgt.

Een punt van F kan men bepalen door in het stelsel een van de veranderlijken z,y of z een waarde
te geven en het dan resulterende stelsel op te lossen naar de andere veranderlijken.

Een stel richtingsgetallen kan eenvoudig bepaald worden m.b.v. de volgende methode. Een rechte
loodrecht op « () staat loodrecht op elke rechte van « (/3), en dus ook op de snijlijn E van « en
B. Een normaalvector op « (/) staat dus loodrecht op elke richtingsvector van FE.

Nuis 7(Ai, B1,Cy) een normaalvector van «, en §(Ag, By, C2) is een normaalvector van (. Beide
vectoren staan loodrecht op elke richtingsvector van FE. Uit de definitie van het vectorieel product
volgt dan dat 7 x § een richtingsvector is van F.

Samenvatting Een stel richtingsgetallen van een rechte E met stelsel cartesische vergelijkingen:

Py Ayx+ Biy+Ciz+ D1 =0
’ Aox + Boy + Coz+ Dy =0

wordt gegeven door
By ¢4
By Oy

Voorbeeld. Bepaal een stelsel parametervergelijkingen van de rechte FE:

i A
| Oy Ay

A By
’ Ag By

o r4+2y+324+4=0
' 3r—y+2+3=0
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We bepalen eerst een punt van FE. Hiervoor stellen we z =0 in het stelsel voor FE. Dit geeft

2y+32+4=0 Y
=
—-y+2z+3=0 z

-1
2

Het punt p(0,—1,2) is dus een punt van F.
Een stel richtingsgetallen van FE is:
1 2

2 3] [3 1
(15 5L sl Af)=es

De rechte E heeft dus het volgende stelsel parametervergelijkingen:

9

T = 5k
FE y=—1+8k
z2=2-Tk

6.4.9 Afstand van een punt tot een vlak

Voor een gegeven punt pj(x1,y1,21) en voor een gegeven vlak o : Az + By+ Cz+ D =0 kunnen
we bewijzen dat de afstand d(p;,«) van p; tot a wordt gevonden met de formule

\Awl + By; + Cz1 + D‘
d(plaa) =
VA% + B2+ C?

Voor de definitie van afstand van een punt tot een vlak: zie hoofdstuk 1.
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Oefeningen

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31

Geef een cartesische vergelijking voor het vlak

a. door p1(1,0,1), p2(7,0,0), p3(0,6,4)

b. door pi(—1,2,4), pa(3,1,4), p3(5,3,6)

c. door pi(1,1,1), p2(8,0,2) en evenwijdig met de rechte E met stel r.g. (4,1,1)

d. door p1(1,0,0), p2(7,6,—3) evenwijdig met Y

e. door p1(7,2,2), evenwijdig met de rechten FE, met stel r.g. (1,1,-1), en F, met stel r.g.
(5,-2,3)

f. door p1(2,4,5) en evenwijdig met het vlak [ : 3z — 2y + 5z = 1855
g. door pi(4,7,—2), evenwijdig met het vlak 5 : x — 3y — 4z = 1991
h. door p1(5,3,2) en door X

Voor welke waarden van k£ en m zijn de vlakken a en [ evenwijdig?

a: dr+ky—62=1 B :6x+3y+mz+2=0

Bewijs dat de rechte pg evenwijdig is met het vlak «:
a. p(2,3,5) q(7,-2,0) a : 4z + 2y + 2z = 1900
b. p(14,88,4) ¢(2,4,-20) « : bz—y+2z=10

Bewijs dat de vlakken «, 3,y en ¢ door één punt gaan en bepaal dit punt.
a: 2x+3y+4z+5=0 [ :6zx+2y+2+3=0
vy x—4y—52+1=0 0 :924+y+9=0

Schets t.0.v. een gegeven assenstelsel de vlakken met de volgende vergelijking:
dx4+y+2z=4 5+ 3y —15z2=15 2x—3y==6
20 —y+2=2 z+y+z2z+1=0 2y 4+ 52z =10

3z4+4x+12=0 z—2=0 y—6=0

Bepaal de parameter k zodanig dat de vlakken « en [ loodrecht op elkaar staan:
a. a:br+3y—z=0 B Tx+ky—z+k=0
b. a: 2kx+3y+32=4 p: (k+1)zxz—-3y+(k+2)z=17

Stel een cartesische vergelijking op van het vlak door p loodrecht op de rechte gr:

a. p(0,1,2),4¢(3,4,5),r(2,—1,—1)
b. p(—2, 0, 1), q(37 3, 2), 7”(8, 6, 4)
c. p(11,2,6),4(0,0,4),7(8,4,4)

Stel een cartesische vergelijking op van het middelloodvlak van [pq]:
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a. p(—4,1,0),¢(10,5,4)
b. p(6,—3,-2),4¢(0,12, ~2)

32. Stel een cartesische vergelijking op van het vlak a door p en ¢ dat loodrecht staat op f:
a. p(1,1,1) q(0,0,5) B :x—2y+32=7
b. p(3,-2,1) ¢(4,-2,6) B : 8z —y+5z=1100

33. Stel een cartesische vergelijking op van het vlak a door p en loodrecht op B en ~:
a. p(1,1,2) B :2x+3y+z=4 v :x—y—2=9
b. p(2,4,—-1) [ :2x+5by—2z=12 ~v : z+y—22=288

34. Gegeven zijn twee snijdende vlakken a en f:
a A1x+B1y+Clz+D1:0
B Asx+ Boy+ Coz+ Dy =0

Bewijs dat de volgende vergelijking voor elke reéle k een vlak voorstelt door de snijlijn £ van
« en [ dat verschilt van f:

(Al + k‘AQ).%’ + (Bl + kBg)y + (01 + k‘CQ)Z +D1+kDy =0
Merk op dat elk vlak door E (behalve ) een vergelijking heeft van deze vorm.

35. Stel een cartesische vergelijking op van het vlak « door p(0,—1,0) en dat gaat door de snijlijn
van
B dr—3y+2z2—4=0 v 2x—1ly—42—-12=0

Maak eerst de vorige oefening.
36. Bewijs de formule uit dit hoofdstuk die de afstand geeft van een punt tot een vlak.

37. Stel een cartesische vergelijking op van een vlak dat evenwijdig is met 8 : 3z + 6y +2z =0
en dat op een afstand 5 van de oorsprong ligt.

38. Stel een cartesische vergelijking op van een vlak dat evenwijdig is met het vlak pgr en dat op
een afstand 2 ligt van het punt s:

p(—1,-1,-1),4(—-1,0,-2),7(3,5,0), s(0,2,2)
39. Bepaal de hoek gevormd door de vlakken « en f:
a. o 2x+y—Tz=-11 [ : bx—2y+5z2=12
b. a: 3x+2y=14 B :2y+324+13=0
40. Bepaal de verzameling van de punten waarvan de afstand tot « het dubbel is van die tot f:

o 2c+3y—6z=24 B 2x4+y+224+2=0

41. Bepaal de verzameling van de punten waarvan de afstand tot «(0,0,2) gelijk is aan de afstand
tot a : 2+2=0.
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42. Geef een stel richtingsgetallen van de rechte met stelsel cartesische vergelijkingen:

. x+2:6_y:5z—1
' 3 4

b {y5:0 . {m+y+z:2
' x—5=06(4—2) ' xT—y—z=

3z 4+ 2y — 5z =10 z+z=1
e.
rz+5y—2=0 Yy—z=

Geef ook de codrdinaten van een punt van deze rechten.

43. Stel een cartesische vergelijking op van het vlak door p(4,0,1) dat evenwijdig is met E en F:

E :z

_y—3 z+1 . rT+y+2z=5
23 3c+2y—2=6

44. Stel een cartesische vergelijking op van het vlak pFE:

2(3.0.1) £ {m+y+z+1:0

dr — 6y + 22 =3

45. Bewijs dat de rechte E en F een vlak bepalen en stel een cartesische vergelijking ervan op:

o z+y+z=2 ro 20 +y+2=3
' 2c —y =3 3r+2y+2=3

46. Geef een stelsel cartesische vergelijkingen van de rechte
a. door p(1,2,3) en evenwijdig met E:

o de+y—2=15
' x+y+2z=100
b. door p(0,—1,2) en evenwijdig met de snijlijn van « : x4+y=3 en B : 2x4+9y—2 =25

47. Ga na of de rechte E tot het vlak « behoort:
r—1 2y+4
4 19

E z—3 a3z —2y+Tz=28

48. Geef een stelsel cartesische vergelijkingen voor de loodlijn uit p op «:

p(2,6,4) o : 2x+3y+4z =88

Oplossingen

24. a. 6z — 17y 4+ 362 —42 =10
b.x+4y—52+13=0
c. 2x+3y—1124+6=0
d x+2z—-1=0
e.x—8y—T724+23=0
f.3x—2y+52—-23=0
g xr—3y—424+9=0
h. 2y —32=0
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25. k=2 m=-9

38 135 111)

27. snijpunt (—73, 237 793

29. a. k=—-12;b. k=1/2 of k=-3

30. a. z+5y+62—17=0;b. bx+3y+224+8=0;c. 2xr +y—24=0
3l. a. Tx +2y+22—31=0;b. 4o — 10y +33 =0

32. a. bx+T7y+32—15=0;b. bx +35y —2+56=0

33. a. 22 —3y+52—9=0;b. 3x—y+2—-1=0

35. v +4y+32+4=0

37. 3z +6y+22£35=0

38. Te —4dy —42+34=0 of To —4y—42—-2=0

39. a. 60°; b. 72°04'47"

40. 222 + 5y + 462+ 100 =0 en 34z 423y + 102 —-44 =0

41. 22 +y* - 82 =0

42. r.g. a. (15,—5,4); b. (6,0,—1); c. (0,1,—1); d. (23,—2,13);e. (1,—-1,—1)
43. 23x 4+ 14y — 172 =75 =10

44. 9r —4ly — 2 —26 =0

45. bx +2y+32—-9=0

16, a 4a:+y—z—3:0‘b r+y+1=0
Tl z+y+2z—6=0 " | 22+9y—2+11=0

47. ja

z—2 _ y—6 _ z—4
48. 2 3 T 4
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ANALYSE

Oefeningen:
Bereken de volgende limieten:

lim [ — — —
z—0\z sinzx

lim | — — —
z—0 \tgx sinz

Bgsin 2

lim
r—0 xT

2
limxz+nz
z—0

lim (32 — 1)¥5ms
T—400

li Betg L1 T
xﬁninoo o ggm—l—? 4

I 4 2
im|[ ——- ——
=0 \z2 1—cosz

rtg 2x

lim

2—0 sin? 3z

22— 3x

In(1 + tg 3x)
m-——->2
z—0 sin 2x

. V8T +1++V2r—1-4
lim

rz—1 r—1

Controleer het resultaat met behulp van je rekentoestel!
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7 DE REGEL VAN DE L’HOSPITAL (boek Analyse p.86-89)

In het boek van Analyse worden een aantal methodes besproken voor het berekenen van limieten in

het geval dat deze een onbepaalde vorm opleveren. Een typisch voorbeeld:

Deze limiet is van de vorm

lim

v—a g(x)

1 — cosbx 0

im ——— 7 7 b
il—% z? ' (O)

waarbij a € R en f(a) =0; g(a) =0

In een dergelijk geval is de volgende (reken)regel vaak nuttig:

Regel van de I’Hospital - eerste vorm‘

Dan geldt:

Veronderstel dat f(a) = g(a) =0, dat f’(a) en ¢'(a) bestaan, en dat ¢'(a) # 0.

o @) _ @)

v=ag(z)  g'(a)

Dit is eenvoudig te bewijzen. We geven 2 verschillende bewijzen.

Bewijs I We gebruiken de eigenschap op p. 52. Zowel f als g voldoen aan de voorwaarden, en

dus:

f(x) = fla)+f'(a)  (x —a)+n - (x —a) met lim m = 0(x)

r—ra

9(@) = g(a) +¢'(a) - (x — @) +n2 - (& — ) met lim ny = 0(x)

r—a

Hierin zijn f(a) en g(a) beide gelijk aan nul. We vinden zo:

f(x)

f'la)-(x—a)+m - (z—a)

lim ——~= lim

e g@) eoe g(a) (@ —a) t - (@~ a)

o f'(a) +m
z—a g'(a) + n2

fla)+lmm (g

(eigenschap p. 52)

(vereenvoudigen )

g’(a) + lim 72

T—a

g'(a)

Bewijs II We vertrekken nu van het rechterlid:

T~ (@)
f'(a) _ z—a T —a
g@) ., 9@ —9g(a)
f(z)
=
= lim @
o i—m g(m)

(definitie afgeleide)

(f(a) = g(a) =0 + eig. limieten)

(vereenvoudigen )

(elg. van limieten en (*))
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De regel schrijft dus het volgende voor bij de onbepaalde vorm 8:

Deel de afgeleide van de teller door de afgeleide van de noemer en vul a in.

i — —1
vb1 lim 3sinx — x H 3cosx _ 9
x—0 xT 1 =0
vb.2 lim sinx H CcosS T _q
x—0 X 1 x=0
b3 I 22 —-3x+2 u 22-3 6
vb. im = 1 =...=—=
=2\ /x+T7—x—1 2\/:C+77—1$:2 D
1-— 5 5sin b 0
vb.4 lim €oSOT I 9SMOT =7 (opnieuw —)
x—0 x2 2x 2=0 0

Een tweede vorm van de regel van de I’Hospital zegt dat je de regel opnieuw mag toepassen indien het
resultaat opnieuw % is, enzovoort tot er een uitkomst uitkomt:

1—0085901{1_ 5sin bz 0

liy Rl S Comien
H I 25 cos bx _ 25
a3 2 2

Regel van de I’Hospital - tweede vorm‘

Veronderstel dat f en g differentieerbaar zijn in een gereduceerde omgeving van
a € R, dat ¢’ geen nulpunt heeft in deze omgeving, en dat

lim f(z) = lim g(x) = 0

T—ra

lim @ = lim f(z)

a—a g(x)  z—a g'(z)

Dan geldt:

op voorwaarde dat de limiet in het rechterlid bestaat (of gelijk is aan —oo of

+00).
T _1_ T _ 1 T
vb.s lim Ty T2 Hgy, O =z
z—0 xsinx z—=0xrcosT +sinr 2—0—xsinz +2coszr 2
b6 I a8 22t +1 § i 827 — 8z  m .. 562° — 2422 32 _ 16
vb. im ———— = lim = lim == =
a1 26 — 225 4+ 2t 2—1 625 — 1024 + 423 2—1 302 — 4023 + 1222 2
Denk eraan dat je, telkens véor je de regel toepast, moet nagaan of je een vorm % hebt!
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Men kan aantonen dat de regel van de I’Hospital blijft gelden in de volgende ge-
vallen:
~ als a=—00 of a=-+o0
~ als lim f(z) = o0 en limg(z) = +o00
Tr—a Tr—a
Samengevat:
Je mag de regel van de ’Hospital toepassen
0 +
bij een onbepaalde vorm — of =
0 +o0
. 623 —dx+2 oo . oal Lo
H 1822 — 4 H o, 327 . too
= xgl;noo —3 = +00 = wgrfoo e (opnieuw +32)
In2x o 6x
+oo B oy 2 i +oo
s ) dm T oo )
2
5 Jim 2 = B om Oy
r—+00 ]_ r—r—+00 ex

Andere onbepaalde vormen zoals 0-00, 0o — oo, 07, 1%, oc” kan je proberen om te rekenen tot

een vorm % of 22. De volgende voorbeelden illustreren dit:
Teller én noemer delen door één van de twee factoren leidt tot % of 2.
vb.10 lir%(x2 Inx) (0-(—00))  (t. en n. delen door Inz leidt niet tot resultaat)
T—
. Inz (==2)
= lim ===
z—0 ;12 +o0
H 1 2
= lim - = lim —— =0 (vereenvoudigen en invullen)
x—0 -3 z—0 2

Vaak gaat het om het verschil van breuken en volstaat het op gelijke noemer te brengen.
vb.11 lim(— — —) (00 — 00)

. sinx —xcosx
=lim —MM— (
2—0 Tsinx

oo
N

H .. rsinx H .. rcosx +sinx
=lim ——— = lim -
z—0xCcosx +sinxz z—0 —xsinx + 2cosx

—
olo
N

=0

V] fen
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09, 1°, oo%| Schrijf als een macht met grondtal e en schuif de limiet in de exponent.

vb.12 iii%(tg :c)ﬁ (0)
. 2Intgx
= lim(elntg“})% = lim ezﬁtwgz = eﬂll—% s = ¢?
z—0 z—0
2Intgx _
want il—% Inz (=)
2 1
El tgx coslx _ 1. 2z .
= lim =——— = lim ————— (vereenvoudigen)
z—0 = z—0 SIN T COS T
2
= lim —— - lim —— =1-2=2
=0 sinx -0 cosw
1
vb.13 lim (1+ —)” (1F°°)
r—+00 T
- 1
r—+00 r—+00
. 1
want xgrfoo(x In(1+ ;)) ((+00) - 0)
o In(1+ ) 0
= Jm —= @
x
1=l )
2 Jim IH/# = lim — =1 (vereenvoudigen en invullen)
T—+00 = r—+o00 1 4+ <
vb.14 ii_)na(cosec )8 (+2)?)
_ hI% (elncosecx>tg$ _ e;ii)no(tgxlncosecx) —1
z—
want ii_)nb(tga: - In cosec ) (0- (4+00))
. Insinz o
= lim — (2)
z—0 cotgx
cotg x
5 im — _g = lim(sinzcosx) =0 (vereenvoudigen en invullen)
z—0 i z—0

Let op: de regel van de I’'Hospital is geen wondermiddel! Sommige limieten die een onbepaalde vorm
opleveren zijn toch niet te berekenen met behulp van de regel.

Een laatste TIP: probeer steeds na het toepassen van de regel van de I’'Hospital de bekomen uitdruk-
king zo eenvoudig mogelijk te schrijven voor je verdergaat!
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